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SOCIÉTÉ   MATHÉMATiaUE   DE   FRANCE. 


SUR  LES  DÉVELOPPEMENTS  EN  SÉRIE 
SUIVANT  LES  INVERSES  DE  POLYNOMES  DONNÉS; 

P\l'.      M.      I>.      Al'PELL. 


I.  Dans  leurs  recherches  sur  les  [)()ljiionies  électrosphériques, 
MM.  Giiillel  et  Auhert  (')  ont  renconlré  des  séries  procédant 
suivant  les  inverses  de  polynômes  donnés.  Je  me  suis  proposé 
d'étudier,  d'une  façon  générale,  ce  genre  de  développements  dans 
diverses  Notes  aux  Comptes  rendus  (-)  et  dans  un  article  du 
Bulletin  des  Sciences  mathématiques  (^).  Je  voudrais  réunir  ici 
les  principaux  résultats  obtenus  antérieurement  et  en  ajouter  de 
nouveaux. 

II.  Considérons  nue  suite  donuée  de  polynômes 

d'un  degré  niarcpié  par  l'indice,  dans  lesquels  le  coefficient  de  la 
plus  haute  puissance  de  x  est  égal  à  l' unité.  Les  racines  du  poly- 
nôme Vn{x)  sont  ■suj)posées,  quel  que  soit  n,  à  l'intérieur  d'un 
cercle  fixe  de  centre  ()  et  de  rayon  déterminé  R;  autrement  dit,  ces 
racines,  réelles  ou  couiplexes,  ont  leurs  mo(hdes  inférieurs  à  R. 
On  a,  dès  lors,  pour  |  r  1  >  W . 


P„(.r)        .r"  \  X  x-^ 


(')  Comptes  rendus,  t.  155,  191.*,  p.  i3<(,  204,  708,  8a<). 
(■')  Comptes  rendus,  l.  157,  nji'i,  [>.  5,  \o!\:'.. 

i^)  Bulletin  des  Sciemes  muthema/i/fites.  :>'  >(rii',  1.   \\\\  II.  iin\ .  ii)i-i. 
XI.VIII.  I 


2  — 


série  convergente.  Soil,  d'autre  pari, 


/(^)  = 


G, 


G., 

X'' 


une  fonction  développée  en  série  suivant  les  puissances  positives 
de  —  à  l'extérieur  du  cercle  R. 

On    pourra,    par    la    méthode    des    coefficients    indéterminés, 
calculer  les  coefficients  a^  du  développement 

a-7  a„ 


(0 


f(^)  = 


en  ordonnant  les  deux  membres  suivant  les  puissances  de  -• 
Ce  développement  n'est  possible  que  d'une  manière. 

III.    Convergence.   —   Soit  M  un  point  d'affixe  x  ^  x' -\-  ix" 
{fig-  i)  en  dehors  du  cercle  C  de  rajon  R;  appelons  /•  le  module 


OM  >  R.  Les  racines  o.y  du  polynôme  P«(.r)  sont  représentées  par 
des  points  Av  dans  le  cercle  C.  Le  module  de  x —  ay  est  AvM  :  il 
est  évidemment  plus  grand  que  AM,  A  désignant  le  point  où  OM 
renroulrc  la  circonférence  du  cercle  C  ;  or  AM  =  /•' —  R;  doue 

I  \\,(x)  I  =  |.T—  a,  I   I  :r  —  a.2  1  .  .  .  I  ar  — a„  I  ,     (r—  \\)". 
Gela  posé,  considérons  la  série  auxiliaire 

aj  z  +  «2  s'^  -*-.••  +  «/j  3"  -t-  . . . 


qui  est  convergente  pour 
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^1 


p  étant  un  certain  nombre  positif  déterminé.  Comme  on  a 

I       I  1 

ï\(^n  (r-l\r' 

la  série  (i)  est  convergente  pour 

elle  est  donc  convergcnle  à  l'extérieur  d'un  cercle  F  concentrique 
à  C  ayant  pour  rayon  R-(-  -• 

IV.   Cas  particulier.  —  Supposons  que  les  polynômes  P^  aient 
toutes  leurs  racines  réelles,  comme,  par  exemple,  les  polynômes 


Pnicv) 


d"(x-^—\)" 


(  /t  -1-  I  )  (  n  -4-  2  )  .  .  .  '2  n  dx" 


qui   diffèrent   par   un   l'acteur    constant    des    polynômes    X„    de 
Legendrc.   Supposons  {/i^''-  a)  les  racines  comj)rises  entre  deux 

Fig.    2. 


nombres  réels  a  et  [ii,  a  <  [i,  loprésentcs  par  les  points  A  et  B  de 
l'axe  réel  Ox'.  Soit  Ai  un  point  ayant  pour  affixe  x'-\-ix".  Sup- 
posons d'abord  a<.Q?'<^l  Comme  la  racine  a,,  de  P„(x)  est  repré- 
sentée |)ar  un  point  Ay  entre  A  et  B,  le  module  A^M  de 
.r  -  3tv  est  évidemment  |)lus  grand  que  la  perpendiculaire  PM 
à  Ox'  : 


r'rsi-à-rlire 
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La  série  (i)  est  alors  cuiivergcnle  avec  la  série 
quand 

Supposons  ensuite  x    extérieur  à  l'inlervalle  a|î,    par  exemple 
^'<  a,  point  M,.  Alors 

|;r-a,|>AM„         |  P„(a7)  |  >  ÂM',' ; 


la  série  est  convergente  si  AM,  ^  -•  Enfin  si  ^'>>  [i,  |)oinl  M2,  la 
série  est  convergente  si  BMo  >  -•  En  résumé,  construisons  Is  con- 
tour suivant.  D'abord  deux  segments  de  droites  A'B'  et  A"B" 
formés  par  les  points  j;"=:zh-,  %^x''^^j\  puis  deux  der^i-ccrcles 
C,  et  G2,  de  diamètres  de  base  verticaux,  décrits  de  A  et  B  respec- 
tivement comme  centres  avec  -  comme,  rayons.  La  série  (i)  sera 

convergente  aux  points  extérieurs  à  ce  contour.  Tl  peut  arriver 
que  p  =  oc,  par  exemple  si 


alors  le  contour  se  réduit  à  AB  lui-même. 

Il  est  évident  qu'un  contour  analogue  peut  être  tracé  si  toutes 
les  racines  de  Vn{x)  sont,  quel  que  soit  w,  sur  un  segment  de 
droite  déterminé  AB,  par  exemple  si  elles  sont  toutes  purement 
imaginaires  et  limitées  en  module. 


V.  Développement  de —  Pour  rajiplication  du  théorème 

X      y 

de  Cauchy,  il  est  utile  de  connaître  le  développenu>nt  de > 

X      y 

avec 

\A>\y\- 

Posons  alors 


x~y         \\{,x)         \\{x)  ■  \\,{x) 

les  P„  élan»  donnés,  et  calculons  les  coefficients  (^)vpi""  1^»  niélliode 
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générale  du  n"  II  en  éorlvanl 

X — y        X        x^        X'^  ' 

on  trouve  Qo=  i  et  l'on  voit  que  Qv  est  un  polynôme  de  degré  v 
en  r,  que  nous  désignei'ons  par  Qv(jk)7  dont  le  ternie  de  degré  le 
plus  élevé  est  j'^.  On  a  ainsi  le  développement 

^     ^  x—y        Fi(x)^  P.,(x)  P„(x)    ^•-    * 

OÙ  figurent  de  nouveaux  polynômes  QvO^)  associés  à  V„[x).  J'ai 
montré,  dans  le  Bulletin  des  Sciences  mathématiques  Tpour  191 3, 
comment  on  peut  calculer  les  polvnomes  Q  par  la  méthode  des 
fonctions  symétriques.  Comme  je  l'ai  indiqué  ensuite  dans  les 
Comptes  rendus  (décembre  igi3),  les  résultats  obtenus  pour  le 
calcul  des  Qv(j')  peuvent  être  résumés  dans  le  théorème  suivant. 

U  intégrale 

Qv(^) 


prise   le  long  de  la  circonférence  Q  dans  le  sens  positif ^  est 
égale  à  zéro  si  v  ^^n  et  à  V  unité  si  v  =  n. 

Supposons  V  donné.  Quand  /i  >>  v,  l'intégrale  est  nulle,  quels  que 
soient  les  coefficients  du  polynôme  Qv,  d'après  les  éléments  de 
l'alf^èbre.  Mais  en  écrivant  qu'elle  est  nulle  pôui- 

on  a  V  équations    linéaires   pour   déterminer  les  coefllcients    ^1, 
b-ii  ...,  ^v  du  polynôme 

Qv(a7)  =  orV-H  6,a:v-i  H- . .  . -+- 6v. 

Par  le  fait  que  le  coefficifînt  de  x^  est  i ,  l'intégrale  Xi,  est  égale 
à  I . 

Le  cas  le  plus  simple  est  le  cas  où  P„(x)  ^^  {x  —  a)"  (a  cons- 
tante) ;  alors 

Qv(r.)  =  (^-  -^f- 

Les  p(il\  Moines  l'„(./"i  et  t^)«(.r)  sont  identi(|ut;s. 
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On  peut  donner  une  démonstration  intuitive  du  théorème 
ci-dessus  par  le  procédé  suivant.  Supposons 

l--t-|>b| 
et  multiplions  les  deux  membres  du  développement  (:>.)  par  — — ~t 

puis  intégrons  par  rapport  à  x  sur  la  circonférence  C,  dans  le  sens 
positif.  Nous  aurons 

■ZTiiJ^      x  —  y  Zd      -nzi    . '^,    P„+i(x') 

Le  premier  membre  est  Qv(jk);  <^i^  ^  donc 

n  =  0 

Quand  n  >>  v  l'intégrale  I^  est  nulle,  car  sous  le  signe  /  le  degré 
du  dénominateur  surpasse,  au  moins  de  deux  unités,  celui  du 
numérateur.  On  a  donc 

Qv(j)  -  ir.'Qo(i')  + 1',  Q.  (j-)  +  •  • .  +  i;;Qv(j). 

Cette  identité  entre  deux  polynômes  exige 

Le  théorème  est  donc  démontré. 

Ce  théorème  permet  de  déterminer  les  polynômes  Q  quand  les 
P  sont  donnés.  Il  permet  ensuite  de  calculer  les  coefficients  a„  du 
développement  (i). 

VL  Pour  terminer,  nous  ferons  la  remarque  suivante  :  Suppo- 
sons que,  comme  les  polynômes  deLegendre,  les  polynômes  P,/(^) 
soient  alternativement  ])airs  et  impairs, 

Po(^)  =  i, 

P2  (.r)  =  a:*  —  <i, 
P,{x)  =  xix^-b), 
■P^{x)  =  x^-cx^-f, 


en  écrivanl 

et  identifiant  les  deux  membres  ordonnés  suivant  les  puissances 

de  —i  on  trouve,  par  un  calcul  facile, 

a?  '  1 

Q«=i,  Qi=7,  Q•2=7^  Q3  =  /(j2-a),  Q4  =  7'(7'-6)- 

Donc,  on  a  pour  les  premiers  termes 

x-y^'       \\{x)    •     P,(T)  \','x)    ^    Pua:) 

où  la  loi  ne  continue  pas  aussi  simple,   mais  où   tous  les    poly- 
nômes Qv(j')  contiennent  y  en  fact(;ui-. 

Plus  généralement,  si  P,(x)  =^  x  —  a,   les  autres  P„(:r)  étant 
quelconques,  en  écrivant 

'         Qo(r)  ,  Qi(.r)  ,        ,    Q«(r)    , 


x-y         P,(.r)    '    V^ix)        •••        \\+i{x)       -'    ' 

on  voit,   en    faisant   ):=  a,   que  tous  les  polynômes  Qi,  ...,  Q« 
doivent  s'annuler;  ils  contiennent  tous  y  —  a  en  facteur. 


V^II.   En  dérivant  par  rapport  à  y,  on  obtient  les  développements 


de 


{X 


-7 .  k  =  2,  3,  .... 

-7)'' 


VIII.  Exempte.  —  Si  chaque  polynôme  P„  a  les  mêmes 
racines  que  le  précédent  avec  une  racine  nouvelle,  les  Q„(x)  sont 
identiques  aux  Vn(x).  En  effet,  dans  ce  cas,  on  donne  une  suite  de 

nombres 

a,,  a..   .  ..,a„, I  s*"  I  <  K' 

et  l'on  prend 

P/i(^)  =  (a^  —  «i)(-^  — «s)-  ••  ^•^—  ^«)' 
On  vérifie  que  l'on  a  aussi 

Qn{x)  =  (^;  — a,)(a7  — aî)...(:r  — a„); 

en  effet,  l'intégrale  V,\  est  alors  ('vidcmmcnl  nulle  si  /i  <<  v,  cai-,  sous 
le  signe   /  ,  le  numérateur  esl  divisible  par  le  dénominateur. 


—  8  — 
On  a,  dès  lors,  le  développement 

x—y        Pi(.r)        P.2(.i-)        P3(a7)^'*"' 

ce  qu'on  peut  vérifier,  coninie  il  suit.  En  a])polanl  R„  la  difTérence 
entre  et  la  somme  des  n  premiers  termes  du  développe- 
ment, on  trouve,  de  proche  en  proche. 


H, 


X  —y  (a:  —  a,)(.r  —  a^).  .  .(a;  —  a„)' 
En  supposant  |  ^  |  >  |.y  |  de  telle  l'aijon  cpie 

<^  a  <  I 

.r  —  a„ 

(rt  positif),  pour  toutes  les  valeurs  de  /?,  on  voit  que  limR^^o. 
Quoique  eette  hypothèse  sorte  de  ce  que  nous  avons  admis,  on 
pourrait  supposer 


«2  =  —  •?.. 


Alors  on  aurait 


R„  = 


I     (.r  +  i)(,r-+--0--.(r^-«). 


X  —  y  (a:-i-i)(ar-t-7,)...(a7-)-rt)' 
(!t  en  posant,  par  exemple, 

X  =  x'-\-  ix",         y=y'-^  iy", 

on  trouverait  liui  R,,  i=o.  Sous  ces  conditions,  on  aurait  encore 

'     ^  _i ^        .r-t-'        _^       (,x^-i)(j-f-2)       _^ 

a?— j'       X -^- i        {x  -\-i){x  -h  -z)        (x  -i-i){x  -i-  ■j'.){x  -\-'i)       '"'' 

série  intéressante  de  faclorielles.  Mais  ce  résultat  apparaît  alors 
comme  un  cas  très  particulier  des  foruiules  que  (îaiiss  a  données 
(Ofiuvres,  t.  111  )  pour  exprimer  les  fonctions  hvperoéométriques 
F(a,  p,  y,  i)  par  des  fonctions  F  ou  11. 
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SUR  LES  SURFACES  ALGÉBRIQUES  POSSÉDANT  UN  SYSTÈME  SIMPLE 
DONT  LES  COURBES  CONTIENNENT  UNE  INVOLUTION  ; 

Pau   m.   Lucien  Gooeaux. 


Ou  suil  que  M.  Castelnuovo  a  établi  le  lliéorèiiie  suivant  (')  : 

Si  une  surface  algébrique  contient  un  réseau  simple  de 
courbes  Jiyperelliplicj ues  de  genre  p,  cette  sitrjace  est  ration- 
nelle ou  réglée  de  genre  p. 

On  étend  facilement  ce  théorème  au  cas  d'une  surface  possédant 
un  réseau  de  courbes  contenant  des  involutions  d'ordre  2  et  de 
genre  quelconque  (2).  Plus  tard,  nous  avons,  en  poursuivant  cet 
(irdre  de  recherches,  déterminé  les  surfaces  contenant  un  système 
linéaire  simple  00^  dont  chaque  courbe  possède  une  involution 
d'ordre  3  de  i;enre  donné  (^).  Actuellement,  nous  considérerons 
le  cas  plus  général  d'une  surface  contenant  un  système  linéaire 
simple,  de  diinension  r,  dont  chaque  courbe  possède  une  invo- 
lution d'ordre  /•.  Nous  ('tabliroiis  précisément  que  : 

Si  une  surface  algébri(iue  contient  un  système  linéaire 
simple,  de  dimension  r  et  de  genre  p  de  courbes  contenant  une 
involution  d'ordre  r  et  de  genre  tt,  cette  surf  ace  est  rationnelle^ 
ou  réglée  de  genre  t.  ou  p. 

Ou  remarquera  ({ue  dans  le  cas  ;  :=3,  que  nous  avions  déjà 
considéré,  le  théorème  aucpiel  nous  étions  arri\é  se  trouve  nota- 
blement précisé. 

(')  Su  le  superficie  clie  contengono  una  rete  di  curve  iperellitticlie  {ftendi- 
conti  delta  H.  Accad.  dei  Lincei,  1"  sem.    i8y'(). 

(')  Voir  par  exemple  :  L.  Godkaux,  Sur  les  sur/aces  algébriques  dont  les 
courbes  canoniques  sont  elliptiques  doubles  {Matti.  Annalen,  lUI  LXXll,  njia). 

(^)  L.  (louEAiix,  Sur  les  sur/aces  algébriques  contenant  un  système  linéaire 
simple  dont  chaque  courbe  possède  une  involution  de  ternies  de  points 
(Annaes  da  Accad.  Polylecbnica  do  Porto,  t.  VII,  191a). 
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1.  Soit  F  une  surface -algébrique  contenant  uu  système  linéaire 
simple,  |C|,  00'",  de  genre  /?,  dont  chaque  courbe  possède  une 
involution  y'ri  d'ordre  r  et  de  genre  tt. 

Considérons  les  courbes  C  passant  par  un  point  V  de  F,  quel- 
conque, et,  sur  chacune  de  ces  courbes,  les  groupes  de  /'  points 
dont  P  fait  partie.  JNous  obtenons  ainsi  une  variété  Vp,  de  dimen- 
sion /•  —  I,  de  groupes  de  r —  i  points  variables.  Il  peut  se  faire 
que  les  groupes  de  V,.  se  trouvent  tous  sur  une  même  courbe  FpOu 
qu'ils  se  distribuent  sur  toute  la  surface. 

Dans  la  première  hypothèse,  trois  cas  peuvent  se  présenter  :  Si 
nous  considérons  les  courbes  Fq  lieu  des  variétés  Vq  relatives  aux 
points  Q  de  la  courbe  Tp,  il  peut  se  faire  que  ces  courbes  Ty  se 
confondent  avec  la  courbe  F,,,  ou  se  confondent  en  une  seule 
courbe  différente  de  Fp,  ou  encore  soient  toutes  distinctes.  Nous 
aurons  donc  en  tout  quatre  cas  à  exauiiner  : 

1°  Les  groupes  de  Vp  sont  sur  une  courbe  Fp  qui  ne  varie  pas 
lorsque  le  point  P  parcourt  cette  courbe. 

2°  Les  groupes  de  Vp  sont  sur  une  courbe  Fp  et  les  groupes  des 
variétés  Vq  relatives  aux  points  Q  de  Fp  sont  sur  une  même 
courbe  Fq  différente  de  Fp. 

3°  Les  groupes  de  Vp  sont  sur  une  courbe  F,,  variable  avec  le 
point  P. 

4"  Les  groupes  de  Vp  remplissent  toute  la  surface. 

Nous  examinerons  siiccessivemenl  ces  différents  cas. 

2.  Dans  le  premier  cas,  nous  voyons  que  la  courbe  Fp  est 
rencontrée  par  les  courbes  C  en  des  groupes  de  ?\  points  formant 
une  série  de  dimension  /■.  La  courbe  Fp  est  par  suite  rationnelle. 
De  [)lus,  cette  courbe  passe  siiu|)lement  par  le  |)oint  P,  puisque 
celui-ci  [)eul  être  choisi  arbitra  ire  uient  sur  la  courbe.  Par  suite, 
par  un  point  arbitraire  Ae  F  ne  passe  (ju'une  seule  courbe  de  la 
famille  \T\  lieu  des  courbes  Fp.  Cette  famille  est  donc  un 
faisceau.  Les  courbes  de  ce  faisceau  découpent,  sur  une  courbe  G 
arbitraire,  la  série  y),  de  genre  tz  appartenant  à  cette  courbe  par 
hypothèse;  c'est  donc  un  faisceau  de  genre  -.  La  surface  F, 
contenant  un  faisceau  dcgenrcTide  courbes  rationnelles,  se  ramène, 
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par  des  transformations  birationnelles,  aune  rei^lée  de  genre  - 
(^„  =  —  -,/>„=  Pi  =  ..  .  =  o). 

3.  laissons  au  second  cas  et  supposons  d'abord  les  courbes  Fp,  Fy 
irréductibles.  Ces  courbes,  appartenant  à  la  même  famille,  doi- 
vent rencontrer  les  courbes  G  en  un  même  nombre  n  de  points. 
Fixons  l'attention  sur  une  courbe  G.  A  chacun  des  n  points  de 
rencontre  de  celte  courbe  avec  Fp  correspondent  r  —  i  points  de  Fy 
situés  sur  cette  courbe  G.  On  doit  donc  avoir  /i  =  (7^ — i)/i, 
d'où  r=:2.  Si  /"^a,  Fg  et  Fp  sont  réductibles.  Remarquons 
d'ailleurs  que  quand  /•  =  2,  on  a  /i  =  i ,  car,  d'après  la  définition 
de  Fg,  cette  courbe  ne  peut  rencontrer  une  courbe  G  passant  par  Q 
qu'en  un  point  variable  et,  éventuellement,  en  un  certain  nombre  v 
de  [)oints  confondus  en  Q.  Or,  actuellement,  Q  variant  sur  F,,  et 
Fq  étant  irréductible,  on  a  v  =  o,  d'où  «  z=  i  4-  v'=  i . 

Supposons  /■  >  2  et  soit  Fp  une  des  [parties  irréductibles  de  Fp. 
Nous  supposerons  que  la  courbe  Fq  relative  àun  point  Q  (variable) 
de  Fp  se  décompose  en  k  —  i  fois  Fp  et  en  une  courbe  Fq.  Indi- 
quons par  n'  le  nombre  de  points  communs  à  une  G  quelconque 
etùFp  et  fixons  l'attention  sur  une  courbe  G  générique.  A  un  point 
commun  à  cette  courbe  et  à  Fp  corresportdent  r  —  i  points  dont  k' —  i 
sont  sur  Fp  et  les  r -»- k  restant  parmi  les  intersections  de  la 
courbe  G  considérée  et  de  Fq.  La  courbe  Fq  rencontre  donc  les 

courbes  G  en  -j-[r  ^  k)  points.  Gomme  les  parties  irréductibles 
de  Fq  appartiennent  évidemment  à  la  même  famille  jF'j  que  Fp, 
on  voit  que  Fq  se  décompose  en  — j —  courbes  que  nous  désignerons 
par  F'. 

Observons  que  la  courbe  Fg^fA" — i)Fp-(-Fq  relative  à  un 
point  ()  déterminé  de  F,',  rencontre  une  courbe  G  passant  par  Q 
en  r —  i  points  variables  et  en  v  points  fixes  confondus  en  Q.  11 
s'ensuit  que  Fg  rencontre  une  courbe  G  en  /•  —  k  points  seulement 
et  que,  par  conséquent,  on  a 

-{r  —  k)  =  r-  k, 

d'où  n'  =—  /. . 

Si    k    est    supérieur   à    l'unité,    les    courbes  G  passant   par  Q 
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déterminenl,  sur  h\  courbe  r,,,  des  groupes  de  /.  — i  points  en 
nombre  co'""';  on  a  donc  /,^r.  Mais  —j —  doit  cire  un  entier 
positif,  donc  on  a  nécessairement  /.  ==  i . 

Les  courbes  T,,,  Tq  se  décomposent  donc  en  /'  courbes  Y'  ren- 
contrant chacune  les  courbes  C  en  un  point.  Ces  courbes  sont  par 
suite  rationnelles  et,  de  plus,  elles  forment  un  faisceau  j  F'  '  de 
même  genre  p  que  les  courbes  G. 

La  surface  F,  possédant  un  faisceau  de  genre  p  de  courbes 
rationnelles,  se  ramène,  par  des  transformations'birationnelles,  à 
une  réglée  de  genre  y>  (pa  =  —  p-^  7V=  ^2  =•  •  •=  o)- 

4.  Dans  le  troisième  cas,  la  courbe  F,,  est  rencontrée,  par 
les  courbes  G  passant  par  P,  en  oo'~*  groupes  de  /■ — i  points. 
La  courbe  Fp  est  donc  rationnelle.  La  surface  F,  contenant 
oc-  courbes  rationnelles  Fp,  est,  d'après  un  théorème  bien  connu 
de  M.  Castelnuovo,  rationnelle  (p„=  Po=  o).   . 

5.  Pieste  à  traiter  le  dernier  cas,  celui  où  les  groupes  de 
,■  —  j  points  dont  la  variété  V  est  formée  se  distribuent  sur  toute 
la  surface  F. 

Gonsidérons  les  groupes  de  r —  i  points  de  \  ,.  appartenant  aux 
courbes  G  (passant  par  P)  d'un  faisceau.  Cfes  oo'  groupes  engen- 
drent une  courbe  que  nous  désignerons  aussi  par  F.  La  courbe  F 
relative  à  un  faisceau  déterminé  de  courbes  G  passant  par  P  est 
rencontrée  par  ces  courbes  en  r — i  points  variables  et  en  un 
certain  nombre  de  points  confondus  en  P;  par  conséquent,  toutes 
les  courbes  G  passant  |>ar"  P  rencontrent  une  courbe  F  en 
/'  —  1  points. 

Supj)OSons  r>3  et  rapportons  projectivement  les  courbes  G 
passant  par  P  aux  hyperplans  d'un  espace  S,:_,  à  r  —  i  dimensions. 
La  surface  F  se  transforme  en  une  surface  simple  F*  et  aux 
courbes  F  correspondent  sur  1''*  des  courbes  F*  d'ordre  /"  —  i  • 
Or,  une  courbe  d'ordre  /■  —  i  située  dans  un  espace  linéaire  k 
r  —  i  dimensions  est  rationnelle,  donc  les  coui4)es  F*  et  par  suite 
les  courbes  F  sont  rationnelles.  H  se  pourrait  que  le  système  1  F  | 
formé  par  les  courbes  F  construites  plus  haut  eu  partant  du  point  P 
soit  (;oiuposé  au  uioyen  d'iiii  faisceau.  Mais  ce  faisceau  varie  uc'mcs- 
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s  uieinent  avec  le  poiul  P,  car  autreinenl  on  retomberait. sur  ua  des 
cas  préçédemuient  étudiés,  puisque  tous  les  groupes  de  /■  points 
des  séries  v'^.  appartenant  aux  courbes  C  se  distribuerait  sur  les 
courbes  d'un  unique  faisceau.  On  voit  donc  que  la  surface  F,  dans 
le  cas  actuel,  possède  au  moins  oo''  courbes  rationnelles  et  est,  par 
suite,  rationnelle  (^pa=l*-2=  o). 

Supposons  enfin  /■z=3.  A  cliaque  point  P  correspond  une 
variété  oo-  Vp  de  couples  de  points  qui  est  rationnelle,  car  à  une 
courbe  C  passant  [)ar  P  correspond  un  couple  de  \  p  et  inver- 
sement. 

Soit—  un  [)lan.  Entre  tx  et  Vp  établissons  une  correspondance 
biralionnelle.  A  une  courbe  V  correspond  alors,  sur  r:,  iine  courlje 
double  r*.  ' 

Une  courbe  C  passant  par  P  rencontre  cliaque  courbe  l'en  deux 
points  variables.  Les  oo- courbes  G  passant  par  P  déterminent  donc, 
sur  une  courbe  F,  soit  une  ^2,  soit  une  gl-  Mais  une  F  contient 
00'  groupes  de  deux  points  de  Vp;  dans  l'hypotbèse  d'une  gl,  les 
courbes  C  découperaient,  sur  F,  les  00'  groupes  de  Vp  qui  se  trou- 
\ent  sur  cette  courbe.  Aux  courbes  C  passant  par  P  correspondent 
alors  sur  tc  des  courbes  doubles.  Or,  cela  est  en  contradiction  avec 
riijpotlièsc  initiale  ([uc  jC|  est  simple.  On  conclut  donc  que 
cliaque  courbe  F  contient  une  série  ^'j  et  est  [)ar  suite  rationnelle. 
On  d(*inontre  alors,  C(3mine  plus  liant,  que  F  est  rationnelle 


SUR  LES  FONCTIONS  DE  LIGNES  IMPLICITES  ('); 
l*AK    M.    Pvui.   Lr;vY. 

INTIIODIJCTION. 

L'étude  des  Iransl'ornialioiis  poncluelles  dans  l'espace  à  /i  dimen- 
sions   ((Midiiil.    loixpic   le    uduibrc    n   augmente    indélininu'ut  et 

C)  Le  sujet  du  présent  Mémoire  a  déjà  fait  l'objet  d'une  Communication  ver- 
bale à  la  Société  le  9  Janvier  iiji.f).  el  d'une  Conimunicalion  à  rVcatléniie  des 
Sciences,  le   fo  janvier. 
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qu'à  la  liinile  on  remplace  les  coordonnées  x,,  x^,  ...,  x„  par 
des  quantités  dépendant  d'une  manière  continue  dun  paramètre, 
à  l'étude  des  correspondances  entre  deux  fonctions  u{s)  et  ^"(5), 
définies  toutes  deux,  pour  fixer  les  idées,  pour  les  valeurs  de  5  com- 
prises entre  o  et  i .  Une  pareille  correspondance  élanl  souvent 
donnée  par  une  formule  permettant  de  déterminer  i'{s)  lorsque 
l'on  connaît  f^(.v),  il  est  important  desavoir  résoudre  cette  formule 
par  rapport  à  u{s),  et  calculer  cette  fonction  lorsque  l'on  connaît 
la  fonction  v. 

Ce  problème  n'a  été  étudié  jusqu'ici  qu'au  point  de  vue  local, 
et  dans  le  cas  où  la  relation  qui  exprime  p  lorsque  u  est  connu 
peut  être  différentiée. 

La  résolution  par  rapport  à  ou  de  la  relation  linéaire  qui 
relie  ou  et  Se,  qui  est  en  général  ce  qu'on  appelle  une  équation 
intégrale,  a  été  obtenue  dans  des  cas  importants  par  M.  ^  oll<'rra 
d'abord,  puis  par  M.  Fredholm.  Dans  les  cas  traités  par  ces 
savants,  la  solution  rappelle  tout  à  fait  celle  des  équations  algé- 
briques linéaires,  et  pi^ésente  un  caractère  tout  différent  suivant 
qu'u'ne  certaine  quantité  appelée  déterminant  de  l'équation  est 
nulle  ou  non.  Dans  d'autres  cas,  mis  en  évidence  notamment  par 
M.  Picard,  apparaissent  des  circonstances  très  différentes  de  celles 
qui  se  rencontrent  dans  la  théorie  des  équations  algébriques.  Quoi 
qu'il  en  soit  de  la  généralité  de  ces  cas,  l'importance  au  point  de 
vue  des  a|)plications  des  équations  résolues  par  M.  Fredholm  con- 
duit à  porter  sui'iout  son  attention  sur  les  cas  où  l'expression  de 
déterminant  de  l'équation  a  un  sens;  dans  ces  cas,  l'équation  a  une 
solution  déterminée  et  iini(|ue  si  le  déterminant  n'est  pas  nul, 
c'est-à-dire  en  général. 

On  peut  alors  aborder  le  problème,  connaissant  la  fonction  equi 
correspond  à  une  fonction  pailicidière  u,  et  saciiant  résoudre  par 
rapport  à  0//  la  relation  entre  ùu  et  Se,  de  déterminer  la  fonction  U. 
à  laquelle  coiTCspond  une  fonction  \  siifjisaniinent peu  différente 
de  V.  C'est  le  problème  de  V inversion  au  point  de  vue  local,  qui 
a  été  résolu  à  àcs  points  de  vue  différents  pai-  MlM.  E.  Schmidt  et 
VoUerra,  moyennant  cerlaines  eoncblions  (pii  seront  en  général 
réalisées  dans  les  applu  alions. 

Vu  |)oiut  (h;  vue  local,  d  u"e>l  pas  doulciix  cpi  une  théorie  déli- 
nilive  ait  ainsi  été  établie. 
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Mais  aucune  lciilaliv(;  ne  senil)lo  avoir  élé  faite  pour  sortir  de  ce 
point  de  vue,  et  chercher  à  reconnaître  à  des  caractères  généraux 
de  la  relation  donnée  entre  u  et  v^  si  la  résolution  par  l'apport  à  u 
est  possible  et  unique  par  rapport  à  v.  C'est  ce  problème  que  nous 
nous  proposons  de  traiter,  en  généralisant  les  résultats  obtenus 
par  M.  Hadaniard  dans  le  cas  des  transformations  ponctuelles  et 
exposés  en  iQo^i  dans  ce  Bulletin. 

2.  Rappelons  d'abord  brièvement  les  résultats  obtenus  par 
M.  Hadaniard. 

Supposons  que  dans  une  transfornialion  ponctuelle  un  point  A 
d'un  espace  à  Ai  dimensions  ait  [)t)ur  homologue  un  point  B  que  nous 
nommerons  son  image.  Les  coordonnées  y,,  j'ai  •  •  •■>  J'«  de  B  sont 
supposées  fonctions  des  coordonnées  a;(,  x^.^  •••,  Xn  de  A,  uni- 
formes, continues,  admettant  des  dérivées,  et  telles  que  le  déter- 
minant fonctionnel 

^  -_  D(.>'i-  .Yi^  --'^  y") 

\)(Xi,  .fi,    .  .  .,  :in) 

soit  de  signe  constant.  (Si  l'on  suppose  la  continuité  de  toutes  les 
dérivées  des  j'  par  rap[)()rt  aux  .r,  il  suffit  de  spécifier  que  ce  déter- 
minant ne  s'annule  pas.)  A  ces  conditions,  l'inversion  est  possible 
au  point  de  vue  local.,  c'est-à-dire  que  si  un  point  b  est  l'image 
d'un  point  a,  à  tout  point  B  suffisamment  voisin  de  b  correspond 
dans  le  voisinage  de  a  un  point  A  dont  il  est  l'image. 

Mais  l'inversion  est-elle  possible  dans  tout  l'espace?  S'il  n'en 
était  pas  ainsi,  on  pourrait  trouver  un  point  ^,  qui  ne  serait 
l'image  d'aucun  [)oinl,  et  lorsque  B  se  déplacerait  de  b  à.  b,,  il 
devrait  à  un  certain  moment  passer  en  un  |)oint  b'  où  l'inversion 
cesserait  d'être  possible;  il  est  d'ailleurs  évident  quelle  serait 
im|)ossible.  non  sculenient  après  6',  mais  pour  ce  |)oiut  lui-même. 
Cela  ne  piuit  s'explupKîr  (pu;  si,  pendant  (pie  B  décrit  le  chemin 
de  longueur  linic;  bb\  le  point  A  dont  il  est  l'image  décrit  un 
eluîmin  de  longueur  iiiliiiic 

Pour  exclure  celle  possibilité,  M.  Iladamard  considère,  pour 
cluupic  point  a.  le  luinimum  ^  de  la  (pianlité 


\/ 
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ce  minimum  est.  positif  lorsque  A  n'est  pas  nul,  mais  il  n'existe 
aucun  rapport  déterminé  entre  lui  et  A,  et  lu  considération  de  a 
permet  d'obtenir  des  résultats  que  l'on  ne  pourrait  obtenir  en  con- 
sidérant seulement  A.  Soit  Up  le  minimum  de  u  sur  la  sphère 


M.  Hadamard  suppose  que  l'intégrale 


^P' 


augmente  indéfînimeuL  avec  /'.  Sous  cette  condition,  une  ligne  de 
longueur  infinie  ne  pourra  avoir  pour  image  une  ligne  de  longueur 
finie.  Tout,  point  B  admet  donc  un  point  A  dont  il  est  l'image, 
M.  Hadamard  démontre  déplus  qu'il  n'en  admet  qu'un.  L'inversion 
de  la  transformation  considérée  est  donc  non  seulement  possible, 
mais  uniforme. 

FINITIONS    ET    KÈSULTATS    l'RKl.lM  IXAIUKS. 

3.  Cli(;rclions  à  étendre  ces  résultats  an  pioMémc  de  calcid 
fonctionnel  qui  nous  occupe. 

Considérons  donc  une  fonction  a(.v),  définie  et  uniforme  pour 
les  valeui's  de  s  comprises  entre  o  et  i,  à  laquelle  correspondra  une 
fonction  c(.s),  définie  et  uniforme  pour  les  mêmes  valeurs  de  s. 
A  chaque  fonction  u  correspondra  une  fomuion  v  et  une  seule. 

Nous  écrirons  dans  la  suite  u{s)  et  v(s)  lorsque  nous  considé- 
rerons les  valeurs  de  ces  fondions  pour  une  valeur  déter- 
minée de  5,  et  simplement  u  et  (•  lorsque  nous  considérerons  h-s 
êtres  analytiques  constitués  par  l'ensembh'  des  valeui's  d<;  ces 
fonctions  lorscpie  .y  varie  de  o  à  i . 

En  raison  de  la  commodité  (hi  langage  géomélricpic.  nous  con- 
viendrons de  représenter  la  fonction  ii  par  un  point  a  d'un  (îspace 
idéal  E,  et  de  même  la  fonction  e  par  un  point  ù  d'un  espace  E'. 
La  correspondance  étudiée  entre  u  et  v  pourra  ainsi  être  considérée 
comme  une  transformation  |)onctuelle  dans  hupielle  h  sera  dit 
l'image  de  a.  Nous  désignerons  par  .\,  B,r7„,  ù les  |)()ints  cor- 
respondant respect ivemt'iil  à  des  fonctions  l  ,  \  .  //„,  c„ 

Mais  le  langage  géomctricpic  ne  doit   pas  mascpu  r  une  dilliculté 
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qui  se  présente.  Quand  devons-nous  considérer  un  point  comme 
voisin  d'un  aulre?  D'une  manière  plus  précise,  comment  défini- 
rons-nous la  distance  entre  deux  j)()ints?Dans  l'espace  à  ii  dimen- 
sions il  ne  peut  y  avoir  amhij^uïté  sur  la  réponse  à  faire  à  la  pre- 
mière de  ces  (juestions,  et  l'on  n'a  jamais  considéré  qu'une  seule 
définition  de  la  distance.  11  n'en  est  pas  de  même  dans  le  cas  qui 
nous  occupe.  Bien  des  définitions  sont  possibles.  Il  est  évidemment 
essentiel  de  leur  imposer  cette  condition,  que  la  distance  d  de  deux 
points  a  et  A  ne  soit  nulle  que  si  les  fonctions  a  et  U  sont  les  mêmes. 
Le^s  définitions  qu'il  y  a  intérêt  à  proposer  ne  sont  donc  pas  les 
mêmes  suivant  qu'on  impose  ou  non  aux  fonctions  considérées 
certaines  restrictions  de  continuité.  Ainsi  la  définition  donnée  par 
la  formule 

(U  d^=    r  [V(s)  —  u(s)yds, 

qui  est  la  généralisation  la  [>lus  naturelle  de  celle  adoptée  dans 
l'espace  à  n  dimensions,  convient  si  l'on  ne  considère  que  des 
fonctions  continues,  et  ne  convient  pas  si  l'on  considère  l'ensemble 
de  toutes  les  fonctions  bornées. 

On  pourrait  chercher,  en  employant  le  langaoe  abstrait  de 
M.  Fréchet,  à  ne  préciser  la  nature  des  conditions  de  continuité 
considérées  et  la  définition  de  la  distance.  Il  nous  paraît  préférable, 
pour  faciliter  l'exposé,  de  préciser  ces  condilipns;  nous  termi- 
nerons par  (pielques  remarques  sur  les  généralisations  possibles. 

Nous  allons  ainsi,  pour  commencer,  considérer  Vensenible  des 
Jonctions  sommables  et  des  carrés  sommaùles.  Nous  entendons 
le  mot  sonimable  dans  le  sens  qui  résulte  des  travaux  de  M.  Le- 
besgue,  mais  le  lecteur  qui  n'est  pas  familiarisé  avec  ces  travaux 
j)cut  sans  inconvénient  supposer  que  nous  appelons  sonimaOle, 
une  fonction  continue  ou  admettant  une  infinité  dénombrablc  de 
points  de  discoulinuité  tels  (pic  l'intégrale  de  cetle  tonclioii  ail  un 
sens. 

Nous  n<'  ((Misicb-icrnii^  pas  conniu'  di>tin(  les  deux  fondions  cpii 
ne  diflèrenl  cpie  pour  des  valeurs  de  .y  consliluant  un  enx'mble  de 
mesure  nulle. 

A  cette  condition,  nous  pouvons  définir  la  di^tanc»,'  [)ar  la  for- 
mule (  i).  * 

M.VIII.  2 
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Nous  dirons  que  le  point  A  tend  vers  a  ou  a  pour  limite  a 
lorsque  d  tend  vers  zéro.  Nous  dirons  dans  les  mêmes  conditions 
que  U  tend  vers  «,  bien  qu'il  puisse  exister  des  valeurs  de_5, 
constituant  un  ensemble  de  mesure  nulle,  pour  lesquelles  U(.ç)  ne 
tend  pas  vers  u{s).  Nous  pourrions  dire,  suivant  une  expression 
consacrée,  que  U(.s)  converge  en  moyenne  vers  ?/ (5).  Nous  préfé- 
rons l'expression  indiquée  pour  faciliter  l'extension  au  cas  où 
nous  modifierons  la  définition  de  la  distance. 

Nous  dirons  qu'un  ])oint  A  dépend  dune  manière  to//^/////e  d'un 
paramètre  \  si  la  distance  des  points  correspondant  aux  valeurs  A 
et  ).„  tend  vers  zéro  lorsque  A  tend  vers  7^o-  Cette  définition  s'étend 
au  cas  de  plusieurs  paramétres. 

Le  lieu  des  points  qui  dépendent  dune  manière  continue  d'un 
paramètre  sera  dit  une  ligne  continue. 

On  dira  qu'une  ligne  continue  dépendant  d'un  j)aramètre  [jl  se 
déforme  d' une  manière  continue  s'il  est  possible  de  choisir  sur 
cette  ligne  un  paramètre  À  tel  que  le  point  défini  par  ce  paramètre 
dépende  d'une  manière  continue  de  A  et  de  ix. 

Une  ligne  droite  sera  le  lieu  des  points  corrosj)ondant  aux 
fonctions  (i  —  X)/An  +  X//,,  //„  et  //,  étant  deux  fonctions  particu- 
lières et  A  un  paramètre  variable. 

On  vérifie  sans  peine  que  la  définition  donnée  de  la  distance 
vérifie  celte  condition  que  dans  tout  triangle  chaque  côté  est  au 
plus  égal  à  la  somme  des  deux  autres,  l'égalité  n'étant  réalisée  que 
lorsquele  triangle  se  réduit  à  trois  points  en  ligne  droite. 

En  appelant  module  d'une  fonction  u  la  distance  du  point  qui 
la  re[)résente  à  celui  qui  représente  l'origine  [qui  avec  la  définition 
précédente  de  la  distance  est  le  module  (piadratique  moven 
de  M  (.S)],  le  résultat  qui  vient  d'être  énoncé  géométricjucment 
peut  s'énoncer  ainsi  :  le  module  d'une  somme  de  deux  fonctions  «0 
et  Ui  est  au  plus  égal  à  celui  de  la  somnuî  ^/o+  ii\^  l'égalité  n'étant 
réalisée  que  si  //,  =  c«„,  c  élanl  une  constante  posili\e. 

Une  sphère  sera  le  lieu  des  points  situés  à  une  distance  donnée 
d'un  point  détermin(''  appelé  cenlrc. 

4.  Nous  aurons  besoin  dans  la  suilc  dune  condition  pour  recctn- 
naître  si  une  fonction  ([ui  varie  a  une  limite,  il  est  évidemmeul 
indifTérent  pour  établir  la  forme  de  cette  condition  de  considérer 
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une  fonclion  qui  dcpciul  d'un  paramètre  continu  ou  une  suite  de 
fonctions  distinctes.  ISous  considérerons  une  suite  de  fonc- 
tions Mo,  Ufj  ...'^u,i  ...,  etc.,  représentées  par  des  points  «i,  «2?  ■••■, 
«„,  ...,  etc. 

On  [)ourrait  énoncer  une  condition  de  Cauchy  qui  serait 
nécessaire  et  suHisanle  pour  l'existence  de  la  limite.  Il  sera  plus 
simple,  pour  l'application  que  nous  avons  en  vue,  d'énoncer 
séparément  une  condition  nécessaire  et  une  condition  suffisante. 

1°  Condition  nécessaire.  —  Cette  condition  est  que  la  dis- 
tance andit-irs  tende  vers  zéro  lorsque  n  augmente  indéfiniment. 
Cela  résulte  immédiatement  de  ce  que,  a  étant  la  limite  de  a,,, 
celte  distance  est  au  plus  égale  à  la  somme  des  distances  aan 
et  aa,i^,,^  qui  tendent  v^rs  zéro  d'après  notre  définition  de  la 
limite. 

2"     Condition  suffisante.    —   Cette  condition  est  que  la  dis- 
tance d„^=^  a„a„j^i  soit  le  terme  général  d'une  série  convergente. 
Pour  le  démontrer,  observons  que  d'après  l'inégalité  de  Schwarz 


0„-=     /       1  «„^.,(S)  —  M„(.V)  |rf.V<  rf„. 


Donc  du  est  le  terme  général  dune  série  convergente;  eu  d  autres 
termes,  la  somme 


2.     I       \i^n<l(s)  —  Un(s)\d.S  =  y.\un  +  i(s)  —  Un(s) 


c/s 


est  finie  (l'inversion  des  signes  de  sommation  et  d'intégration  est 
légitime  puisque  tous  les  éléments  sont  positifs).  Il  est  donc  impos- 
sible qu'il  existe  un  ensemble  de  points  de  mcsui-e  |)ositive  pour 
lequel  la  fonclion  intégrée 

(•2)  i:  I  M„,_,(S)  —  U„(5)| 

soil  iuliulc.  Il  en  résulte  bien  que  u„(s)  a  une  limite  sauf  pour  les 
points  d'un  ensemble  de  mesure  nulle  ('),  et  par  suite  que  (/„  a 

(')  Les  fondions  u„(s)  étant  des  fonctions  somniables,  il  est  aisé  «l'établir  que 
l'ensemble  des  valeurs  de  s  pour  lesquelles  la  somme  (2)  est  infinie  a  une  mcsore 
bien  déterminée.  I.es  deux  hypothèses  suivant  lesquelles  cette  mesure  est  nulle 
ou  positive  sont  donc  les  seules  possibles.  Celle  remarque  est  essentielle  pour 
permettre  déconsidérer  le  rtiisoiineiiicnl  du  lexle  comme  rigpureux. 
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une  limite  au  sens  du  j)ar<Tgiaphe  3,  celle  liiuilc  étant  d'ailleurs, 
comme  chacune  des  fonctions  //„,  une  fonction  intégrable  et  de 
carré  intéi-rable. 

o 

En  employant  le  langage  géométrique,  nous  pouvons  dire  qu  un 
poinl  qui  décrit  un  chemin  de  longueur  finie  a  une  limite. 

5.  Considérons  maintenant  une  correspondante  entre  les  fonc- 
tions u  et  (',  telle  que  u  soit  vn\e  fond  ion  ne  lie  linéaire  continue 
de  V.  D'une  manière  précise  nous  supposerons  que  : 

1°  Si  ('  est  de  fonction  sommable  et  de  carré  sommable.  il  en 
est  de  même  de  u. 

•.1°  u  est  une  fonctionnelle  continue  de  c,  c'csl-à-dire  que  si  le 
point  b  représentant  v  tend  vers  un  poinl  b^^,  lé  point  a  représen- 
tant u  tend  vers  un  poinl  r/o,  qui  est  naturellement  celui  qui  cor- 
respond à  b^. 

3"  u  est  ronclionnelle  linéaire  de  c,  c'est-à-dire  que  la  relation 

OÙ  À|  et  Xa  sont  des  constantes,  entraîne  entre  les  fonctions  w,  w, 
et  «2?  correspondant  respectivement  à  (^,  <',,  c^,  la  relation 

?<  =  >,,  «,  -H  X,  ;/2- 

Il  suffit  même,  pour  la  remar(pi(!  qui  suit,  de  l'hypothèse  que  u 
soit  homogène  de  degré  en  c,  sans  être  linéaii'c,  c'est-à-ibrc  (pie 
t'  =  X('i  entraîne  u  =  Ku^. 

De  ces  hypothèses  résulte  que  le  module  de  —  a  une  limite 
inj('iicure  posiliv . 

Si  en  elTel  il  n'en  était  [)as  ainsi,  on  pourrait  trouver  une  suite 
de  fondions  v,t  de  modules  m\i  auxquelles  correspondent  des  fonc- 
tions u „  de  modules  m,,  tels  (pic  le  rapport  — ^  augmente  indéfi- 
ninu'ul  avec  n.  On  |)(uirrait  ah»is  faire  eu  sorte,  eu  multipliant  au 
besoin  les  fonctions  i'„  |)ar  (h's  facteurs  constants  C(^nvenables, 
que  m\^  lcnd(^  \rrs  o  et  m„  \crs  i,  ce  qui  est  conlraire  à  l'hypo- 
ihèse  de  hi  conlinuilé  à  l'origine  (poinl  représentant  la  fonc- 
iion  c  ::=  o).  • 


PEMONSTRATION    DU    THEORKMK    FONDAMENTAL. 

0.    (Considérons  une   corrcspondcince   entre   un  point  a,    repré 
sentant  une  fonction  a,  cl  un  point  h,  représentant  une  fonction  v 
et  que  nous  appellerons  image  fie  a.  Supposons  vérifiées  les  con- 
ditions suivantes  : 

a.  V  est  une  fonctionnelle  de  a,  définie  d'ui\e  manière  unique, 
continue  et  admettant  une  différentielle,  c'est-à-dire  que, 
//,  étant  donné,  on  peut  trouverune  fonctionnelle  linéaire  oe  de  ow, 
fonction  de  .s,  telle  que,  V  étant  la  fonction  qui  correspond  à 
une  fonction  U  tendant  vers  //,  le  module  de  \  —  r  —  Zv  soit  infi- 
niment petit  par  rii|)port  à  celui  de  ou  =:  U  —  u. 

b.  L' inversion  est  possible  localement  et  est  continue,  c'est- 
à-dire  que  le  point  a  et  le  nombre  positifs  étant  donnés,  on  peut 
trouver  une  petite  sphère  ayant  pour  centre  son  ima!j;e  b  telle  que 
tout  point  intérieur  à  cette  sphère  soit  l'image  d'un  point  et  un 
seul  d'un  petit  volume  entourant  a  et  tout  entier  intérieur  à  la 
sphère  de  centre  a  et  de  rayon  t. 

Cette  condition  exige  que  la  relation  Zii  et  oc  soit  résoluble  par 
rapport  à  ou.  Alors,  d'après  le  paragraptie  5,  le  rapport  du  module 
de  oi'  à  celui  de  oii  a  une  limite  inférieure  positive  [a. 

c.  Lorsque  le  point  a  est  intérieur  à  une  sphère  de  rayon  o 
ayant  pouf  centre  Vorigine  (point  qui  représente  la  fonc- 
tion //  =  o),  en  d'autres  ternies  lorsque  le  module  de  //est  inférieur 
à  p,  {Ji  admet  une  limite  inférieure  positive  [Xp. 

11  fajit  i-emarquer  que  si  dans  le  cas  de  l'espace  à  n  dimensions 
étudié  par  M.  Hadamard  l'existence  de  !j.p  résulte  nécessairement 
de  celle  de  ij.,  lorscpi'on  suppose  la  continuité  des  dérivées  pre- 
mières (à  cause  de  la  continuité  uniforme),  il  n'en  est  pas  de 
même  dans  le  cas  qui  nous  occu|)e,  même  si  l'on  suppose  que  Zv 
(h'-peude  d  une  manièn;  continue  de  //  et  de  ?tu. 

d.  I^^ intégrale 

I     [Xp  dp, 

•  0 

augmente  indéfiniment  avec  r. 
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De  cette  condition  résulte  évidemment  (juil  ne  sera  pas  possible 
que  a  décrive  un  chemin  de  longueur  infinie  pendant  que  b  décrit 
un  chemin  de  longueur  infinie. 

Sous  ces  conditions,  l  inversion  de  la  transformation  est 
possible  et  uniforme;  en  d'autres  termes,  tout  point  b  est  l'image 
d'un  point  a  et  d'un  seul. 

7.  Démontrons  d'abord  que  l'inversion  est  possible. 

S'il  n'en  était  pas  ainsi,  on  pourrait  imaginer  un  point  B  qui 
se  déplace  d'un  point  ^o  pour  lequel  l'inversion  soit  possible  à  un 
point  by  pour  lequel  l'inversion  soit  impossible,  et  cela  en  suivant 
un  chemin  de  longueur  finie.  Il  devrait  donc  exister  sur  ce  chemin 
au  moins  un  point  b  tel  que  l'inversion  soit  possible  un  peu 
avant  b  et  impossible  après.  Nous  allons  montrer  que  cela  est  en 
contradiction  avec  les  hypothèses  faites. 

Lorsque  B  arrive  en  b  en  décrivant  un  chemin  de  longueur 
finie,  le  point  A  décrit  aussi  un  chemin  de  longueur  finie  (condi- 
tion t/),  et  par  suite  a  une  limite  a  (§  4),  qui,  à  cause  de  la  conti- 
nuité (condition  «),  a  pour  image  le  point  b.  Mais  alors  l'inver- 
sion est  possible  dans  tout  l'intérieur  d'une  petite  sphère  entou- 
rant b  (condition  b)  et  par  suite  un  peu  au  delà  de  ce  point, 
contrairement  à  ce  que  nous  avions  supposé. 

La  possibilité  de  l'inversion  est  donc  démontrée. 

8.  Démontrons  maintenant  que  V inversion  est  uniforme. 
Considérons  à  cet  effet  deux  points  a„  et  a^  ayant  une  image  b 

et  montrons  qu'ils  ne  peuvent  être  distincts. 

Une  ligne  C  allant  de  a„  en  a,  a  pour  image  une  ligne  feruiéc  C 
commençant  et  finissant  en  b.  On  peut  évidemment  supposer 
que  C,  sans  cesser  de  conjmencer  et  finir  en  A,  se  déforme  d'une 
manière  continue  et  finisse  par  se  réduire  au  point  b.  La  ligne  C 
qui  a  C  pour  iuiage  doit  pendant  ce  temps  varier  d'une  manière 
continue  (');  ses  extrémités  varient  donc  d'une  manière  continue. 

(')  On  peut  consid.ircr  ijne  ce  point  n'csl  pas  évident.  Observons  que  la  ligne  C 
décrit  dans  sa  déformation  une  surface,  sur  laquelle  un  point  B  peut  être  déter- 
miné par  deux  paramètres.  Ce  fait  qu'il  n'y  ail  qur  deux  paramètres  permet 
d'employer  Jes  raisonnements  basés  sur  la  continuité  uniforme  et  rendre  parfai- 
tement rigoureux  le  raisurrnement  du  texte.  Ces  raisonnements  sont  trop  connus 
pour  qu'il  soit  utile  d'y  insister. 
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Mais  comme  ses  extiéniilés  ont  constamment  (>  pour  image^  et  que 
dans  le  voisinage  de  chacun  des  points  «„  et  «i  il  n'existe  aucun 
autre  point  avant  />»  comme  image  (condition  h),  elles  ne  peuvent  se 
détacher  de  «o  et  a^ .  Comuie  C  doit  se^réduireà  un  point  en  même 
temps  que  C,  ses  extrémités  «„  et  a,  ne  peuvent  être  distinctes. 
Le  théorème  fondamental  est  donc  bien  démontré. 

GKNKRALISATIONS    DL'    TMKORKMK    KONDAMENTAL. 

9.  On  peut,  de  bien  des  manières,  généraliser  le  théorème  pré- 
cédent en  modifiant  la  nature  des  restrictions  de  continuité 
imposées  i^ux  fonctions  considérées;  on  peut  aussi  leur  imposer 
des  conditions  d'égalité  ou  mèuie  d'inégalité.  La  nature  des  res- 
tri(-tions  qu'il  est  utile  de  considérer  et  par  suite  la  définition  de  la 
distance  (jui  sera  la  |)lus  indiquée  dépendent  de  la  nature  de  la 
correspondance  envisagée.  Nous  allons  le  préciser  par  des 
exemples  avant  de  montrer  à  quelles  conditions  notre  théorème 
fondamental  sera  applicable. 

10.  Considérons  d'abord  la  correspondance  entre  ii  et  c  définie 
par  la  formule 

(3)  v{s)  =   C   u{t)dt. 

Si  la  fonction  u  est  supposée  continue,  il  faut  supposer  la  fonc- 
tion V  continue,  à  dérivée  continue,  et  de  plus  s'annulant  pour 
s  =.  o.  Ces  conditions  sont  nécessaires  pour  que  l'inversion  soit 
possible  localement,  et  si  elles  sont  réalisées  il  n'y  a  aucune  diffi- 
culté à  passer  du  point  de  vue  local  au  point  de  vue  général. 

Les  points  a  et  b  qui  représentent  respectivement  u  et  v  ont 
alors  pour  lieux  deux  domaines  diirérents  E  et  E'.  Dans  le 
domaine  E,  on  peut  garder  la  définition  habituelle  de  la  distance; 
mais  il  n'est  pas  indicpit'  de  la  garder  dans  E',  dont  tous  les  points 
représentent  des  fonctions  admettant  des  dérivées;  il  est  préférable 
dans  E'  de  définir  la  distance  o  par-  la  formule 

De  cette  manière,    la    lonclion  //  jxnirra  être  considérée  comme 
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une  fonctionnelle  conlinne  de  t^,  et  l'on  se  rend  compte  que  noire 
théorème  généralisé  sera  applicable.  Au  contraire,  si  l'on  gardait 
la  définition  initiale  de  distance,  (/  ne  dépendrait  pas  de  f  d'une 
manière  continue. 

11.  Considérons  maintenant  la  correspondance  définie  par  la 
formule 

(t)  ('(5)=m(5)^-;)1l|[«]    |, 

;)H  I  [/']  I  désignant  le  plus  petit  des  nombres  M  tels  que 

u{s)^M;       -<o|5Îi), 

c'est-à-dire  la  limite  supérieure  (au  sens  algébrique)  de  u{s) 
fpiand  s  varie  de  o  à  i . 

11  suffit  pour  que  la  fonction  t'  soit  bien  définie  que  la  fonction  a 
soit  bornée  supérieurement;  et  inversement,  si  v  est  bornée  supé- 
rieurement, on  peut  obtenir  it  par  la  formule 

(6)  u(s)  =  ç(s)-^J)]L\\v]\. 

Dans  Tétude  d'une  telle  correspondance  aucune  autre  restriction 
de  continuité  que  l'existence  d'une  borne  supérieure  n'est  néces- 
saire, et  il  faut  considérer  comme  distinctes  deux  fonctions  qui 
diffèrent  pour  une  seule  valeur  de  s.  11  y  a  alors  lieu  d'appeler 
distance  des  points  «  et  A  le  module  maximum  de  V(s)  —  f^i^), 
et  de  ne  pas  distinguer  entre  le  domaine  lieu  de  h  et  le  domaine 
lieu  de  a. 

1*2.  Si  l'on  en\isage  des  généralisations  telles  que  celles  qui 
résultent  des  exemples  précédents,  à  quelles  conditions  notre 
théorème  sera-t-il  applicable  ?  Nous  ne  recommencerons  pas  la 
démonstration,  mais  indiquerons  seulement  les  circonstances 
nouvelles  ou  qu'il  j^araît  utile  de  préciser. 

1°  L'existence  dé  la  quantité  jjl  sera  toujours  une  conséquence 
de  la  condition  />,  le  raisonnement  du  paragraphe  o  étant  indépen- 
dant de  la  définition  d<^  la  distance. 

Ainsi  dans  l'exiMnpIc  de  ia  relation  (3)  et  si  l'on  garde  la  défi- 
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nilion  de  lii  disiancc  considérée  d'abord,  celle  quanlllé  n  existe 
pas,  mais  la  condilioii  b  n  est  réalisée  (ju'en  ce  qui  concerne  la 
possibilité  de  TinNcrsion  et  non  en  ce  (jui  concerne  la  continnih'-. 
Mais,  avec  la  définition  de  la  distance  correspondant  naturellement 
au  champ  fonctionnel  dans  lequel  la  fonction  t--  est  située,  la  conti- 
nuité de  l'inversion  est  assurée  et  la  quantité  p.  existe. 

2"  ùNous  avons  eu  besoin  pour  démontrer  1  unicité' de  rimersion 
d  admettre  que  la  ligne  C  j)uisse  se  déformer  dune  manière  con- 
tinue de  façon  à  se  réduire  à  un  point.  Il  faudra  •  s  assurer  que 
cela  est  possible,  c'est-à-dire  (|ue  le  don^aine  C  est  à  connexion 
Linéaire  simple.  Si  les  restrictions  de  continuité  imposées  à  la 
fonction  v  ne  risquent  pas  d'empêcher  celte  condition  d'être 
réalisée,  il  n'en  est  pas  de  même  des  conditions  d'égalité  ou 
d'inégalité. 

3°  S'il  y  a  des  conditions  d'inégalité  limitant  1  un  des  domaines  E 
ou  E',  il  est  essentiel  que  la  définition  de  distance  soit  modifiée 
d'après  ces  conditions  de  manière  à  faire  paraître  ce  domaine 
infini.  11  faut  donc  que  les  points  qui,  d'après  les  conditions  d'iné- 
galité, limitent  ce  domaine  soient  considérés  comme  lui  étant 
extérieurs,  et  que  la  définition  de  la  distance  soit  telle  que  Ces 
points  ne  puissent  être  atteints  de  l'intérieur  par  un  chemin  de 
longueur  finie,  mais  que  deux  points  intérieurs  soient  toujours  à 
une  distance  finie  l'un  de  1  autre. 

Ainsi,  SI  le  domaine  E  est  constitué  par  les  j)oinls  rejnésentanl 
les  fondions  r  telles  que 


f 


1 

[P(5)]2  ds  <.\, 


on  pourra  définir  la  distance  de  deux  points  A('l   H,   rcpiM'sciitant 
les  fonctions  c  et  \  .  par  la  formule 


d^ 


r         V  (  X  )    _     Cl  s) 
I         I  _  Ml  ~  1  _  ,n^ 


ds, 


dans  bupielle  /n  et  M  représentenl  les  modules  cpiadralitpies  movens 
des  fonctions  i'  et  \' .  A  cette  condition  on  pourra  appliquer  noire 
théorème.   En   efiel,   i'{s)  est  lié  d  une  manière  biunivoque  par  la 
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formule 


à  une  fonetion  iv  (jui  elle  ne  vthlfie  aueune  condition  crinéjialité  el 
l'on  peut  appliquer  notre  théorème  à  la  correspondance  entre  les 
fonctions  u  et  (v. 

13.  On  peut  chercher  dans  un  autre  ordre  d'idées  l'extension  de 
notre  théorème  en  faisant  disparaître  la  condition  que  les  fonc- 
tionnelles considérées  admettent  une  diflerentielle.  On  se  rend 
compte  en  effet  que  celte  condition  facilite  les  raisonnements,  mais 
n'est  pas  essentielle. 

Les  conditions  essentielles  sont  évidemment  : 

i"  Que  V  dépende  de  u  d'une  manière  continue;  sans  cette  con- 
dition le  principe  du  raisonnement  pfir  continuité  manquerait  et 
toute  la  théorie  précédente  disparaîtrait. 

2**  Que  l'inversion  soit  possible  localement.  (L'existence  des 
différentielles  n'a  d'autre  intérêt  que  d'aider  à  reconnaître  si  cette 
condition  est  réalisée.) 

3"  Que  le  domaine  E'  soit  à  connexion  linéaire  simple. 

4"  Qu'on  puisse  donner  une  définition  de  la  distance  dans 
chacun  des  domaines  E  et  E'  telle  que  ces  domaines  soient  tous  les 
deux  infinis  dans  tous  les  sens,  que  tout  chemin  de  lon<^ueur  finie 
ait  une  limite,  cl  (pi'à  un  chemin  de  longueur  infinie  dans  E  ne 
puisse  correspondre  un  chemin  de  longueur  finie  dans  E'. 

Comme  exemple  simple  de  relation  pour  laquelle  la  notion  de 
diflerentielle  ne  s'applique  pas  en  chaque  point,  nous  n'avons  qu'à 
reprendre  l'exemple  du  paragraphe  IL  Pour  faciliter  le  langage, 
bornons-nous  à  considérer  le  cas  où  ii  est  une  fonction  continue. 

Pour  les  fonctions  //  n'atteignant  leur  maximuui  OIl  qiie  pour 
une  valeur  s,  de  .ç,  i'  admet  une  différentielle  définie  j)ar  la  formule 

8  v{s)  =  S  uis)  -+■  8u(si) 

Mais  si  n  atteint  son  maximum  pour  deux  valeurs  5)  et  s-,,  on  ne 
peut  savoir  a  priori  laquelle  des  expressions 
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représente  au  second  ordre  j)rès  la  variation  de  ^'.  Si 

ou(s)=/(s)dl,        f{sx)^f{s,), 

l'une  de  ces  expressions  conviendra  pour  6?  A  >  o  et  laulre  pour 
(Tk  <!  o.  On  est  ainsi  dans  le  cas  correspondant  à  celui  des  fonc- 
tions d'une  variable  ayant  une  dérivée  à  dx'oite  et  une  dérivée  à 
gauche.  Comme  le  montre  la  formule  (6),  cela  n'empêche  pas 
l'inversion  de  la  correspondance  d'être  possible  d'une  manière 
unique. 


PROPRIÉTÉS  ARITHMÉTIQUES  DUNE  CLASSE  DE  NOMBRES 
RATIONNELS  ; 

Pak  m.   Michel   Petrovitch. 


Désignons  par  9/  l'entier  qu'on  obtient  en  écrivant  le  chiffre  9 
k  fois  consécutivement,  par  exemple 

9i  =  9'         y-2=99.         9î=999.         etc. 

L'Arithmétique  élémentaire  enseigne  des  propriétés  curieuses 
de  nombres  ainsi  composés  et  de  leurs  combinaisons.  J'y  ajouterai 
quelques  propriétés  que  je  crois  nouvelles. 

I.   Soient 

(1)  a,  6,  c,    ...,  g, 

(2)  m,  n,  /},...,  s 

deux  suites  données  d'entiers  [)ositifs,   les  entiers  (1)  étant  pre- 
miers entn-  eux,  et  soit  h  un  entier  positif  v.iriahle.  L'expression 

9aA  9*A-  9gfi 

représenle  un  enliei-  à  )./<  ehiff'i'es,  où 

(  4  )  1  =  m  a  -h  n  b  -\-  .  . .  -i-  sff 

jouissant  de  la  propriété  suivante  : 

Désignons  par  P(/>)  l'entier  positif  indiquant  de   eond)ien  de 
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manières  l'entier  /  peut  s'écrire  sous  la  forme 
(5)  M  =  ax  ^  b  V  ^  .  .  . -^  gt, 

lorsque  .z-,  ;',  . . .,  t  parcourrent  la  suite  de  valeurs 
I   a"  =  o,  I,  2.  .  . . ,   /;», 

JK  =  O,    £,2,    .  .  .,     fl. 


\    t    —  O,    \  ,'?.,...,  s. 

Dès  que  h  su/passe  une  certaine  limite  déterminée  par  La 
suite  (i),  Rentier  formé  du  groupe  de  chiffres  significatifs 
de  N,  commençant  par  le  {k h  -|-  i)'^"«^  et  terminé  par  le 
(k  -+- 1)//'""*'^  chiffre  de  N,  coï/icide  avec  le  nombre  ?(/<■),  et  cela 
pour  toute  valeur  de  k  ne  surpassant  pas  \h. 

Pour  le  faii'e  voir,  je  considère  le  polynôme 

a  et  [j.  étant  deux  entiers  positifs  arbitraires.  On  a 

(8)  V(io-/',  a,  u)  =  .0-"'-^"  2l!i±ll^ 

9'xf. 
ot,  par  suite,  ^,^ 

(9)  N  =  io>./'W(io-/'), 
où  W(.r )  désigne  le  polynôme  de  degré  X: 

(10)  \V{x)  =  Y{x,  a,  m)  xVlx,  b.  n)  ...\(x,g,  s). 

Or,  le  coefficient  de  .r*  dans  le  polynôme  W(j7)  est  précisément 
le  nombre  désigné  parP(/<).  Si  donc  l'on  désigne  par  II  le  nombre 
de  chiffres  de  l'entier  P(A-),  et  si  l'on  prend  pour  //  l'une  quel- 
conque parmi  les  limites  supérieures  de  logP(X),  on  aura 

(11)  W(io-'')  =  0,00. .  .oP(o)oo. .  .oP({)oo..  .o,P(  2)0.  ..oP(  À/0, 

h — /,  zéros  A  —  /,  leros  /i — /j  léros 

et  comme  h  —  /a=  (>,  le  résultat  énoncé  se  trouve  démontré. 

Laguerre  (')  a  établi  une  formule  générale  donnant  une  valeur 

(')  Sur   la  partition    des  nombres   {/iulledn   de  la  Soc.   rnotli.  de  France, 
t.  V.  iS-^-^;  Œuvres,  t.  I,  p.  218-220). 
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approchée  du  nombre  P(A")  pour  unsystème  donné  (A.,/f,  ^,  c,  ..,^) 
et  pour  lous  les  systèmes  possibles  {x-,y, ...,  /),  avec  l'erreur  com- 
mise ayant  une  limite  supérieure  indépendante  de  k. 

Dans  le  cas,  par  exemple,  de  l'équation  à  deux  inconnues 

k  =  a  r  -^  by, 
la  formule  de  Laguerrc  louinit 

ab 

où  la  valeui'  absolue  de  o  est  plus  [)elite  que  i;  [)our  l'équation  à 
trois  inconnues 

k  =  a.r-^by-^cz, 
elle  fournit 

k'  kia  ->r-  b  -^  c)        ^ 


V(k 


.abc  iab\ 


le  terme  conq)lémentaire  o  élanl  en  valeur  al)solue  phis  petit 
qu'une  certaine  quantité  fixe  |)oui'  lous  les  k. 

Ces  formules  permettent  d'assigner  à  k  l'uive  des  valeurs  que 
suppose  la  proposition  précédente. 

Remarquons  que 

9x// 
est  1  entu;r  à  aa  h  cliiflres  avant  pour  valeur 

{\1>)  IOO...OIOO...OIOO...OIO.,., 

aA  —  1  zéros    a/i  —  r  zéros    a/i  —  I  zéros 

OÙ  le  gr<)U|)c  (le  cbiflTres  00...01  se  répèle  v.  fois.  Ceci  j)eiui<'l  de 
caleul<;r  le  nombre  N  en  additionnanl  les  unités  coiivenableuient 
distribuées  et  d'iniaginei-  même  un  ap|)arcd  >im|)l(' cllecluanl  rapi- 
deuienl  ce  calcul. 

Pour  1  ('(pialioM,  par  l'xcuqile 

"hx  ^  ly  ^^  k, 
couiuie  le  nombre; 
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est  plus  petit  que  i,  on  peut  prendre  A  =  i ,  ce  qui  fournit 
N  =  loi  1 1 1'2i2?.'2'2'v233'i34i43343'34334.  .  . 

et  le  nombre  P(/<")  coïncide  avec  le  ^k  H-  ly'"""  chiflre  de  N.  Ainsi, 

l'équation 

3.T  -+-  iy  =  19 

a  exactement  trois  solutions  en  x^io  ely^c^  :  ce  nombre  est  bien 
indiqué  par  le  vingtième  chiffre  de  N. 

II.   Considérons  le  nombre  rationnel 

(i4  )  S,,,,/,  =  iVI/H,/,  Q/j, 

où 

(ijj  M,„,/,  = 1-  ■ f-...-f } 

9  a        9-2/1  9'"/' 

(.(5)  Q/,       =io-/'-2l^ 

9-9/' 

et  où  m  et  A  sont  deux  entiers  positifs  arbitraires.  Convertis  en 
fractions  décimales,  M,„^a  est  une  fraction  périodique  simple  ayant 
une  période  de  mh  chiffres,  et  Q^  est  une  fraction  périodique 
mixte  dont  la  partie  non  périodique  et  la  période  ont  chacune 
h  chiffres.  Le  nombre  S,„7,  lui-même,  converti  en  fraction  déci- 
male, sera  donc  une  fraction  périodique  mixte  dont  la  partie  non 
périodique  a  h  chiffres  et  la  période  tnh  chiffres. 

Partageons  la  suite  S  de  décimales  de  S,„ /,  formant  l'ensemble 
de  sa  partie  non  périodique  et  la  première  période,  en  tranches 
successives  T,,  Ta,  ...,  T,„^,  à  A  chiffres,  de  sorte  que  la 
tranche  T^  (/"=i,  2,  ...,  m-l-i)  commence  par  le  [i^k  —  1) A -j-i ]'*"'* 
et  se  termine  par  la  AA'*™®  décimale  de  S„,^a,  et  considérons  les 
tranches  T) ,  Ta,  .  .  . ,  T,„. 

Dès  que  h  surpasse  une  certaine  valeur^  V entier  forme  du 
groupe  de  cJciffres  significatif  s  de  la  tranche  Ta  coïncide  avec 
le  nombre  de  diviseurs  de  k  autres  que  i  et  A",  et  cela  pour 
toute  valeur  de  k^m. 

Pour  hî  faire  voir,  je  remai'que  que  S,„./,  représente  la  vahîm- 
nunu'!ri(pi('  cpie  prend  pour  x  =^  \o   ^  la  fraction  rationnelle 

(i5)  V{x)  =  f^x)-{x)^, 
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oùf(x)  est  la  série  de  Lambert  limilée 

x" 


(i6)  /(^)=  — — 

et 

X  (  X   -T—  I  * 

(17)  o(x)=  —— — '■ — '  =  .r-i- a(ar*-f- .r^ -+- J7»-+- .  .  .)• 
'  I  —  X 

D'après  la  propriété  hien  connue  de  la  série  de  Landjert,  le 
coefficient  N(A')  du  développement 

(18)  l'-{:rj  =  N(i)a; -)-N('2);r2-T-iN(3)irî^.,. 

coïncidera  avec  le  nonihre  de  diviseurs  de  k  autres  que  i  et  />. 

Prenons  pour  A  un  entier  "quelconque  tel  que  10^  ne  soit  infé- 
rieur au  nombre  de  diviseurs  d'aucun  entier  k<im.  Le  pro- 
fluit  Io"^*N(^)  sera  alors  le  nondire  o,  00. .  .  oN(A')  où  la  partie 
significative  N(/),  eonq)osée  de  l^  cliillres,  est  précédée  d'un 
nombre  de  zéros  égal  à  It  —  l;,  et  toujours  p(»sitifs  [)our 
/>"  ^  I ,  •.>.,  ///.  Il  s'ensuit  (jue 

(19)  l'Vio  /'  I  =  0,00  . . .  oîV  (1)00  . . .  oN(>>)oo  .  . .  o\  (3)o.  . . , 

ce  qui  démontre  le  résultai  énoncé. 

En  désignant  comme  lacune  toute  tranche  T^  formée  exclusi- 
vement de  zéros,  on  en  tire  le  corollaire  suivant  : 

Le  nombre  de  lacunes  que  présente  l'ensemble  de  k  premières 
tranchesT,^  T^,  ...,  T/,  de  la  période  de  Sm,a  est  égalau  nombre 
des  nombres  premiers  inférieurs  à  k,  ef  cela  pour  foule  valeur 
de  k  plus  petite  ou  éf^ale  à  m. 

Si  l'on  remarcjue  cpie 
I 

=  0  ,  O  .  .  .  0  I   0  .  .  .  O  1   O  .  .  .  f)  I  , 

•""''  iJi^i    TÂ'-TT     W^  » 

h     92/» 
I  f)-" =  o ,  o .  .  .  o  I  o .  .  .  02  o .  .  .  02  o .  .  .  07, ,  .  .  , 

9xy/'        T_T  T-   rrr   t-t 

on  voit  (pic  la  suite  S  se  calculerait,  |)oiir  tout  /n  cl  h  donnés,  par 
la  seule  addition  d'unités,  par  exenq)le  à  l'aide  iVun  appareil 
><imr)le  à  imaginer. 
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Le  nombre  h  remplissant  les  conditions  précédentes  peut  être 
déterminé  de  diverses  manières.  Comme  l'on  a 

on  peut  prendre  pour   h   un  entier  quelconque  supérieur  ou 
égal  à  m.  . 

On  |)eiit   aussi   le   choisir  de  la  manière  suivante  :   en  prenant 
pour  ni  une  factorielle 

//l  =  I  .  2  . 3  . . .  )v , 

on  s'assure  [)ar  des  considérations  arithméticpies  éléuientaires  que 
le  nombre  de  diviseurs  (autres  que   i   et  /)  d'un  entier  /  <m  ne 

surpasse  jamais  2^   ',  et  comme 

/  —  1 
■i'.- '  <  I o    '    , 

0/1  peut  prendre  pour  h  un  entier  quelconque  supérieur  ou 
égal  a  — - — 

Je  rappelle  aussi  l'inégalité  de  M.  Wigert  : 

lui:  k 

(H-£) 


valable  pour  s  >  o  et  arbitraire,  pourvu  que  /.  soil  assez  grand. 
On  trouve,  par  exemple,  pour  ni  ^^  100  (ce  (jui  fournit  h  I2): 

^100,2  =  0,0000000  I  00020009,0  IO2OOO4oOOiO'2030OO4O0o4oOOi0OO()OI  .... 

Les  20  premières  Iranclies  à  deux  chiffres  conliennenl  9  lacunes, 
les  100  premières  tranches  en  contiennent  2(),  indiquai^  qu'il  y  a 
9  nombres  pi-(Miiicrs  inférieurs  à  20,  qu'il  v  en  a  26  inférieurs 
à   100,  etc. 

Le  même  procédé,  applupié  à  (li\<'rses  fonctions  rationnelles 
analogues  aux  précédentes,  conduil  à  d'autres  nombres  entiers  ou 
rationnels,  composé  de  chiffre  9  et  jouissant  des  pi(>|)riétés  arith- 
métiques intéressantes. 
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SUR  LES   ÉQUATIONS  FONCTIONNELLES; 
Par  m.   p.   Fatou. 


(Deuxikme    Mkmoirk.) 


CHAPITRE  IV. 

26.  Nous  exposerons  dans  ce  Cliapitre  les  théorèmes  généraux 
auxquels  on  parvient  quand  on  ap[)llque  aux  fonctions  itérées 
d'une  fonction  rationnelle  les  principes  concernant  les  suites  de 
fonctions  analytiques.  Nous  ferons  un  usage  constant  de  la  notion 
de  familles  normales  de  fonctions  holomorphes  ou  méromorplies 
qui  est  duc  à  Montel,  et  nous  supposerons  connus  les  résultats 
exposés  dans  les  Mémoires  de  cet  éminent  géomètre  ('  ).  Nous  rap- 
pelons qu'une  famille  de  fondions  méromorplies  dans  le  domaine  D 
est  normale  si,  de  toute  suite  infinie  formée  avec  les  fonctions  de 
la  famille,  on  peut  extraire  une  suite  nouvelle  convergeant  unifor- 
mément dans  le  domaine  ouvert  D  vers  une  fonction  limite.  Cette 
fonction  limite  est  une  fonction  méromorphe  qui  peut,  dans  cer- 
tains cas,  être  une  constante  linic  ou  infinie. 

Il  résulte,  des  développements  des  Chapitres  précédents,  que 
les  itérées  d'une  fonction  rationnelle  peuvent  former  une  famille 
normale  dans  certains  domaines.  C'est  ce  qui  a  lieu  notamment  si 
la  substitution  correspondante  possède  un  point  double  ou  un  cycle 
de  multij)licateur  plus  petit  que  i  en  module,  ou  égal  à  i  en 
.module  avec  un  argument  commensurable  à  27c.  Dans  ce  cas,  il  y  a 
des  domaines  dans  lesquels  les  fonctions  itérées  R/i(3)  convergent 


(')  Sur  les  suites  infinies  de  fonctions  [Annales  de  l'École  \oiniale,  1907). 

Sur  les  familles  de  functions  analytiques  //ui  admettent  des  valeurs  exce/>- 
tionnelles  dans  un  domaine  (Annales  de  l'Ecole  \ormale,  191^). 

Sur  les  familles  normales  de  fonctions  anal)  tiques  {Annales  de  l'Ecole 
Normale,   HjitJ  )• 

Sur  la  représentation  conforma  {Journ.  de  Math.,  -'  série,  l.  III,  1917  )■ 

XLVUI.  3 


périodiquement  vers  les  p  constantes  qui  correspondent  aux  points 
du  cycle,  la  suite  des  R„  étant  ainsi  divisée  en  p  suites  partielles 
pour  lesquelles  les  indices  n  ont  même  reste  (mod/?)  et  qui  conver- 
gent au  sens  ordinaire  du  mot  vers  une  constante. 

Nous  dirons  avec  Montel  qu'une  famille  de  fonctions  méro- 
morphes  dans  un  domaine  D  est  normale  en  un  point  P  Intérieur 
à  D,  si  elle  est  normale  dans  un  cercle  de  centre  P.  Une  famille 
normale  dans  D  est  normale  en  chaque  point  P  intérieur  à  D  et, 
réciproquement,  une  famille  normale  en  chaque  point  P  intérieur 
à  D  est  normale  à  l'intérieur  de  D.  Si  les  fonctions  Rrt(-)  forment 
une  famille  normale  en  un  point  ^,  il  en  sera  de  même  en  tous  les 
points  conséquents  ou  antécédents  de  ^.  Car  si  la  suite  de  fonc- 
tions 

^<xAz),      Rajz),      ...,      Ra„(  =  ),      ... 

converge  uniformément  dans  un  cercle  c  de  centre  ^,  la  suite 
R«,_,(z),     R«,_i(z),      ...,     Ra„-i(-z),      ... 

converge  uniformément  dans  le  domaine  c,  qui  est  décrit  par  le 
point  s,  =  R(3),  quand  z  décrit  c,  et  ce  domaine  Cj  contient  à  son 
intérieur  le  point  ^,  =  R(^);  les  deux  fonctions  limites  ont  les 
mêmes  valeurs  en  deux  points  correspondants  des  domaines  c  et  c, . 
Dire  que  les  R„  forment  une  famille  normale  en  ^  revient  à  dire 
que,  de  toute  suite  Rx,(2). .  .Rx,.(2)  •  •  •?  on  peut  en  extraire  une 
autre,  R^  (^)  Ra(^(2). .  .Ra,.(^). . .,  qui  converge  uniformément 
danse;  donc,  de  toute  suite  Rx,_,(z). .  .Rx„_i(s).  • -,  on  peut  en 
déduire  une  autre  :  Ra,_,  (5). .  .R(x„_,(^) .  . .,  qui  converge  uni- 
formément dans  C(,  et  })ar  suite  dans  un  cercle  de  centre  ^<. 
Réciproquement,  supposons  que  la  suite 

Ra.(-3),      Ra,(^).       ....      Ra„(5),       ... 

converge  uniformément  dans  un  cercle  de  centre  ^,  "et  soit  ;_, 
un  point  racine  de  l'équation  R(5)  =  ç;  si  l'on  désigne  par  c_j  le 
domaine  contenant  ^J.t  à  son  intérieur  et  qui  correspond  à  un  élément 
de  la  surface  de  Riemann  à  plusieurs  feuillets  attachée  à  l'équation 
algébrique  R(j')  =  -s  et  projeté  suivant  le  cercle  c,  la  suite 

est  uniformément  convergente  quand  z  décrit  c_i,  et  par  suite 
quand  z  est  intérieur  à  un  cercle  de  centre  ^_|. 
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27.  L'ensemble  des  points  pour  lesquels  les  R«(3)  forment  une 
famille  normale  est  donc  un  ensemble  complèlement  invariant^ 
pouvant  former  un  nombre  fini  ou  une  infinité  dénombrable  de 
domaines. 

Il  en  est  de  même,  par  conséquent,  de  l'ensemble  des  points  en 
lesquels  la  suite  des  R«(z)  n'est  pas  normale.  Ce  dernier  ensemble, 
d'après  ce  qu'on  a  vu  au  Chapitre  I,  renferme  toujours  au  moins 
une  infinité  dénombrable  de  points;  par  exemple,  les  points 
doubles  pour  lesquels  on  a  soit  |  5  j  >  i ,  soit  5  =  -h  i ,  et  leurs  anté- 
cédents. Cet  ensemble  est  évidemment  fermé.  Nous  le  désignerons 
par  la  lettre  §  et  nous  allons  étudier  les  principales  de  ses  pro- 
priétés ('  ). 

I.  ^  ne  change  pas  si  Ton  remplace  R(-)  pai'  Ryi(^),  quel  que 
soit  l'entier  h.  En  effet,  de  toute  suite  infinie  des  R„  (z),  on  peut 
en  extraire  une  autre  dans  laquelle  les  n  ont  tous  le  même  reste 
(mod/i);  soient  Rx/i+/»(.5)  les  fonctions  de  cette  nouvelle  suite.  Si 
les  R„p(2)  forment  une  famille  normale  dans  un  domaine,  on  peut 
extraire  de  la  suite  des  Rxa(2)  une  autre  suite  qui  converge  uni- 
formément dans  ce  domaine.  Soient  Rx'a(5")  les  fonctions  de  cette 
nouvelle  suite  qui  convergent  vers  ^(s).  La  suite  des  fonc- 
tions Rx/A+p(2)  converge  à  son  tour  uniformément  vers  Ry,[4>(s)], 
puisque  Rv  a+z»  (  s  )  =  R/,  [  Rx'  a  (  s  )  ]  • 

L'ensemble  des  points  où  lesR,, (2)  forment  une  famille  normale 
ne  changeant  pas  si  l'on  remplace  R  par  Ra,  il  en  est  de  même  du 
complémentaire  j  de  cet  ensemble. 

On  en  déduit  en  particulier  que  tous  les  points  des  cycles  de 

*"î  — 
multiplicateur  >  i  en  module  ou  de  la  forme  e      '<  appartiennent 

à  j".  En  ces  points,  aucune  suite   extraite  des  R/,(5)  ne  converge 

uniformément  [cf.  §  13,  14,  15).  Il  en  est  de  même  pour  tous  les 

antécédents  de  ces  points. 

IL  Tout  point  de  ^  est  limite  d'antécédents  d'un  point  cjucl- 
conquc  du  plan,  sauf  au  plus  de  deux  points  exceptionnels. 

En  un  point  ç  de  J,  les  R/i(c)  ne  forment' pas  une  famille  nor- 

(')  Certaines  propositions  qui  suivent,  de  caractère  géoméuiquc  cl  tout  à  fait 
intuitif,  exigent  pour  la  précision  des  discours  parfois  assez  longs  et  d'aspect 
rébarbatif,  le  lecteur  les  saisira  de  suite  en  saidant  pardcs  ligures  scliéinali(iues. 
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maie.  Ces  fonctions  prennent  donc  dans  leur  ensemble,  même  en 
négligeant  un  nombre  fini  d'entre  elles,  toutes  les  valeurs,  sauf 
deux  au  plus,  dans  un  cercle  de  centre  ^  et  de  rayon  e  arbitraire- 
ment petit.  Cela  revient  à  dire  qu'étant  donné  un  point  ^o  du 
plan,  distinct  au  besoin  de  un  ou  deux  points  exceptionnels,  il 
existe  un  antécédent  de  Zq  et  de  rang  supérieur  à  tout  nombre 
donné  n\  qui  est  à  une  distance  de  ç  inférieure  à  e. 

En  faisant  tendre  s  vers  zéro,  on  voit  que  ^  est  limite  d'antécé- 
dents de  :;o,  ces  antécédents  pouvant  d'ailleurs  être  tous  con- 
fondus avec  ^  lui-même.  Nous  devons  dire  en  toute  rigueur  que  ^ 
est  un  antécédent  ou  un  point  limite  d'antécédents  de  tout  point 
du  plan,  abstraction  faite  d'un  ou  de  deux  points  exceptionnels. 

Je  dis  que  ces  points  exceptionnels  sont  indépendants  de  ^. 

En  effet,  soit  a  l'un  de  ces  points.  Je  suppose  donc  que  les, 

équations 

R„(s)  =  a, 

où  n  >  /i',  n'ont  pas  de  solutions  dans  un  cercle  de  centre  ^  et  de 
rayon  e;  a  possède  au  plus  deux  antécédents  distincts,  y  com])ris 
a  lui-même;  car  soit  a_p  un  antécédent  de  rang/^  de  a;  l'éejuation 

n'a  pas  de  solutions  dans  le  cercle  considéré,  car  on  déduirait 

(jiii  par  hypothèse  n'a  pas  de  solutions  puisque  n-\-p'^n'.  S'il 
existait  trois  antécédents  distincts,  il  y  aurait  trois  équations 
exceptionnelles;  les  R,i(s)  formeraient  une  suite  normale;  a  pos- 
sède donc  au  plus  deux  antécédents  distincts.  Quels  sont  les 
points  qui  satisfont  à  celle  condition?  La  réponse  a  déjà  été 
donnée  au  Chapitre  1,  mais  nous  allons  la  donner  de  nouveau. 
Su|)|)Osons  (jue  le  poiul  a  soil  le  point  à  l'infini,  l'autre  point 
antécédent  distinct  de  a,  s'il  existe,  étant  à  l'origine;  on  peut 
toujours  faire  cette  supposition  uioyennant  une  transformation 
homographique  préalable  efTectuée  sur  z  et  Z  =  R(w)  simultané- 
ment. Si  le  point  à  l'infini  n'a  pas  d'autre  antécédent  que  lui- 
même,  la  substitution  est  polynomialc.  Si  le  point  à  l'infini  n'a 
d'autres  antécédents  que  lui-ujêuie  et  l'origine,  la  substitution  doit 
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être  de  la  forme 

„        polynôme  en  z 


z'i 


Mais  le  point  2  =  o  à  son  tour  ne  devant  pas  avoir  d'axitres  antécé- 
dents que  lui-même  et  l'infini,  le  polynôme  du  numérateur  doit  être 
une  constante.  On  a  donc  Z  ^  —  •  Dans  ce  dernier  cas,  il  v  a  deux 

valeurs  exceptionnelles,  o  et  00,  formant  un  cycle  d'ordre  2  et  de 
multiplicateur  nul.  On  voit  directement  ou  comme  conséquence 
de  la  théorie  actuelle  que  tous  les  autres  points  ont  une  infinité 
d'antécédents  distincts.  Dans  le  premier  cas  où  l'on  a  Z  =:  poly- 
nôme en  z^  peut-on  avoir  une  valeur  exceptionnelle  autre  que 
2  =  o)  ?  Soit  z  =^  o  une  telle  valeur.  Si  dans  la  relation 

Z=P(z)=A3?-h  lU'y-i-f-. .., 
on  remplace  Z  par  ^  et  ^  par  -  >  on  obtient 
Z  = 


A  -H  B  3  -H  . 


(jui  doit  être  encore  de  la  forme  Z  =  polynôme  en  z.  Donc  tous 
les  coefficients  sauf  A  sont  nuls,  et  l'on  a  P(3)=  A;'?,  cjui  admet 
les  deux  valeurs  exceptionnelles  5  =  o,  s=  oo  et  celles-là  seulement. 
On  voit  [)ar  là  que  les  points  exceptionnels  n'appartiennent  pas 
à  r7  et  (jue  les  équations  exceptionnelles  telles  que  R«(5)  =a  qui 
leur  correspondent  sont  telles  pour  tous  les  points  ^  de  rf.  Cela 
explique  qu'il  ne  puisse  y  en  avoir  plus  de  deux,  puisqu'il  y  a 
toujours  des  points  de  J.     ^ 

11  résulte;  éf^alenicul  de  ces  considéiations  que  tout  point  n'ayant 
(ju'uu  nombre  fini  d  antécédents  distincts  ne  peut  en  avoir  plus 
de  deux  et  coïncide  ave('  l'un' des  points  exceptionnels  (pie  nous 
venons  de  considérer,  car  si  a  est  un  tel  j)oint,  comme  il  y  a  une 
infinité  de  points  de  -f,  il  y  en  a  un  ^  qui  est  distinct  de  a  et  de 
ses  antécédents.  Pour  ce  point  ^,  les  équations  R/,(s)  =  a, 
R„(c.)  =z  a_i,  . . .  sont  des  é(piations  exceptionnelles  et  il  ne  peut 
y  en  avoir  plus  de  deux.  On  ct)nq)arera  ce  qui  précède  avec 
l'exposé  du  |)ara5^i-aphe  5  (Chap.  1). 

Je  dis  maintenant  ([ue  l'ensemble  5  est  parfait.  Ooit  ;  un  point 
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de  É.  Les  équations  R„(z)  =  2',  R;j(2)  =  2"  ont  des  solutions- 
dans  un  cercle  de  centre  \  et  de  rayon  s,  si  5'  et  z"  ne  sont  pas  des 
points  exceptionnels,  par  exemple  s'ils  appartiennent  à  i.  Nous 
avons  vu  (Chap.  I,  §  4)  qu'il  existe  des  points  doubles  ou  pério- 
diques qui  appartiennent  à  i  en  vertu  de  la  nature  de  leurs  multi- 
plicateurs et  qui  n'ont  jamais  les  mêmes  conséquents.  Si  z  et  2" 
sont  deux  tels  points,  pour  l'une  au  moins  des  deux  équations 
précédentes  on  n'aura  jamais  la  solution  j:  =  ^,  quelle  que  soit  la 
valeur  de  n.  Supposons  que  ce  soit  le  cas  pour  l'équation  R„(c)  =  z  . 
\  est  alors  certainement  limite  d'antécédents  de  z  qui  appar- 
tiennent à  ê  comme  z  lui-même.  ^  qui  est  fermé  est  donc  parfait. 
De  plus,  tout  point  ^  de  ^  est  bien  limite  d'antécédents  d'un 
point  quelconque  du  plan  ^o  distinct  des  points  exceptionnels, 
car  \  est  limite  de  points  qui  sont  des  antécédents  de  z^  ou  qui 
sont  eux-même  limites  d'antécédents  de  Sq- 

III.  Soit  P  le  plan  (ou  la  sphère  de  Riemann)  d'où  l'on  a  enlevé 
un  ou  deux  cercles  de  rayons  arbitrairement  petits  contenant  les 
points  exceptionnels,  s'ils  existent,  et  soit  \  un  point  de  J".  Le 
/i"'"*'  conséquent  d'un  domaine  quelconque  contenant  \  à  son  inté- 
rieur couvre  P  pour  n  suffisamment  jifrand. 

Pour  l'établir,  démontrons  d'abord  le  lemme  suivant  :  Soit  D 
un  domaine  tel  que  les  équations  R„(2)  =  ;;'  possèdent  des  racines 
intérieures  à  D,  lorsque  z  appartient  au  domaine  fermé  P;  sup- 
posons, en  outre,  qu'en  appelant  D,  le  conséquent  immédiat  du 
domaine  D,  D  soit  intérieur  au  sens  large  à  D,  ;  je  dis  que  le 
domaine  ouvert  1)„,  «''""'  conséquent  de  D,  couvrira  P  pour  une 
valeur  finie  de  n. 

On  a,  en  efi'et,  les  inégalités  topologiques 

D<D,^D.,<...<n„^.... 


Si  le  lemme  n'était  pas  exact  il  existerait  dans  le  domaine  fermé  P 
des  points  ^'«.',  Ç(a.),  . . . ,  ^(«J,  . . .  respectivement  extérieurs  aux 
domaines  D^^,  D^,,  ...,  D«^,  ...  ou  sur  la  frontière  de  ces  do- 
maines. Ces  points  ont  au  moins  un  point  limite  \  qui  appartient 
à  P.  \  n'est  intérieur  à  aucun  domaine  D^  ;  sinon  Dy,  contiendrait 
un  cercle  de  centre  \  et  de  rayon  s  (jui  renferme  lui-même  des 


—  39  — 

points  Ç'"''  dont  l'indice  a,  est  supérieur  à  y);  ç'*>',  intérieur  à  D^,, 
est  a  fortiori  intérieur  à  \^^^^  ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse. 
Or,  dire  que  \  n'est  intérieur  ù  aucun  domaine  D^  revient  à  dire 
que  les  équations  R„(2)=:ç  n'ont  aucun  point  racine  intérieur 
à  D,  ce  qui  est  encore  contraire  à  l'hypothèse.  Le  leninie  est  donc 
démontré. 

Considérons  mair^tenant  un  point  double  répulsif  a;  si  (ô  désigne 
l'intérieur  d'un  cercle  de  rayon  suffisamment  petit  et  de  centre  a 
et  (0,  le  conséquent  immédiat  de  (D,  on  a  (0<<cD,;  comme  les 
fonctions  Rn(s)  prennent  toutes  les  valeurs  à  l'intérieur  de  (f), 
sauf  les  valeurs  exceptionnelles,  le  lemme  précédent  s'applique 
et  (Ort  recouvre  P  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  n. 

Si  a  est  un  point  double  de  multiplicateur  égal  à  -|-i,  la  pro- 
priété subsiste  comme  nous  allons  le  voir.  Soit  autour  de  a,  le 
développement  de  R(^) 

R(3)  =  2  -I-  a(5  — a)7+'  + 

Considérons   Vétoile  relative  au   point  a  et   particulièrement  les 

domaines  D'  assemblés  autour  de  a  et  d'anerle  au  sommet  —  dans 

lesquels  les  antécédents  de  5,  obtenus  au  moyen  de  la  branche  de 
fonction  inverse  R_(  (s)  égale  à  a  pour  ::  =  a,  convergent  vers  a; 
chacun  de  ces  q  domaines  a  un  antécédent  qui  lui  est  intérieur 
sauf  en  O  ;  inversement,  les  conséquents  de  ces  domaines  les  com- 
prennent à  leur  intérieur  au  sens  large.  Ces  domaines  D'  sont  tous 
intérieurs  à  un  cercle  c  de  centre  a  et  de  rayon  p  aussi  petit  qu'on 
le  veut.  Si  maintenant  on  décrit  un  cercle  c  de  rayon  ^'<i^^  on 
peut  prendre  p'  assez  petit  pour  que  les  régions  de  c',  qui  n'appar- 
tiennent pas  aux  D'  et  qui  forment  q  domaines  d'angle  au  sominet 
nul  assemblés  autour  de  a,  fassent  partie  des  secteurs  de  conver- 
gence des  Rn(5)  vers  a,  c'est-à-dire  soient  intérieures  aux  domaines 
que  nous  avons  désignés  par  A  (§  10,  11). 

Ceci  posé,  soil  ^  un  point  double  ou  périodique  faisant  partie 
de  ê  et  distincl  de  a  (§  4).  11  y  a  dans  c  des  antécédents  de  ^,  en 
vertu  de  l'alinéa  précédent,  et  qui  sont  nécessairement  distincts 
de  a;  ces  antécédents  se  trouvent  nécessairement  dans  l'intérieur 
d'un  des  secteurs  tels  que  D'  puis(jue,  dans  les  autres  parties  de  c', 
R„(v)  lend  vers  a  jxxir  n  infini;  il  y  a  donc  un  conséquent  de  ce 
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domaine  D',  soil  D^,,  qui  contient  ^  à  son  inléricur.  Or,  on  a 
D.'^D',^D'j|...|D/,^D),^,<..., 

et  comme  D^  conlienl  un  point  de  -f,  on  peut  encore  appliquer  le 
lemnie  précédent.  Si  l'on  pose  D'^  =  E,  le  n'""^  conséquent  de  E, 
.soit  E„,  couvrira  P  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  n;  comme  D' 
est  contenu  dans  le  cercle  c,  on  voit  que  c„+A«fcouvrira  P. 

Si  maintenant  i  est  un  point  quelconque  de  .f,  un  cercle  c  de 
centre  i  et  de  rayon  e  contient  un  antécédent  de  rang  h  de  tout 
point  double  a  de  multiplicateur  >  i  en  module  ou  égal  à  + 1  ;  et 
il  y  a  au  moins  un  point  a  remplissant  l'une  ou  l'autre  de  ces  con- 
ditions; le  domaine  conséquent  C/,  contient  alors  un  cercle  de 
centre  a  aucjuel  s'applique  ce  que  nous  venons  de  démontrer;  les 
conséquents  de  ce  cercle  et  par  suite  les  conséquents  de  c  recou- 
vriront donc  P  à  partir  d'un  certain  rang. 

Tl  s'ensuit  que  non  seulement  en  Ues  Ru{z)  ne  forment  pas  une 
suite  normale,  mais  qu'aucune  suite  extraite  des  R„(3)  ne  peut 
converger  uniformément  ou  non  vers  une  fonction  limite  méro- 
morphe  en  ^.  Car  un  cercle  de  centre  ^  et  de  rayon  e  arbitraire- 
hient  petit  renferme  des  antécédents  de  même  rang  de  tous  les 
points  de  P,  par  exemple  d'un  point  double  a  et  d'un  point  ^ 
faisant  partie  d'un  cycle  d'ordre  q ;  soient  z'  et  :;"  ces  deu.x  anté- 
cédents; Rn(-')  est  constamment  égal  à  a  dès  que  n  est  assez  grand 
etR„(s),  dans  les  mêmes  conditions,  ne  prend  (jue  les  valeurs  (^o? 
[i,,  . . . ,  ^^_,  )  distinctes  de  a;  il  ny  a  donc  pas  de  fonctions  limites 
continues  au  point  ^. 

III.   L'ensemble  i  a  même  structure  dans  toutes  ses  parties. 

En  effet,  le  conséquent  de  rang  h  d'un  domaine  quelconque  qui 
renferme  un  point  ^  de  ^  est  un  domaine  qui  comprend  tous  les 
points  de  .f  pour  une  valeur  convenable  de  l'entier  h,  puisque  aucun 
point  de  .T'  n'est  un  point  exceptionnel.  Or  la  fonction  Ra(-)  réa- 
lise une  correspondance  continue  entre  la  sphère  simple  de  Ric- 
mann  et  la  sphère  à  d^  feuillets  (pii  est  attachée  à  l'écjuation  algé- 
brique R/,(,r)  =  :;. 

Il  s'ensuit  aisément  que  si  la  partie/ de  J  contenue  dans  D  est 
continue,  ^est  continu;  si/,  en  particulier,  est  formé  d'un  seul  arc 
réguliei-  de  courbe  analyticpie  cl  si  de  plus  ^  ne  icnfernu'  pas  de 
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points  critiques  de  R_i  (^),  J  sera  constiliié  par  une  (ourbc  fermée 
analytique  sans  points  singuliers.  Si  /  est  diseontinu  en  chaque 
point  il^n  sera  de  même  de  rT;  car  chaque  point  m  de  f  peut  alors 
être  entouré  d'une  courbe  formée  d'arcs  analytiques  et  dont  tous 
les  points  sont  infiniment  voisins  de  m  et  cette  [)ropriété  sera 
conservée  par  la  substitution  [Z|  R/, (:;)|. 

Si  rf  renferme  des  points  intérieurs,  c'est-à-dire  si  4  renferme 
tous  les  points  d'un  ccrch",  il  comprend  tout  le  plan.  En  efTet  dans 
ce  cas  il  n'y  a  pas  d*;  points  exceptionnels,  car  les  points  excep- 
tionnels n'appartiennent  jamais  à  ,T,  mais  bien  à  des  régions  où 
les  R„(2)  convergent  régulièrement  ou  périodiquement,  et  si  l'on 
prend  les  antécédents  d'un  point  d'une  telle  région,  il  y  en  a  qui 
sont  infiniment  voisins  de  tout  point  de  ^  ([ui  par  suite  n'est  dense 
nulle  part.  Si  donc  #  comprend  un  domaine  circulaire  c,  le 
n"-'""  conséquent  de  c  couvre  tout  le  plan  pour  une  vahur  conve 
nable  de  «;  donc  tous  les  points  du  plan  appartiennent  à  S.  Cette  cir- 
constance peut  se  produire  et  c'est  ce  que  prouve  l'exemple  suivant 
dû  à  S.  Lattes.  On  considère  la  fonction  elliptique  de  Weier- 
strass  pu  et  la  fonction  rationnelle  qui  permet  d'exprimer  p'-iu  en 
fonction  de  pu 

pin  =  R[p  u]. 

Si  1  on  pose  ;  =pu.  à  une  valeur  Zq  de  z  correspondront  plu- 
sieurs valeurs  de  u  dans  1<;  parallélogramme  des  périodes;  soit  Mq 
l'une  d'elles.  A  un  petit  cercle  c  entourant  z^  correspond  un  petit 
domaine  ô  entourant  «„;  le  domaine  2"ù  couvre  tout  un  parallélo- 
gramme de  périodes  pour  n  suffisamment  grand,  et  comme  on 
a  R„(z)  =  j3(  2"  a),  R„(c)  prend  toutes  les  valeurs  danse,  c'est- 
à-dire  que  c„  couvi-e  tout  le  plan.  11  s'ensuit  évidemnuMit  (pie  tout 
point  Co  du  plan  appartient  à  .7.  C'est  là  un  cas  fort  cui'ieux,  mais 
l'itération  d'une  telle  fraction  rationnelle  ne  piésente  (pic  |)eu 
d'intérêt  au  |)oint  de  vue  de  la  théorie  des  fondions.  La  rechercluî 
de  l'ensemble  dérivé  des  consé(juents  d'un  point  est  alors  un  j)ro- 
blême  arithmétique  sur  lequel  on  trouvera  (piehpies  in(li(alions 
dans  la  Note  de  M.  Lattes. 

Si  nous  laissons  de  C(Ué  ce  cas  singulier,  cTest  alors  un  ensemble 
parfait  sans  point  intérieurs  (pii  peut  être  partout  discontinu,  ou  au 
contraire  foriiK'  d'un  continu   iinlcpie;  dans  («•  dcinier  ciis,  il   pnit 


être  constitué  par  une  courbe  de  Jordan  fermée  ou  par  une  courbe 
non  fermée  telle  qu'un  segment  de  droite.  Nous  avons  étudié  dans 
le  Chapitre  précédent  des  exemples  de  ces  différentes  sortes,  les 
lignes  ou  ensembles  frontières  considérées  dans  ce  Chapitre  coïn- 
cidant évidemment  avec  l'ensemble  désigné  ici  par  ê. 

Relativement  au  cas  où  ^est  partout  discontinu,  on  peut  démon- 
trer le  théorème  suivant  :  Si,  en  appelant  comme  toujoui^s  d  le 
degré  de  R(5),  on  a  |R'(s)|  ^  d  en  tous  les  points  de  ^,  §  est 
un  ensemble  parfait  discontinu  de  longueur  nulle. 

Je  dis  d'abord  que  §  est  borné,  car  si  §  contenait  le  point  à 
l'infini,  ce  point  n'étant  pas  un  point  double  attractif,  on  aurait 
pour  de  grandes  valeurs  de  z 

^{z)  =  kz-h  h-\ h.. ., 

z 

|R'(«=)|  =  |AU.<rf. 

^  ne  contient  d'ailleurs  aucun  point  critique  de  R_,  [z)  et  l'on  a 
en  tout  point  de  S  et  pour  toutes  les  branches  de  R_,  (z) 

|RL,(^)|<^. 

De  chaque  point  de  S  comme  centre  décrivons  un  cercle  de 
rayon  z  ;  on  peut  prendre  z  assez  petit  pour  que  l'on  ait  à  Tinté- 
rieur  de  tous  ces  cercles 

Il  existe  alors,  en  vertu  du  lemme  de  Borel-Lebesgue,  un  nombre 
fini  de  cercles  de  celte  famille,  jouissant  de  cette  propriété  que 
tout  point  de  §  est  intérieur  à  l'un  au  moins  d'entre  eux.  Ces 
cercles  en  nombre  fini  forment  un  ou  un  nombre  fini  de  domaines 
simplement  ou  multiplement  connexes,  limités  chacun  par  des 
courbes  formées  d'un  nombre  fini  d'arcs  de  cercle  et  qu'on  peut 
supposer  sans  points  doubles;  ces  domaines  renferment  tous  des 
points  de  .f  et  tout  point  (]<>  l'un  d'eux  est  à  une  distance  de  ^  au 
plus  égale  à  /'. 

Transformons  celte  figure  par  la  substitution  algébrique 
[-|R_)  (s)]  qui  appliquée  aux  j)()inls  de  ê  donni;  de  nouveau  tous 
les  points  de  J".  Considérons  l'une  des  courbes  y  (jui  limitent  un 
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de  nos  domaines;  quand  z  décrit  y  dans  le  sens  direct,  les  valeurs 
de  R_)  (2)  se  répartissent  en  un  certain  nombre  de  cycles,  les 
valeurs  d'un  même  cycle  se  permutant  eirculairement  entre  elles. 
A  un  cycle  d'ordre  v  correspond  ainsi  une  courbe  v,  qui  se  ferme 
quand  z  a  décrit  v  fois  y;  en  vertu  de  la  relation  qui  lie  les  diffé- 
renlielles  de  deux  arcs  correspondants  et  de  l'hypollièse  faite 
sur  R'(2),  on  aura,  en  appelant  /et  l_\  les  longueurs  des  deux 
courbes  y  et  y_,, 

/_i<  vc/, 

et  pour  l'ensemble  des  courbes  v_,  qui  correspondent  à  une  même 

courbe 

S/_i<  c/Sv  =  (/c/. 

Comme  <ic  ^  K  <;  1 ,  on  a 

S/_,<K/. 

En  appelant  L  la  somme  des  longueurs  de  toutes  les  courbes  y 

et  L_i  la  somme  des  longueurs  de  toutes  les  courbes  y_,,  on  a 

également 

L_,<KL. 

Les  domaines  initiaux  sont  ainsi  remplacés  par  d'autres  également 
bornés  et  limités  par  des  courbes  formé(!S  d'arcs  algébriques,  sans 
points  doubles  et  sans  points  communs  d(;ux  à  deux,  dont  la 
somme  des  longueurs  vérifie  la  relation  précédente.  Les  points  de 
ces  nouveaux  domaines  sont  encore  à  une  distance  de  4  moindre 
que  /*,  car  à  un  chemin  de  longueur  ^r  intérieur  à  un  domaine 
initial  et  aboutissant  en  un  point  de  ^^  correspondra  uu  chemin 
de  longueur  inférieure  à  /"  et  niènie  à -;  aboutissant  eu  uu  i)oinl 
de  ff.  Les  inégalités 

|R-.(^)l<c<^ 

seronl'donc  encore  vérifiées  dans  les  nouveaux  (huuaines. 

Eu  h'ur  appliquant  de  nouveau  la  nuMue  Irausfoniialiou,  on 
arrivera  à  la  /i"'"'"  opération  à  enfeiiuer  les  points  de  J  dans  des 
domaines  bornés  limités  par  des  courbes  dont  la  souiinc  des  h)n- 
gueurs  sera  inférieure  à  K"L;  on  j>ourra,  bien  cutcudii,  ne  cou- 
server  que  celles  de  ces  courbes  (|iii  n'en  iculniucul   pas  d  iuilrf> 


à  leur  intérieur.  Coniïne  K"L  peut  être  rendu  aussi  petit  qu'on  le 
veut,  cF,  qui  est  parfait,  est  partout  discontinu  et  même  de  longueur 
nulle.  On  voit  que  le  théorème  a  été  établi  sans  faire  a  priori 
aucune  hypothèse  sur  les  points  doul)les  de  la  substitution.  Mais 
on  démontre  facilement,  en  s'aj)pujant  sur  ce  qui  sera  démontré 
à  la  lin,  de  ce  Chapitre,  qu'il  y  a  alors  un  j)oint  double  attractif 
unique  dont  le  domaine  a  pour  frontière  J". 

Remarquons  qu'il  n'est  guère  possible  de  remplacer  les  hypo- 
thèses faites  par  d'autres  de  même  nature  qui  soient  moins  res- 
trictives; en  effet,  pour  R(5)  =  r'',  l'ensemble  S'  est  la  circonfé- 
rence  |s|  =  I,  donc  un  continu,  el  Ton  a  en  tout  point  de  J 

\\\'{z)\  =  d{^). 

Il  peut  également  arriver  et  nous  en  verrons  plus  tard  des 
exemples  que  S  ne  soit  ni  continu,  ni  partout  discontinu.  Dans 
ce  cas  5'  renferme  au  moins  une  infinité  dénombrable  de  continus 
distincts.  J'esquisse  seulement  la  démonstration,  car  nous  en  trou- 
verons d'analogues  à  propos  des  domaines  des  points  doubles.  Soit  C 
un  ensemble  continu  faisant  partie  de  S  et  tel  que  tout  ensemble 
contenant  C  et  contenu  dans  §  soit  discontinu;  nous  dirons  que  C 
est  continu  maximum.  En  transformant  C  par  R,,(3)  on  obtient 
un  ou  plusieurs  continus  distincts  qui  sont  des  continus  maxima, 
antécédents  immédiats  de  C,  d'où  l'on  déduira  les  antécédents 
successifs  de  C.  Si  G  renferuie  un  antécédent  H_a  de  l'un  ^  de  ses 
j)oints,  C  est  invariant  par  la  substitution  \z  |  R;^(3)].  Dans  ce  cas 
on  peut  supposer  /t  =  i ,  en  remplaçant  R(:^)  par  Ryi(3),  ce  qui  ne 
change  pas  ê.  Ceci  posé,  .7  n'étant  pas  continu,  il  existe  un  anté- 
cédent C_,  de  C  distinct  de  C,  sinon  les  antécédents  successifs  d'un 
point  ^  de  C  seraient  toujours  de  C;  or  il  existe  au  moins  un 
point  a  de  S  extérieur  à  C  (|ui  est  limite  d'antécédents  de  \.  Si  C 
ne  renferme  jamais  les  antécédents  de  ses  points  on  formera  une 


(')  J'ai  loulefois  oblenu  la  proposition  siii\anle  qui  s'obtient  en  appliquant 
aux  fonc  ions  ï\'it{z)  un  tliéorciiie  de  M.  Koebe  (voir  Cliap.  VI)  : 

«  Si  en  tout  point  de  r)'  on  a  ]  ir(s)|  ^  rf,  les  points  de  J  peuvent  <Mre  enfermés 
à  l'intérieur  d'un  nombre  fini  de  courbes  dont  la  somme  des  longueurs  reste 
bornée  el  dont  tous  les  points  sont  à  une  distance  de  3  inférieure  a  un  nombre 
positif  arbitraire  e.  » 

J',  continu  ou  discontinu,  est  alors  de  longueur  finie. 
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suite  de  conlinus  C_i,  C_2î  •  •  •?  C_n,  •  •  •  qui  seront  tous  sans  points 
communs  deux,  à  deux.  Dans  le  cas  coiitraire,  on  peut  supposer  G 
invariant  par  [5JR(3)J;  mais  comme  il  j  a  un  C_,  entièrement 
distinct  de  G,  on  pourra  encore  former  une  chaîne  de  continus 
antécédents  de  G  sans  points  communs  deux  à  deux.  (Le  raison- 
sonnemcnt  est  analogue  à  celui  employé  au  Ghdpitre  I  au  sujet  des 
antécédents  d'un  point.) 

Nous  pouvons,  en  outre,  remarquer  que  tout  point  de  ,T  est 
limite  de  points  appartenant  chacun  à  un  continu  contenu  dans  rf. 

IV.  Tout  point  de  -T  est  limite  de  points  périodiques. 

Soit  h,  un  point  de  3^^  que  pour  [)lus  de  commodité  nous  suppose- 
rons distinct  des  pôles  et  des  points  criticjues  de  la  fonction  R_2(-) 
et  du  point  à  l'infini,  pour  le  cas  où  certains  de  ces  points  appar- 
tiendraient à  S.  Les  points,  laissés  de  côté  pour  la  démonstration, 
sont  en  nombre  fini.  Dans  un  cercle  de  centre  ^  et  de  rayon  /■ 
les  d-  branches  de  la  fonction  R_2(*î)(^"=  4)  sont  donc  holo- 
morphcs  et  bornées  et  jamais  égales  entre  elles  deux  à  deux. 
Prenons  trois  de  ces  fonctions.  A,  B,G,  et  considérons  un  cercle  c 
de  centre  ^  et  de  rayon  ([uelcon(juc  p  <<  /■. 

Supposons  (ju'il  exist<;  une  suite  infinie  de  valeurs  entières  de  n 
telles  (ju'aucunc  des  trois  équations 

n'ait  de  zéros  dans  c,  et  considérons  la  fonction 

R„(c)  -  A  C  — B 


'^n{Z)  = 


l\niz)-  B  C  — A 


Q  [J 

Le   quotient    D  =    = ^    représente    une    fonction    holoinorph(> 

dans  c,  qui  ne  prend  ni  la  valeur  zéro,  ni  la  vahnir  i  et  dont  le 
module  reste  compris  enti'c  deux  nombres  positifs.  (i>,^(:;),  pour 
les  valeurs  de  ii  considérées,  est  uniforme  dans  c  et  même  holo- 
morphe,  ne  pouvant  devenir  infinie  que  si  R„(3)=  B,  ce  qui  n'a 
pas  lieu  dans  c  ;  elle  n'est  jamais  nulle,  car  cela  exigerait  R„(:;)  =  A; 
jamais  égale  à  i,  car  d  faudrait  poui'  cela  (ju'ou  eût  R,,(3)=G. 
De  toute  suite  de  fon<'lions  holomorphes  dans  un  cercle  où  elles 
ne  prcniu'ul  jamais  les  valeurs  o  et  i,  on  piMit  en  extr.iir,'  une 
autre  (uii  (•(»n\erge  umlurméineut   \eivs  une  louetnui   li(>ltiiniir|)lie 
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dans  ce  cercle  ou  vers  l'infini  (Montel).  Soit  '|(^)  cette  fonction 
limite  ;  on  aurait  alors  pour  cette  suite  de  valeurs  de  n 

R„(z)-A_  Hz) 
R„(z)-B        D(^) 

uniformément,  ou  si  ^j/(:;)  =  ce 

,.     R„(2)-A 


Rn(z;-R 
Dans  ce  second  cas,  on  aurait  aussi 

B  —  A 


lim 


Rn(^)-B 


et  comme  1  B  —  A  |  est  compris  entre  deux  constantes  finies  posi- 
tives : 

limR„|2|  =  B. 

Si   <]^(s)    est   une   fonction   holomorphe,   il   en   est    de    même 
de  ^-rp-  On  devrait  alors  avoir 


B  — A  ^(z) 


R«(^)-B  D 

etR„(z)  convergerait  uniformément  vers  la  fonction  méromorphe  : 

B  «-^^ 


D 


Or,  aucune  suite  extraite  des  R//(3)  ne  converge  uniformémenl 
dans  c.  Il  faut  donc  que  pour  au  moins  une  valeur  de  n  et  même 
pour  une  infinité  appartenant  à  une  suite  d'entiers  donnée  à 
l'avance,  l'une  au  moins  des  trois  équations 

R„(3)  =  A,         R„(z)  =  B,         R,.(5)  =  C 
ait  une  racine  dans  c  ;  ce  qui  revient  à  dire  que  l'équation 

Rn-(-î(-3)  =  Z 

a  une  racine  dans  c.  Ceci  ayant  lieu,  quel  que  soit  le  rayon  p 
de  c,  on  voit  que  tout  point  de  3  est  un  point  périodique  ou  un 
point  limite  de  points  périodiques,  la  seconde  alternative  étant 
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d'ailleurs  toujours  exacte,  puisque  ^  est  parfait;  pour  la  même 
raison,  le  résultat  est  aussi  valable  pour  les  points,  en  nombre 
limité,  qui  ont  été  laissés  de  côté 'dans  la  démonstration.  De  plus, 
les  points  périodiques  qui  tendent  vers  i  ont  pour  ordres  les  divi- 
seurs d'une  suite  infinie  d'entiers  quelconques,  par  exemple  les 
nombres  premiers. 

V.  En  un  point  de  ^,  aucune  suite  extraite  des  fonctions  déri- 
vées Rrt(^)  ^^  converge  uniformément. 

Je  dis  d'abord  que  dans  un  cercle  ayant  pour  centre  un  point 
de  ^y  aucune  suite  de  fonctions  Rx,(3),  Rx,(-z),  . .  .,  R^„(^)  n'est 
uniformément  bornée.  Un  tel  cercle  renferme,  en  effet,  des  points 
périodiques.  11  j  a  toujours  un  tel  point  z' faisant  partie  d'un  cycle 
dont  tous  les  points  sont  à  distance  finie,  en  sorte  que  les  Rx„(s') 
ne  peuvent  prendre  que  p  valeurs  finies  distinctes;  si  A  est  la 
plus  grande  en  valeur  absolue  et  si  z  désigne  le  rayon  de  c,  on 
aura  dans  c 


R),„(^)=  Rx,.(z')+    r    ?:\„{z)dz. 


L'inégalité  |  R)  (z)  |  <C  K  entraînerait  alors 

|Rx,.(^)|<A+2K/- 

et  les  R)__(z)  seraient  bornées  dans  leur  ensemble  dans  c,  ce  qui 
est  impossible.  Je  vais  montrer  que,  si  les  Rrt(s)  n'ont  pas  de 
valeurs  exceptionnelles,  les  Rx^  (2)  prennent  la  valeur  zéro  dans  c. 
Pour  éviter  les  difficultés  relatives  au  point  à  l'infini  qui  joue  ici 
un  rôle  particulier  [les  R'/^(5)  n'étant  pas  invariantes  par  une  sub- 
stitution homographique],  nous  emploierons  l'artifice  suivant. 
Soit  a  un  point  distinct  des  points  critiques  de  R_,  {z)  et  de  leurs 
antécédents  et  posons 


Z  —  a 

La  relation  Z.  =  R(:;)  devient  T  =  <I>(  f),  et  l'on  a 


H„(z)  — a 
Les  points  critiques  de  $_j(^),  qui  sont  au  moins  au  nombre 
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de  deux,  sont  les  points  v  qui  s'obtiennent  en  posant  y  =  <ï>(9), 
0  étant  une  racine  finie  de^'(8)  =  o;  les  antécédents  de  ces 
points  ne  coïncident  jamais  avec  le  point  à  l'infini.  Ceci  posé, 
on  a  , 

<ï>'„(0  =  *'(0*'[*(0]*'I*2(0]-.-i''[*«-i(0]- 

Soit  G  l'ensemble  déduit  de  S"  par  t  = •  Dans  tout  domaine 

contenant  un  point  de  G,  l'équation 

a  des  racines  pour  n  suffisamment  grand.  Soit  t'  l'une  d'elles; 
on  a 

*'„(<')  =  *'(f')<J''(<'.)--.*'(C.,) 

et  le  dernier  facteur  est  égal  à  *I>'(Ô),  c'est-tà-dire  à  zéro. .Je  dis  qu« 
les  n  —  i  premiers  facteurs  ne  sont  pas  infinis,  car  si  $'(<^,_a_,) 
était  infini,  f'„  /,_,  serait  un  pôle  de  $'(<)  ou  de  $(<),  i^,_A  serait 
donc  infini.  Or  : 

/'„  =  *(0)  =  V, 

L'infini  serait  donc  im  antécédent  du  j)oinl  critique  y,  ce  qui 
n'a  pas  lieu.  On  a  donc  bien  ^l>'^^{t')  =  o.  Or,  de 

R„(s)  =  a-f- 


*n(0 

on  déduit 

l^our  t  =z  t\  z  =  :;'=  --|-  t' ,  il  vient 

/'2  *;,(/') 


K(^')  = 


r 


On  aura  R'^f^')  =  o,  si  y  p^  o,  ce  qu'on  peut  supposer,  puisque 
<!>_,(/)  a  au  moins  deux  |)oinls  criliques  distincts.  Ainsi  les  fonc- 
tions R)  (s)  s'annulent  toutes  dans  c  pour  A„  suffisamment  grand. 

Supposons  mainleuitut  fjue  les  R,.,  (^  )  aient  une  valeur  evcep- 
tiounellc.  Si  cette  valeur  exiu'plionnelle  est  infinie,  R(v)  est   un 
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polynôme;  appcloiis-lc  l*(  z).  (iommc  ou  a 

p;,(z)=  i>'(c)i>'(^,)...i"(3„_,) 

t'I   (jue  l'<'>(jualioii    I*'(s)=:oa  aii  moins   une   racine  |j,  ï-i  ^  n'e>l 
pas  égalemenl  une  valeur  exeeplionnelle,  on  aura 

i>       /  -  \ '3 

-'II-  \  —   '   n  - P  *>  /  —  ,-' 

en  eei'lains  poinl>  :;   uitciieui-s  à   un  <lomaine  (jueleonqiie  l'enlei- 
inanl   un   point   de  J,   pourvu   cpic  /i   >oîl    assez   i^rand  ;   en  un   tel 
point  on  a  aussi  l*„(^  )  =^  <>.  puixpie  les  !'(:;,•)  sont  Unis. 
loUeeluons  maintenant  le  eliani-emenl  de  xaiiahles  : 


La  sul)sliluti()n  '/j:=V(Z)  (le\ieiil  T  =  ll(/)(pii  est  la  substi- 
tution la  plus  «>énérale  admettant  la  valeur  exeeplionnelle  a,  l*(s) 
étant  un  polynôme  arhiti'aire.  On  a  comme  précc'demmenL 

Wn  (  n  ^  a 


^.(^)' 


-'■'■"-m-'- 

Soit    loujouis 
Il  \ient  pour  le  point  l'  eoi  ropondani  a  :; 

Si  pour  loules  les  racines  [i  de  V'iz)  on  a  v  =  P{P)  =  o,  V{  z) 
est  divisible  |)ar  P  (  z).  |)iiis([iie  l'ordre  de  nudtiplicité  des  racines 
communes  à  (-es  deux  polynômes  (pii  sont  les  racines  multiples 
de  Vi  Z  )  est  |)lus  ^land  d  une  unité  pour  I*  (pie  pour  I'  ;  ceci  n  a 
lieu  (pu'  pour  P(  g  )  =  A(^; -- [ii  )'"  ;  il  y  a  alors  une  deuxu-me 
valeur  (exceptionnelle. 

Il  résulte  de  celle  di>cussi(Ui  (pie  toute  suite;  de^  lonct  ions  H-^^^t  ^  ) 

piN'nd    au    voisinaj^e    de    tout     point    de   -T    des    \aleurs   inlinimenl 

grandes  et  des  valeurs  nulles,  et  ne  peut,  par  consetjuenl,  (oiiner 

une   suite   normale;    ce   résultat    est    deinonti(''   dans  le   cas   où    les 

XI.MII.  4 
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R,/(^)  ont  une  viilciir  cxci'jjlioiiiicllr  an  |)1uï..  11  subsiste,  on  le 
verra  facilement,  dans  le  cas  simple  où  il  y  a  deux  \aleiirs  excep- 
lionnelles  pour  les  R„(3). 

Sur  renscmble  ^  lui-même,  on  verra  par  l(;s  exemples  du  Cha- 
pitre précédent  que  R),  (5)  peut  tendre  uniformément  vers  l'inlini, 
ou  avoir  des  limites  d'indétermination  formant  un  continu,  (le 
point  sera  précisé  ultérieurement. 

\  1.  Le  nombre  des  réj^ions  distinctes  dans  lrs(|uelles  j  divise 
le  plan  ne  peut  être  que  i  ou  2,  s'il  n'est  pas  inlini. 

L(;s  légions  considérées  sont  les  domaines  ouveils  et  d  un  seul 
tenant  dans  lesquels  les  R„(5)  forment  une  suite  noiniale  el 
dont  tous  les  points  frontières  appartiennent  à  B,  ou,  si  l'on  veut, 
les  domaines  connexes  dans  lescjuels  les  R„(^)  se  divisent  en 
suites  parallèles  uniformément  convergentes  et  qui  ne  sont  contenus 
dans  r,ucun  autre  domaine  jouissant  de  la  même  propriété.  Cîes 
domaines  ©  sont  donc  continus  à  J.  Si  une  suite  partielle  extraite 
des  R„(.s)  converge  uniformément  dans  un  domaine  fermé  D 
intérieur  à  ©  vers  une  fonction  limite  0(s)  méromorphe  dans  D, 
elle  converge  uniformément  dans  tout  autre  domaine  fermé  D' 
intérieur  à  ©  vers  une  fonction  limite  égale  à  *1'(:^)  ou  à  son 
prolongement  analytique,  obtenu  par  des  chaînes  de  ei-riles  inté- 
rieurs à  ©,  *I^(^)  étant  uniforme  et  méronu)rphe  dans  £. 

Les  domaines  conséquents  et  antécédents  de  ©  sont  des  domaines 
de  même  nature;  cela  découle  imuiédiatemeni  du  paragraphe  2G. 
.Considérons  la  suite  des  conséquents©,,  Z^^  •  •  .,  ©«,  .  •  •  de  ©;  si 
tous  ces  domaines  sont  distincts,  il  y  a  une  infinité  de  régions 
détei  minées  par ^f.  Si  deux  de  ces  domaines  coïncident  à  ©,,  =  ©,,+a, 
on  peut  supposer  que  ©^  est  un  domaine  in\ariant  en  remplaçant 

Soit  donc  un  domaine  contigu  à  J  et  de  |)lus  in\  aiiant  .©  .  Si 
©'  n'<^st  pas  complètement  ùivaria/it,  il  y  a  une  infinité  d'antécé- 
dents (le  ©  (pii  sont  distincts;  en  ellel,  il  y  a  au  moins  un  antécé- 
dent immédiat  z'_^  d'un  point  z'  de  ©  (pii  n'appartient  pas  à  ©'. 
Form  ins  alors  la  chaîne  d'antécédents 


lelle  tpic 
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Si  deux  points  z_,^  cl  3^,,,^  pouvaient  rire  joints  |)ai-  une  ligne  / 
sans  point  commun  avec  F,  leurs  cons(''([ncnls  de  ran<^  «  -f- r/  —  i  ; 
z\  et  ;„  ,  jf)uiraienL  de  la  même  propriété,  la  lii;ne  /,,^._ ,  4Uî  ren- 
contrant pas  , T.  Or  ^',f_i  consé(|uenl  d'un  point  de  G' appartient 
à  8'  qui  est  invariant,  et  :•_^  n'appartient  pas  à  Z' .  Donc  s'il  n'y  a 
(pTun  nombre  limité  de  rét;ions.  S'  est  comjilètement  invariant, 
c'est-à-dire  contient  les  eonséc|uenls  et  antécédents  de  tous  ses 
|)oints.  Soit  alors  S"  une  l'é^ion  continue  distincte  de  S'.  On  rai- 
sonnera sur  S  comme  sur  £  ;  si  le  nomhre  des  régions  es',  l"ni,  il 
y  a  un  domaine  conséquent  de  S'  qui  est  com|)lèt(Mnent  in.ariant 
par  T/ii  z)  =  U(  c  ).  Nous  aurons  donc  deux  domaines  distincts  8' 
et  £"  com|)lètement  in\ananl>  par  cette  dei-nière  substitution;  s'il 
existe  un  domaine  contigu  à  .T  distinct  de  S'  et  £  ",  on  continuera 
l'application  (\i\  même  raisonnement.  En  général,  s'il  y  a  exacte- 
ment N  régi  (Mis  dis!  in  cl  es  coiil  iguës  à  ,f,  N  étant  fini,  ces  N  refilions 
sont  com|)lètemenl  invariantes  lelalivement  à  une  certaine  puis- 
sain;*;  de  la  suhsiilnlion  donm-e  (|ue  nous  ap|)elons  H(:;).  On  a 
alors  N^'^,.  En  eUet  si  \  _  2.  les  régions  considéré(!S  sont  simple- 
ment connexes;  cai'  si  rime  d ClIes,  Z.  ne  r«''lait  pas,  on  pouiiail 
d(''crire  dans  £  une  ligne  fermée -' partageant  le  plan  (  ou  la  spliére  ) 
en  deux  régions  et  telle  qii  il  v  ail  des  points  IVonlières  de  £,  donc 
des  |)oinls  de  ,î,  de  pai'l  cl  d  aiil  ic  de  v  ;  soient  ^/  cl  />  dcii\|)niiils 
de  J  sé'pai'f's  |)ar  "' ;  ti  es|  limilc  d'antécédents  de  pcuni'  l'une 
autre  région  conligiu"'  Z\  donc  limite  de  |)oinls  de  Z' .  pms(|ue  S' 
est  complètement  invarianle;  de  iiu'me  pour  />.  Il  \  a  donc  des 
points  de  G'  sépan'-s  par  •  ,  et  comme  "  appartient  à  Z  et  non  à  £', 
£'  ne  serait  |)as  d'un  seul  tenant.  Les  régions  £,  £  ,  .  .  .  sont  donc 
simplement  connexes  et  contiennent  alors  chacune  (/ —  1  points 
critiipies  de  la  ronclion  H  ,(:;),  H(::)  étant  Av  degié  cl.  Le 
nombre  total  de  ces  |)oint.s  criti(| lies  étant  2  (f/  —  1  ),oii  a  iN  _  >  \^^  6  ). 
()n  \(>it  ainsi  (|ue  s'il  v  a  un  cv(  le  de  />  domaines,  complèlemeni 
invariant,  on  a  m'ccssaireiiiciil  />  :  -  :>,. 

Telles  sont  les  pro[)riétés  générales  les  plus  caract(''risli(jues  de 
l'ensemble  J,  an  sujet  dinpiel  se  posent  encore  bien  des  (nieslions 
doiil  la  solution  généi'ale  ne  |)araîl  pas  facile,  par  exemple  la  sui- 
\anle  :  les  régions  (îontig^uës  à  J  peu\cnl-ellcs  avoirdes  points  fron- 
tières inaccessibles?  Kn  particulier,  s'il  v  a  plus  de  deux  régions  con- 
ligiiës  distinctes  (  et  par  suite  une  infinité  ),  deux  régions  coiiliguës 
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peuvent-elles  avoir  la  nuMiie  fronlièic,  sans  èlrc  identiques?  Quels 
sont  les  cas  où  ,T  est  formé  de  li^^nes  simples,  par  exemple  de 
lignes  analYti(pies,  en  nombre  fini  ou  en  infinité  dénomhrable? 
TNous  verrons  par  la  suite  (pi'ou  pjuit  ré-pondre  à  ees  questions 
dans  des  (;as  assez  étendus,  mais  qu'il  subsiste  toujours  des  cas 
douleii\. 

28.  INous  avons  élu(b(''  dans  ce  (pii  prc-cédc  les  propriétés  de  ,î, 
sans  nous  jxéoecuper  de  la  nature  des  f'oiiclioiis  limites  des  R„(5) 
daiis  les  régions  eontigur-s.  pNious  allons  maintenant  étudier  ees 
fonctions  limites  et  recliereher  par  e(mséquent  (piel  est  rensend)le 
dérivé  des  conséquents  d'un  point  n'aj)j)artenant  pas  à  J  et  juscpi'à 
fpiel  point  cet  ensemble  dérivé  dépend  de  la  position  di\  point  ini- 
tial. Dans  tous  les  exemples  rencontrés  jusqu'ici,  en  laissant  de 
("ôté  toutefois  certaines  substitutions  du  premier  degré,  les  fonc- 
tions limites  sont  d<^s  constantes  en  nond)re  fini.  11  est  claii-  d'ail- 
leurs (jtie  ces  fonctions  limites  n(^  peu\ent  être  cpie  des  constantes 
si  elles  sont  en  noiid)r<>  fini,  car  si  la  suite  tles  f(»nclions  I\j^(;) 
tend  vers  /*(  3  )  dans  un  domaine  eontigu  à  iJ\  la  suite  l\/,_^j3(  (c) 
tend  vers  R,'([/(;)J  d  en  faisant  //  =  i,  2,  ...  on  doit  n'obtenir 
qu'un  nombre  limité  de  fonctions  distin(;tes.  On  a  donc 

pour  une  valeur  de  /non  nulle;  /(;:)  est  donc  une  racine  dune 
équation  t(dle  (pie  R/,(  X)  =  R/,_^/,(  A  ),  (pii  n'est  jamais  une  iden- 
tité |)our  /•  ^  o  ;  _/(::)  etaiil  une  fonction  analvlicpie  (\st  donc  une 
constante. 

Faisons  a  priori  riivpollièse  cpie  la.  suite  des  Rj(  (  r  )  converge 
vers  une  constanti;,  la  coiueigence  étant  uniforme,  comme  on  le 
sait,  quand  c  est  dans  un  domaine  fei-mé  D  intérieur  à  une  ri'gion 

contiguë  à,T;  la  suite  des  domaines  conséquents  I)g(_,  l)g( , D„,,,  ... 

tend  vers  le  |)oint  a.  Si  deux  domaines  1)^  et  D^j ^  appartiennent 
à  la  même  r(''gion  conligué  à  ,f,  a  est  un  point  périodique.  En  effet 
|)osons  a^  , ,/  a,,  1= //,  fj„  s=  a.„  —  y-p+</-  Dans  le  domaine  Da,, 
les  fonctions  R/,  ^^s,,!^)  tendent  vers  a;  dans  le  domaine  D,  les 
fonctions  Rp^^(  3)  leiidcnl  vers  a;  comme  ces  deux  domaines  sont 
intérieurs  à  une  même  région  contigué  à  5,  il  en  résulte  (pie 
R/,.^p„(  3)  tend  vers  a  également  dans  le  domaine  D,   .    ;  en  vertu 
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de  l'idcnlilé 

on  a  en  passant  à  la  liinile 

a  =  R/,(a). 

r.a  région  conti^iuë  £  fini  conticnl  I),  et  D»  est  inxariante 
j»ai'  la  suhslilwtion  [::|R/;{\:;)],  le  point  a  est  invariant  par  cette 
.même  siibslilution.  Relativement  à  la  substitntion  |  5|Ka(^)|,  Ip£ 
réjj;ions  £,  S,,  .  .  . ,  8/,  ,  forment  nn  cycle  dont  Tordre  peut  être 
supposé  rio,oureusement  é<;al  à  A,  de  sorte  que  £„  =  S„'  si  n  ^  n 
(mod  h)  et  seulement  dans  (;e  cas;  les  conséquents  du  j)oinl  a 
forment  éj^alement  un  ev(de  dont  l'ordre  est  un  diviseur  d<'  A,  mais 

peut  être  plus  petit  cjue  h;  soit  //=^=  -  l'ordre  de  ce  cycle.  On  voit 

alors  qu'il  existe  une  suite  dentiers  y,,  v^,  . .  .,  y,,,  . . .  tels  ([ue  si 
:;  est  un  point  de  S  par  exemple,  les  points,  5/,Y,.-f,.  restent  à  l'inté- 
rieui-  de  £,.  et  tendcnl  vers  le  point  limite  a,-  ir<ih);  à  deux 
valeuis  z  cl  z'  distinctes  correspondra  le  même  point  limite  si 
/•  ^  /■'  (  mod  //  ),  ce  cpii  se  présentera  pour  h' <i  h;  le  point  a,-  est 
alors  nécessairement  un  point  fi'ontière  commun  des  o  i-éj^ions 
distinctes  : 

o  o .  o  •.       , 

Si  h'  =  h,  les  points  a,  rt,,  . . .,  a/i_,  peuvent  être  soit  des  points 
intérieurs,  soit  des  points  frontières  des  régions  correspondantes. 
Pour  que  la  première  circonstancié  se  présente,  il  faut  et  il  suffit 
que  a  n'appartienne  pas  à  J,  a  est  alors  un  |)oinl  j)ério(li(jue 
attractif.  Kn  (.'ffet,  un  |)oint  périodique  de  multi|)licateur  plus 
grand  cpie  i  en  module  ou  ('gai  à  une  racine  de  lunité  appai'tient 
à  j.  Quant  aux  j)oinls  p<''riodi(pies  dont  le  multiplicateur  est  de  la 
forme  /'''K  0  incomnu-n^urahle  à  :>.-,  s'ils  n'a|)part icnnent  pas  à  J. 
aucune  fonction  limite  nC.st  une  conslante  dans  un  domaine  cou- 
leuanl  mu  tel  poiul.  (",ai'  si  ce  |)oint  <f  est  à  distiuicc  lime,  on  a, 
autour  (le  (I, 


et  |)ai'  suite 


\{„,,(a)  =  a,         |R;,/.(«)|  =  |S"|  =-1. 
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Si  iiiK.'  siillo!  (Quelconque  des  fonctions  R„/i  (  ;  )  Lendail  vers  une 
fonction  liniiu;  consUinle  dans  un  (;ei'cle  de  a,  celle  constante 
serait  é^ale  art,  donc  finie,  et  l'on  aurait  liniR'„/,(:;)  ^o,  ce  qui  est 
incompatible  avec  |R';;^(«)|  =  i.  Aucune  suite  extraite  des  fonc- 
tions R/,(;)  n'a  pour. limite  une  constante,  car  d'une  telle  suite 
on  |>ourrail  en  extraire  une  auli'<'  f)ù  les  entiers  n  seraient 
con<;riis  entre  <'u\  |  niod  A  ),  c'esl-à-dire  de  fornu'  A  A  —  /•',  et  de 
l'éoaliir 

litnR>./,_/,(z)  =  C, 

on  d<''diiirait 

\'\m  [\;/,  ( z)  —  R/,(C)  =  coiisl. 

Ainsi  donc,  si  une  suite  infinie  telle  (|ue  R,;  (s),  R\^(^^  ),  ..., 
Rjt  (r),  ...,  :;  étant  dans  une  région  (;ontiguë  à  ,f,  tend  vers  une 
fonction  limite  constante  d,  et  si  a  n'appaitient  pas  à  -f,  c'est  un 
point  |)ériodi(jU(;  atti'aclif.  Si  a  appaitieul  à  un  cycle  d'ordre 
h{f/,  (li,  tt.,,  ...,rt/,  ,  ),  les  //  points  du(>cle  sont  respectivement 
iulérieurs  aux  régions  continues  à  .f(S,  S,,  ...,€/,  ,  ~)  (pii  forment 
elles-nK'mes  uu  cvcle  de  douiaines  d'ordre  A  cl  (ui'on  |)eul 
ap|)eler  les  domaines  i nnnédiats  i\cs  points  a,  a,,  ...,  r//,  ,  res- 
pectivement. Si  ce  cvcle  de  domaines  n'est  pas  conq)lètement 
invariant,  ce  (pu  est  toujours  le  cas  poiir  //  >>  :>.,  il  y  a  alors  une 
infinité  (h'nomhrahle  de  domaines  antécédents  des  C/  dont  l'en- 
send)le  constitue  le  domaine  total  d\ttlraction.  cette  fois  non 
connexe,  (lu  c\c\v  (  a ,  a  ^,  .  .  .^  a/,  ,  ),  ou  les  doinaiiu-s  totaux  dat- 
Iraclion  des  points  a,  rt,,  (7^,  ...  rcspedivcment ,  sui\ant  (|u'on  a 
en  vue  la  sid)stitul  ion  |  c  |  R(  ;  )  |,  «ui  la  substitution  |.:|R/,(3)|. 
Dans  l'un  (pieleoiupie  (b;  ces  domaines,  toutes  les  fonctions  R„(  :;) 

convergent  périodicpiement  vers  (rt,  a )  et  il  n'v  a  |)as  d'autres 

fonctions  limites  (pic  ces  //  constantes. 

Le  cas  où  a  est  à  la  lois  jxiint  de  .î  et  point  limite  de  consé- 
(pients  de  ceitaiiis  domamcs  (\\\  plan  se  prt'sente,  comme  nous  le 
savons,  cpiand  a  est  un  point  pério(li(pie  dont  le  multiplicateur  est 
une  racine  /"""^  de  r(inii(".  .)(>  n(!  possède  |)as  (rex'inple  où  la 
même  (•ircon>tance  se  piu-sente,  sans  (pie  a  soit  un  point  |)ério- 
di(pi(!  de  celte  nature;  mais  il  est  infiniment  probable  (|u'il  en 
existe.  Il  est  pailailement  admissible,  entre  autres  cii'conslanccs, 
(pi  un   point   double  répulsif  a  soit   limite  de  conséquents  de  cer- 


laliis  (loinaïuos,  en  sorte  qu'on  ail  lim  R^^*^^  =  « .  pour  une 
cerlaine  suite  d'entiers_a<^  et  pour  2  intérieur  à  un  domaine  D; 
mais  alm'S  les  R'^fs)  ont  d'auti^es  fonelions  limites  rpie  la- con- 
stante a  et  même  une  infinité  (§  lo). 

Supposons  maintenant  que  les  R„(  5)  aient  une  loncliou  limite 
non  constante;  soit  R5t^(3),  R3(^(:;),  ...,  R^,  (:;  ),  ...  une  suitt;  d(! 
fonctions  itérées  qui,  dans  une  ré<;ion  conliguë  à  .T,  convei"j;ent 
veis  la  fonction  méromorplic  non  constante  yi  :3  ),  uuiforménx'nl 
dans  tout  domaine  terme  <M)mplcl(;mcnt  intérieur  à  S  ;  soit  : 
y(^^o)  =  c,  ^0  intérieur  à  G;  il  s'ensuit,  f[u'à  partir  d'un  certain 
ranj^,  les  fonctions  R^^  (  z  )  prennent  toutes  la  valeur  ç  dans  le  voi- 
sinage de  Zi),  (;'est-à-dire  à  l'intérieur  de  ©  (^').  Donc  ;  n'appar- 
tient pas  à  ,f.  Si  z  décrit  un  domaine  fermé  D  complètement 
intérieur  à  S,  >'  =  /(;)  décrit  D'  complètement  intérieur  à  une 
réj^ion  contiguë  G'.  Les  fonctions  R„i  1  )  et  en  particulier  les 
ff)nctions  R,;^^  _  jj^(>')  forment  une  famille  noi'inale  dans  £.  De 
toute  suite  infinie  de  ces  dernières  fondions,  on  peut  en  extraire 
un(;  autic  (pu  con\ei'<;<' unifornu-mcnt  \  cis  la  foiictioii  Imiilc  -il  >'). 
Il  est  d  ailleurs  permis  de  siipjioser,  |)our  supprimer  toute  dis- 
cussion relative  au  point  à  l'inlini,  que  ce  point  fait  partie  de  ^. 
Les  domaines  D  et  D  sont  alors  bornés;  les  R„(5)  sont  liolc- 
morphes  dans  D  ainsi  cpic  y  (  :;  )  ;  les  R,<(v')  et  'i".V)  sont  liolo- 
morphes  dans  D  . 

l'osons 

•   Ra,...-a„(r)  =  %,.(r), 

on  aura 

uniformément  dans  H  ,  les  ?j„  étant  piis  parmi  les  i.„. 

D'auti'e  paît,  si  l'on  pose  :  y=zj{z),  R'^_(;:  )  ^  c.'^^  {y  inté- 
rieur à  I)',  3  intérieur  à  D).  (»n  a  idenlicpiement 

Mais  ^H^  «'tanl  à    partir  d  un    certain  rani;  intérieur  à  I)  ,  (Ui  a. 


(')  MoNFEL,  Sur  les  familles  de  /onctions  analytiques  qui  admettent  des 
valeurs  exceptionnelles  dans  un  domaine  [Annales  de  l'h'cole  iS'ormale,  •;)!'» 
p.  4()o. 
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on  a,  pour  n  >>  n\ 

i'^[i,.i-pj-'K^p;)i<''' 

t  nombre  [)ositif  arbilrain!,  cela  à  cause  de  riiiiifunuilé  de  la 
convergence  de  '\(^Jy)  vers  ^(y)  dans  le  domaine  Xï .  D'autre 
part,  Za^^  tendant  versyY;^)  =y et  la  loneli(»n  ]>(  K)élant  ernitinue, 
on  a 

pour  II  >  n  .  11  s'ensuit  (pie 

pour  n'^  n  et  n\  (;'est-à-dire  cpie  'i^^j  i;^^/)  tend  vers 'i/(  )'V 
Mais  zc-f,        tend  \ers  y.  L'ideulile  ('■ente  plus  liant  eoiidiiit  alors  à 

¥y)-^y- 

Ainsi  les  fonelions  Ra„t,-a„(j')  4"'  f<>'''"*'"l  i'"'"  ianiille  nor- 
male dans  D'  (et  même  dans  3)  ont  tontes  leurs  fonelions  limites 
égales  à  )'.  Il  s'ensuit  ais(''ment  cpi'elles  eonvergeiil  imifoniK-meul 
vers  y  dans  tout  domaiin;  inl(''rieur  à  S  ;  mais  l'essentiel  est 
(pi'elles  ont  au  moins  une  fonction  limite  é'gale  à  v- 

Il  suit  de  là  (pie  si  dans  uin'  r(''<;ion  G  contiç^ue  à  ^\  les  U„  (  z^ 
ont  au  moins  une  fonction  limite  non  constante,  il  existe  une 
région  €',  const'quenle  de  8,  dans  lacpu'lle  les  R„  (5)  ont  une 
fonction  limite  (';gale  à  z.  On  en  conclut  (pie  les  régions  <consé- 
(pienles  de  3  ne  sont  pas  tontes  distinctes,  car  si  D'  est  un  domaine 
(•omplèlement  intérieur  à  £',  le  doinaine  D,',  tendant  vers  D'  pour 
eeilaines  valeurs  de  n,  il  e\i>te  un  entier  h  (jue  je  choisirai  le  plus 
ix'lit  possible,  p(uir  le(piel  Z  et  S/,  ont  des  |)oiut>  communs  et  sont 
par  suite  confondues.  3  est  donc  invariante  par  la  substitution 
(s)R/,(2).  Posons  Ra(2)  = 'f(^)-  J*' *l'-^ 'l'"'  •<»"'  point  c  d(^  s' n'a 
|)as  plus  d'un  antiuM-dent  imuK'diat  T  .,  (cK  dans  C  .  b'n  ellel  les  (onc- 
tions T)  l^r)  ayant  pour  limite  z  dans  S  ,  on  peut  eboisir  les  A,i  de 
manière  que  les  fonctions  T)__,(;)  qui  fornicMit  une  famille  nor- 
male dans  G',  convergent  vers  y  (^)  qui  est  naturellement  iinilor- 
nie.  S'il  V  avait  dans  G    deux  antécéd(>nls  distincts  :;_,   et  z'_^  du 
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poinj  :;  correspondant  ù  (huix  branches  de  la  fonction  T_i(;;). 
en  vertu  des  égalités  évidentes 

T>,„(2   ,)=T>,._,fT(2_,)|  =  T>,_,(^), 
T>,„(zL,)=.T>„_,(^) 

on  aurait  en  passant  à  la  liinflr 

2     «=/(-2), 

ce  qlii  est  impossible  pui>(pie  /'(^  )  n'a  fpiiine  valeur  en  chaque 
point  de  S'.  Les  l'onc-tions  T  „  (3)  restreintes  au  domaine  G'f^G) 
M)ul  donc  uniformes.  Comuie  d'aulr-e  part  T_,(^)  a  plus  d'une 
valeur  dans  loiil  le  |)lan,  le  domaine  ©'  n'est  pas  couiplèteuieni 
inxanaiit  et  possède  une  inlinilé  d'antécédents  distincts.  Il  est  donc 
élitbli  que  si  le  nombre  des  r('^ions  conti<:^iiës  à  ^  est  fini\  c'est- 
à-dire  égal  à  I  ou  à  2,  il  a  y  a  que  des  Jonctions  limites  cons- 
tantes. 

On  voil  mainlenani  ([u('l,s  sctnl  les  points  ipii  peuvent  être  limites 
de  consé(pienls  diin  point  n  appartenant  pas  à  J.  Si  rt  est  limite  de 
conséquents  du  point  ;(  ç^j^,  q^p  •  •  -j  ?a/n  •  •  •)'  '^^  peut  extraire  de  la 
suit*'  des  entiers  a/  une  nouvelle  suite  :  p,,  [î^.,  .  . .,  ^„^  . . .,  telle  (pie 
dans  un  domaine  (M)ntenant  ç  les  fonctions  11^^^  (5)  converj^ent 
uniformément  vers  o(z),  qui  prend  au  point  ^  la  valeurs.  Si  ç 
appartient  à  un  domaine  où  il  n'j  a  que  des  fonctions  limites  cons- 
tantes, le  point  a  est  limite  de  conséquents  de  ç  tant  que  ç  reste  à 
liiitt-rieur  d'une  réj^ion  3  contiguë  à  -T,  ou  d'iine  région  consé- 
(pienle  ou  ant('-cedeiite  de  9.  Si  a  lui-même  n'appartient  pasà  J,  il 
fait  partie  d'un  cycle  attractif  (  c/,  a,,  a.j,...,  «/,  1  )  et  l'ensembh^ 
dérivé  des  conséquents  d'un  point  ((U(dconque  3  se  compose*  de 
ces  h  points.  Si  «  a[)particnt  à  -K  tous  les  points  analogues  limites 
de  conséquents  d'un  point  de  3  appartiennent  à  -T  et  formcnl  im 
•  Msemble  fermé  invariant  (pii  peut  encore  être  constitué  par  un 
nombre  lini  de  points  formant  un  cycle;,  mais  (jui  peut  aussi  iiypo- 
thétiquement  comprendre  une  inlinilé  de  points. 

Si  ç  aj)[)arti(;nt  à  une  région  contigiië  où  il  y  a  des  fonctions 
limites  non  cf)nslant(;s,  le  point  n,  qui  peut  dépendre  de  la  position 
du  [)oinl  initial  ;,  appartient  à  untî  région  contiguë  invariante  par 
uu"  puissance  de  la  substitution  donnée,  ou  à  la  frontière  de  cette 
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région;  mais  il  existe  toujours  des  régions  antéeédentes  de  cette 
dernière  qui  ne  renferment  aucun  point  limite  de  conséquents  de  ^. 
C'est  là  un  cas  hjpotluHiquequi,  d'après  les  recherches  récentes  de 
M.  G.  Julia,  ne  peut  pas  se  présenter  quand  R(;  )  est  rationnelle  ('  ). 
Dans  tous  les  cas  nous  trouverons  un  peu  plus  loin  une  condition 
sufHsante,  toujours  réalisée  dans  les  exemples  que  Ton  sait  effecti- 
vement étudier,  pour  (jue  de  tels  domaines  (que  nous  appellerons 
domaines  singuliers)  n'existent  pas. 

Une  conséquence  immédiate  de  ce  qui  précède  est  que  si  ^  ne 
couvre  pas  tout  le  plan,  il  ja  toujours  des  domaines  dont  aucun 
point  n'est  limite  de  conséquents  d'un  point  du  plan. 

29.  Nous  allons  considérer  maintenant  les  antécédents  d'un 
point  du  plan  et  chercher  quels  sont  les  points  limites  de  ces  anté- 
cédents. Nous  savons  déjà  que  tout  point  de  -1  est  limite  d'anté- 
cédents d'un  point  quelconque  du  plan,  sauf"  peut-être  de  un  ou 
deux  points  exceptionnels  (jui  n'appartiennent  pas  à  rt. 

Supposons  (pi'un  point  ç  n'appartenant  pas  à  J  soit  limite  d'an- 
técédents d'un  point  a  qui  naturellement  n'appartient  pas  à  ^.  Je 
dis  que  réciproquement  a  est  limite  de  conséquents  de  ç.  Car  les 
fondions  Ro(„(*) — '^^  forment  une  suite  normale  dans  un  cercle 
de  centre  ^  et  de  rayon  /•  et  prennent  la  valeur  zéro  en  des 
points  a_3(^,  a_3(^,  ...  qui  tendent  vers^  ;  il  s'ensuit  que  les  suites 
uniformément  convergentes  Rp^^  [z  )  —  a  qu'on  en  peut  extraire  con- 
vergent vers  zéro  pour  5  =  ç,  c'est-à-dire  que  a  est  limite  de  con- 
séquents de  ç.  Si  dans  la  région  conliguë  à  ^  à  laquelle  appartient  ç, 
les  fonctions  limites  sont  toutes  (l»;s  constantes,  (X's  constantes 
n'appartiennent  pas  à  r)',  sinon  il  en  serait  de  même  de  ^.  On  doit 
donc  supposer  que  a  fait  partie  d'un  cycle  attractif  (a,  «i, . .  .,aA_i). 
Si  parmi  les  antécédents  de  a  qui  i<îndent  vers  ^  il  y  en  a  une  infi- 
nité (jui  sont  dislin(;ts,  ç  apparlieut  à-T;  en  eflet  soient  s  une  racine 
de  l'équation  R«(^c)  =  t/,  inliniinent  voisine  deç,  et/i'le  plus  petit 
enti(;r  tel  que  R,/(;:)  soit  égal  à  l'un  des  nombres  (a,  a,, . .  . ,  a/,_,  ); 
n'  n'est  pas  borné,  sinon  les  antécédents  de  a  considérés  ici 
seraient  en  nouibre  fini;  on  aura  donc  [)our  des  valeurs  de  n'  infi- 
niment grandes  et  des  point  s:;  infini  ment  voisins  de  5  :  R«_i  (z)=a', 
a  étant  un  antécédent  de  (t  distinct  de  (a,  a) , . . .,  aA_»  )  ;  a'  n'est 

(')  M.  Julia  a  énoncé  ce  fait  sans  '\cmouslr»liou  (Conijjtcsreiidus,  t.  168,p.  i47)- 
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donc  p^is  un  puiut  |)(';rio(liqiic  el  ;,  limite  d'antécédents  de  a, 
appartient  à  ,f.  Il  s'ensuit  que  les  points  limites  d'antécédents  de  a 
ap|)ârtiennent  à  5,  en  n(''gligeant  a  lui-même, et  ses  antécédents 
qui  peuvent  être  considi-rés  comme  points  limites  d'antécédents 
de  a  lorsque  l'on  convient  de  classer  dans  l'ensemble  dérivé  d'un 
ensemble  dénonihrablc  les  points  où  sont  confondus  un<'  infinité 
de  points  de  ce  dcrnicîr  ciisnnhlc.  Il  va  sans  dire  que  si  a  est  un 
point  exceptionnel,  rensciuhh'  d(Miv<' des  anlt'>cédenls  de  a  se  réduit 
à  (I  lui-même  ou  à  un  cou])!»'  de  deux,  points  dont  1  un  est  a. 

Si  ;  appartient  à  un  domaine  sinj^çulier  et  si  a  est  limite  de  con- 
séquents de  z,  et  n'appartient  à  ,f ,  réciproquement  ç  est  limite  d'an- 
técédents de  a.  En  efïel,  il  existe  alors  une  suit(î  de  fonctions  R3(^(5) 
qui  dans  un  donuiine  contenant  ;  (convergent  uniformément  vers  la 
fonction  _/(  «)  non  constante  qui  |)rend  la  valeur  a  pour  s  =  ç  ;  les 
fonctions  R3(^(3)  prennent  toutes  la  valeur  a  pour  a„  suffisamment 
grand  dans  un  cercle  de  centre  ^  et  de  rayon  arbitraire  £,  c'est- 
à-dire  que  ç  est  limite  flantécédents  de  a;  a  appartient  comme  on 
sait  à  un  domaine  singulier  invariant  par  une  puissance^  de  la  sub- 
stitution donnée. 

Donnons-nous  a  priori  un  point  a  dans  ce  dernier  domaine; 
nous  avons  vu  au  paragraphe  précédent  que  a  est  limite  de  ses 
propres  antécédents,  c'est-à-dire  qu'il  existe  une  suite  de 
fonctions  R  „(:■)■,  uniformes,  comnu'  nous  le  savons,  dans  le 
domaine  considéré  el  avant  un<;  fonction  liuiite  égale  à  z. 

En  n'sunii',  l' ensemble  <lé  ri\-é  des  antécédentscr  un  point  coïn- 
cide avec  V ensemble  i  sauf  dans  le  cas  où  a  est  un  point  pério- 
dique nllractij\  ou  un  point  appartenant  à  un  domaine  sin- 
gulier invariant  par  une  puissance  de  lu  substitution  donnée. 

30.  I)i'  iiu'inc  (HIC  la  rcclicrclic  de  rcuscinblc  dcii\r  dr>  con- 
séquenls  d'un  point  est  liée  à  celle  des  fonctions  limites  des 
fonctions  itéré<\s  R„(^),  la  recherchç  des  points  limites  des  anté- 
cédents d'un  point  est  liée  à  celle  des  fonctions  limites  des  in- 
verses R_„(r)  de  ces  itért'cs;  ces  dernières  fonctions  sont  algébri- 
ques rt  iniiltifnnncs  ;  mais  il  peut  y  avoir  des  domaines  où  cer^ 
tailles  branches  de  ces  fonctions  sont  uniformes  et,  en  leur 
appliquant  les  théorèmes  qui  concernent  les  suites  des  lonctions 
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holomorphes  ou  méromorphes  dans  un  domaine,  on  parvient  à  des 
résultats  nouveaux  et  importants. 

Nous  allons  montrer  tout  d'abord  qu'une  ■îuite  infinie  quel- 
conque de  branches  des  fonctions  inverses  des  K„(z)  forme  une 
suite  normale  dans  tout  domaine  où  ces  branches  de  fonctions 
sont  uniformes.  Soient  D  le  domaine  etR_>  (::)  les  fonctions  con- 
sidérées. 11  existe  au  moins  un  point  double  a  non  exceptionnel, 
ayant  par  conséquent  des  antécédents  a_,  et  a_2  de  rang  i  et  2, 
distincts  entre  eux  et  distincts  de  a.  Soit  a_j  l'un  de  ces  trois  points; 
on  a  R„(a_j)  =  a  pour  n  >  2.  Donc  si  D  ne  contient  pas  a,  les 
R_)  (  z)  ne  prennent  aucune  des  valeurs  a,  a_, ,  a_j,  car,  si  l'on  avait 
R_-^  (2):=aj,  on  aurait  pour  A^  >>  2  :  R)  (a_t)=:  5  =  a,  ce  qui  est 
impossible. 

Si  D  contient  a,  il  existe  soit  un  point  double  autre  que  a  et  non 
exceptionnel,  soit  un  point  péiiodique  d'ordre  2  non  exception- 
nel. Dans  le  premier  cas,  si  D  ne  contient  pas  le  point  double  a', 
on  raisonne  comme  plus  haut.  Dans  le  second  cas,  on  considère 
le  couple  périodique  (a,  aj)  et  un  antécédent  a_,  de  a  autre 
que  a  el  a,.  On  verra  de  même  queR_),  (^)  ne  prend  pas  les 
valeurs  (a,  a,,  a_,)  au  moins  dès  que  Xp^  ^  dans  tout  domaine 
qui  ne  contient  ni  a  ni  a,. 

Donc  si  l'on  marqiu'  les  jxtints  doubles  et  périodiques  d'ordre  2 
autres  que  les  points  exceptionnels,  et  si  l'on  divise  D  en  un 
nombre  fini  de  régions  enqjiétani  l<s  unes  sur  les  autres  et  ne 
contenant  chacune  qu'un  de  ces  jjoints,  dans  chacune  de  ces 
régions  il  y  a  au  moins  trois  valeurs  (ixes  que  les  R_)  (z)  ne 
prennent  jamais.  Les  R_)  (^)  forment  donc  une  suite  normale  dans 
chacun  des  domaines  [)artiels  et  aussi  dans  le  domaine  total. 

En  particulier,  si  D  est  siuq)lement  connexe  et  ne  renfernu^ 
aucun  point  criti(pie  ni  aucun  conséquent  de  points  critiques 
de  R  ,)  (^),  toutes  les  fondions  l\  .,i{z)  formciil  une  famille  normale 
dans  D. 

A[)pelons  E^.  l'ensemble  des  conséquents  des  points  critiques 
de  R_|(;;),  E'^  l'ensemble  dérivé  de  E  .  dans  lequel  on  comprend  les 
points  de  E,.  où  se  trouvent  cuufoudus  une  inlinité  de  ("onséquents 
de  points  critiques,  c'est-à-din  les  points  doubles  ou  périodiques 
dont  l'un  des  antécédents  est  un  point  critique.  Nous  allons 
montrer   que   tout  point  a  qui  est  limite    de   conséquents    d'un 
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domaine  du  plan  appartient  à  E'^.  a  est  donc  une  fonction  liniile 
constàûlc  des  fonctions  R)  (5)  quand  ;  est  dans  le  domaine  D. 
Supposons  d'abord  que  a  n'appartienne  ni  à  E^  ni  à  E|.  ;  les 
fonctions  R_,i(:;)  sont  toutes  uniformes  dans  un  cercle  v  de 
centre  a  et  de  rajon  r  qui  contient  les  domaines  conséquents  D) 
à  partir  d'un  certain  rang.  Considérons  en  particulier  la  fonc- 
tion R_)^  (2)  inverse  de  R)  (;  )  et  prenant  la  valeur  ^  (ç  intérieur 
à  D)  au  point  \\^  (intérieur  à  v,  au  moins  pour />> /ïq)-  Si  i'  est 
intérieur  à  D  et  distinct  de  ;,  z  décrivant  le  chemin  çç  inté- 
rieur à  D,  R)  (3)  décrit  le  cliemin  ;>  ;>  intérieur  à  y;  récipro- 
quement, si  ;;  décrit  ce  dernier  chemin  dansy,  R_)  (5)  décrit  dansD 
le  chemin  Eç'.  Les  fonctions  R_)  (;)  ainsi  définies  forment  une 
famille  normale  dans  y;  on  en  peut  donc  extraire  une  nouvelle  suite 
qui  converge  uniformément  dans  y  vers  une  fonction  limite  méro- 
morphe  en  ^;soit  ^{z)  cette  fonction  limite  des  R_jji  {z).  Les 
R_(ji.,(^)  pi"6nant  la  valeur  \  en  des  points  \sx,  T"  tendent  vers  «, 
on  a  par  un  raisonni'nuMit   bien  connu 

Mais  on  a  de  même  <!>( '^  )  ^=:  ç' ^  ^.  On  con(-lut  d<;  celle  incom- 
patibilité que  a  ap|)arlieiil  à  E,.  ou  à  E',..  Si  (t  appartient  à  E,.  sans 
appartenir  à  E^.,  tous  les  ;Mitéeétleul>  de  a  à  pai'lii-  A' \\\\  ceilaiii 
rauj^  h  n'ap|)arlifnucut  à  aucun  d(!  ces  deux  ensembles.  Lés 
domaines  U),  avant  poui-  point  limite  «,  les  domaines  D)  _/,  seront 
tous  pour />>/?,,  intérieurs  à  l'un  des  cercles  en  nombre  fini  avant 
pour  centres  les  points  a_h  et  pour  rayon  s  arbitrairement  petit. 
L'un  au  moins  des  points  a_/,,  soil  r/',  est  donc  limite  de  domaines 
conséquents  de  D:  On  est  rament'  au  premier  cas. 

Ln  particulier,  si  (i  est  un  point  périodirpu;  attractif,  ce  [loint  i>t 
limite  de  c<insé(pi«;nls  (h;  points  critiques;  on  en  conclut  (pi'il  n 
a  au  moins  un  point  critique  de  U_,(;)  dans  le  domaine  lolal  d'at- 
traction des  points  (lu"cjcle  auquel  appartient  d.  On  |)eiil  même 
prt'ciscr  da\antage.  (  Considérons  d'abord  un  point  tbuible 
attractif  jde  la  substituti(Mi  [;|R(r  )|  et  les  branches  des  fonctions 
inverses  des  R„(3)  prenant  la  \alr'ur  a  poiii'  z-=^a\  ce  sont  les 
fonctions  ainsi  définies  (pie  nous  désignerons  par  R_,(ô).  Les 
fonctions  K_„  (^3)  étant  suppost'-es  uniformes  dans  un  cercle  y  de 
centre  a  ne  peuvent  pas  y  former  une  suite  uniformément  conver- 
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geiite;  cela  résulte  du  raisonneiuciil  de  l'alinéa  précédent  ou 
encore  de  ce  que  ces  fonctions  prennent  toutes  la  valeur  a 
pour  ^  =  a,  tandis  que  leurs  dérivées  premières  ont  pour  valeurs 
en  ce  point  les  quantités  —  (|.s|  =  |R'((^/)|>  i  )  qui  tendent  vers  l'in- 
lini.  Elles  ont  donc  des  points  critiques  dans  v  à  partir  d'un  cer- 
tain rang.  Mais  les  points  ciiticiues  de  R_„(;)  dans  y  ^*>J>1  ^^"^ 
conséquents  de^  point  crlti(|ues  de  R_,(C)  situés  dans  le  douiaine 
immédiat  du  point  a.  Cela  résulte *de  ce  qui  a  été  dit  au  païa- 
graphe  6;  en  raison  de  l'importance  de  ce  fait,  explicjuons-le  de 
nouveau  d'une  manière  un  peu  différente.  Supposons  que  R_  „_,)(:;) 
n'ait  pas  de  point  critique  dans  v,  nuiis  que  R_„(;:)  en  ait  au  moins 
un:  soit  ("„_,.  c  décrivant  le  segment  ac„_|,  R_„(3)  décrit  le 
chemin  aç  intérieur  à  D,  domaine  immédiat  de  (i\  on  peut  suj)- 
poser  que  D  ne  contient  pas  le  point  à  l'inlini  (  on  [)eul  Taire  en 
sorte  par  une  transformation  homograpliique  préalable  que  le  point 
à  l'infini  appartienne  à  .f).  c„_,  étant  point  ciitiquc  de  la  fonction, 
inverse  de  R„(c),  et  qui  prend  en  c,,_,  la  valeur  ç,  ^  est  racine 
multiple  de  l'équation  R„(::)  =  c„_,,  et  comnu^  \  a  une  valeur  finie 
on  a  R;,(ç)=  o  =  R'„_,  |R(i)jR\ç).  On  a  donc  R'(ç)  =::  o,  ou 
R^,_i(^Çi)  =  o  puis([ue  aucun  de  ces  deux  nombres  n'est  inlini. 
Supposons  (jue  le  second  facteur  soit  nul.  Comme 

R„__,(^)=R„(t)=c„_,  , 

.cela  veut  dire  que  l'écpiation  R„_, (  g )  =  c„_,  admet  ^,  comme 
racine  multiple  ;  en  outie  le  chemin  rt  Ç| ,  intérieur  à  D  et  conséquent 
immédiat  du  chemin  r/ç.  a  lui-même  comme  consécjueiit  th' 
rang  n  —  i  le  segnuîiit  rtc„_,.  Donc  ;,  est  la  valeui'  (|ue  prend 
en  c„_,  la  fonction  R_,„_,|(.c),  et  comme  R„_|(^,  )  est  nul,  c„_|  est 
un  point  crili(jue  de  R_„_,,(::V  (lomme  nous  a\ons  admis 
que  R_„(^)  est  ht  première  de  ces  fonctions  invers(\s  ayant  nu 
point  critique  dans  y,  c'est  donc  le  facttMir  R'(  ^)  (pii  est  nul;  le 
point  c  =  R(Ç)  est  donc  un  point  critique  de  R_,  (  :;  )  ;  ce  point  est 
intérieur  à  D  et  c,,_,  =  R„_,  (c)  est  son  conséquent  de  rang/r  -  i. 
Supposons  maintenant  que  a  soit  un  point  périodlcpie  d'ordre  A, 
donc  un  point  double  de  la  substitution  |  ^jR/,  (;  )  |.  Dans  le  domaine 
immédiat  y\\\  point  a  on  a  un  point  racine  ;  de  R/^(3)=o.  Par 
suite, 
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L'un   dos  fadeurs  du  j)i()duil  est   nul  j)Uisque  aucun  n'est  inlini. 

Les  points  ç.  ;, ;/,_,  appartenant  respectivement  aux  domaines 

immédiats  de  a,  rt|, . . .,  rt/,_n  l'un  de  ces  domaines  D,_|,  rcnfeiine 
un  point  racine  deR'(-3)=o  et  par  suite  D/  renferme  un  point 
critii^ue  de  la  branche  de  R_i(^  )  qui  prend  en  «/  la  valeur  «,_,. 

On  voitpar  là  (jue  le  noinbrc  des  cycles  de  multiplicateur 
plus  petit  cjue  i  en  module  est  essentiellement  limité  et  ciu  plus 
égaLau  nombre  des  points  critifpies  de  la  fonction  R_,  (^). 

Nous  allons  démontrer  que  la  même  limitation  s'étend  aux  points 
périodiques  de  multiplicateur  égal  à  une  racine  de  l'unité.  Consi- 
dérctns  d'abord  un  point  double  c/ de  multiplicateui- é^al  à  -h  i .    Si 

R  (  3  )  =  3  —  /■(' 3  —  rt  )'/*  1  -+- .  .  .  , 

nous  avons  établi  l'existence  dans  un  cercle  de  centre  a  d'un 
certain  nombre  de  domaines  élémentaires  de  convergence  cons- 
tituant une  sorte  d'étoile  à  cy- branches.  Ces  domaines  élémentaires 
contiennent  les  conséquents  (à  partir  d'un  certain  rang)  de  tous 
les  points  du  j)lan  autour  desquels  les  R,,( 3)  forment  une  suite 
(convergente  ayant  a  pour  limite  unique.  Les  points  appartenant  à 
deux  domaines  élémentair-es  distincts  n'ont  jamais  les  mêmes  con- 
séquents ni  les  mêmes  ant('M(''d(;nts.  Un  domaine  élémentaire  étant 
choisi,  l'ensemble  des  anlt'ccdfuls  de  ses  points  forme  desdomauies 
en  général  en  nondire  ialini  dont  l'un  coMliciit  le  domaine  élémen- 
taire initial  et  conslitut;  lun  des  domaines  immédiats  du  point  a. 
Il  V  a  if  domaines  immédiats  entièrement  distincts  (jui,  avec  leurs 
antécédents,  constituent  le  domaine  total  d(;  convergence  vers  <t. 
Tout  se  passe  comme  si  l'on  avait  </  points  doubles  réunis  en  a\ 
ces  points  sont  confondus  en  un  seul,  mais  les  domaines  corres- 
pondants sont  distincts. 

Ceci  posé,  je  vais  démontrer  (pie  chacun  des  (j  domaines  immé- 
diats contient  au  moins  un  point  critique  de  la  branche  de  fonc- 
tion R_,  (  c  I  qui  prend  la  valeur  <t  pour  v=«,  et  prolongée  suivant 
des  chemins  intérieurs  à  ce  domaine.  Rappelons-nous  ce  (jui  a  été 
dit  au  sujet  (le>  domaines  de  convergence  élénieiitaires  :  les 
domaines  relatifs  aux  conséquents  d'un  point  ont  des  parties  com- 
munes avec  les  domaines  de  convergence  uniforme  relatifs  aux 
antécédents.  Il  est  possible  de  tiouver  un  secteur  abc  de  sommet-rt 
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et  d'angle  au  sommet  8  compris  entre  -   et  — ■'  tel  que  les  R„  (z) 

convergent  uniformément  vers  d  dans  tout  domaine  fermé  inté- 
rieur à  ce  secteur,  pourvu  que  a  ne  soit  pas  sur  la  frontière  de  ce 
domaine;  en  outre,  sur  les  cotes  ab.,  ac,  les  R_//(;)  tendent  uni- 
formément vers  a  (extrémités  comprises).  Enfin,  il  existe  des 
domaines  intérieurs  à  abc  où  R_„(^)  tend  uniformément  vers  a. 
Appelons  S  ce  secteur  a6c;  les  conséquents  de  tout  point  de  S 
tendent  vei's  a  et  sont  distribués  sur  une  courbe  tangente  à  la  bis- 
sectrice de  l'angle  au  sommet.  Ceci  rappelé,  les  fonctions  R_//(J.), 
ou  plus  exactement  les  branches  de  ces  fonctions  qui  prennent  la 
valeur  a  au  point  a,  ne  peuvent  pas  converger  uniformément 
vers  a  dans  le  domaine  fermé  S,  si  elles  y  sont  uniformes;  car  on 
peut  trouver,  quel  que  soit  n,  un  point  z  intérieur  à  S  et  voisin 
de  a  qui  est  le  conséquent  de  rang  n  dun  point  arbitraire  ç  de  S, 
en  sorte  qu'on  ait  R_„(\;)  =  ^;  la  branche  de  fonction  R_„(  ;  )  qui 
figure  ici  étant  bien  celle  qui  picnd  la  valeur  a  au  point  (/,  \)vo- 
longée  sans  soilir  de  S  au  moins  si  ;  est  convenablenu-nt  choisi; 
car  il  y  a  des  |)arties  de  S  ayant  un  sonunet  en  <(  qui  (■()in|)rcnn»'nt 
les  conséquents  d(!  tous  leurs  points. 

Supposons  fjue  les  R_„(c)  n'aient  |)as  de  points  (iili(|ucs 
dans  S;  de  toute  suil<!  des  P»_„(3|  ou  eu  peut  déduire  uueiiulre 
qui  converge  undorméuient  dans  tout  domaine  feniie  S  intérieur 
à  S  et  n'ayant  pas  le  point  a  sur  sa  fi-onliére;  en  ell'el,  les  K_„(  :■  ) 
forment  une  suite  normale  dans  le  domaine  sinqilement  connexe  S 
où  elles  sont  uniformes,  et  l'on  peut  toujours  remplacer  S  |);ir  un 
domaine  (h;  menu;  nature  (|ui  lui  soit  intérieur,  sauf  eu  ^/.  (|iii  reste 
loujouis  point  frontière,  en  soite  cpie  la  convergence  unilornie  a 
lieu  sur  le  contour  de  S  d'où  l'on  a  enlevé  un  arc  t  contenant  a. 
Mais  S'  peut  contenir  des  régions  où  les  R_„(:;^  convergent  uni- 
formément vers  a,  car  il  y  a  de  telles  régions  dans  S.  Donc 
les  R_„(^)  convergent  uniformément  \ers  a  dans  tout  domaine 
tel  que  S'.  Mais  les  R_/, (:;)  convergent  aussi  uniforuRMuent  \ers  a 
sur  l'arc  «T  (§  10,  il).  Il  s'ensuit  que  les  R_„(g)  convergent  uni- 
formément dans  tout  le  tlomaine  fernu-  S  \ers  la  constante  a,  car 
les  fonctions  R_//(  ;;  )  a  peuvent  être  su|)posées  liolomorph<\s 
dans  S  :  il  suffit,  pour  (pi'elles  n'y  possèdent  pas  de  pôles,  (pie  le 
pcynt  à  l'infini  fasse  |)arlle  de  J,  hypothèse  sans  importance;   elles. 
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atteignent  alors  leurs  v;il(^urs  de  module  maximum  sur  le  contour 
de  S,  et  ces  maxima  tendent  vers  zéro  aussi  bien  sur  l'arc  <t,  comme 
nous  venons  de  le  rappch-r,  que  sur  l'arc  complémentaire  qui  est 
frontière  d'un  domaine  S'.  Nous  arrivons  donc  à  une  contradiction 
-  puisque  nous  avons  démontré  que  les  R_„(s)  ne  convergent  pas 
uniformément  \ers  n  dans  le  domaine  fernié  S.  Les  R_«(2)  ont 
donc  des  points  critiques  dans  S.  Il  s'ensuit,  tout  comme  dans  le 
cas  d'un  point  double  attractif,  que  la  fonction  H_i(^)  égale  à  a 
pour  z  ^:::^  a  ct  prolongée  sans  sortir  du  domaine  immédiat  D  qui 
contient  S  y  possède  au  moins  un  point  critique.  Les  conséquents 
de  ces  points  critiques  sont  ceux  des  fonctions  R_„(5),  restreintes 
au  domaine  immédiat  D;  ils  tendent  vers  le  point  a  et  sont  distri- 
buas sur  des  courbes  invariantes  tangentes  en  a  à  la  bissectrice  du 
secteur  S. 

Supposons  maintenant  que  le  multiplicateurs  du  point  double  « 
soit  une  racine  primitive  de  l'équation  ,s'^=  i,  h  entier^  i.  Pour 
la  substitution  [:;  |  R^(  s)|,  le  point  a  est  un  point  double  de  multi- 
plicateur égal  à  -f- 1  et  le  nombre  (j  de  tout  à  l'heure  est  un  mul- 
tiple de  h  :  q  =z  Ui^  donnant  lieu  à  ///  domaines  immédiats  ayant  a 
f)our  point  frontière  commun,  et  formant  /  cycles  de.//  domaines, 
les  domaines  d'un  même  cycle  étant  permutés  circulairemenl  par 
les  puissanc(;s  de  la  sub^^titution  [sjR^s)].  Dans  chacun  des 
domaines  appartenant  à  un  même  cycle  se  trouvent  des  points  cri- 
tiques de  la  fonction  R_/, (  v),  restreinte  à  ce  domaine;  ces  points 
sont  les  conséquents  d(>s  points  critiques  de  la  fonction  R_i(^3) 
dans  les  div<'rs  domaines  de  c<'  cycle;  donc,  dans  l'un  au  moins  de 
ces  domaines  D/,  il  existe  au  moins  un  point  critique  de  la  fonc- 
tion R_,(5)  égale  à  il  pour  z -^  a  et  prolongée  à  l'intérieur  du 
domaine  D,-  de  manière  (jue  ses  valeurs  appartiennent  à  D,_, . 
(ihaeun  des  /  cycles  analogues  donne  lieu  ainsi  à  au  moins  un 
point  ei'ili(|iie  de  R_,(g)  situé  dans  l'un  des  domaines  (|ui  le  com- 
posent. Il  y  a  don('  toujours  au  moins  un  point  eiitique  dans 
l'ensendjle  des  domaines  immédiats  assemblés  aiiloui-  de  a  et  dans 
lesquels  R«(z  )  tend  vers  a. 

Si  a  est  un  point  périodique  dont  le  multiplicateur  est  toujours 
de  la  même  forme,  il  y  a  une  douhie  périodiciti'  ainsi  qu'il  a  été 
expliqué  au  paragraphe  li;  l'ensemble  des  domaines  imimHliats 
assemblés  anloiir  des  divers  points  du  cycle  et  se  n'-partissanl  eux- 


—  66  — 

mêmes  en  cycles  contient  toujours  au  moins  un  point  critique  de 
la  fonction  K_, (5),  la  définition  exacte  de  cette  dernière  fonction 
pouvant  être  facilement  précisée. 

Comme  conséquence  importante  de  ce  qui  précède,  on  peut 
remarquer  que  le  nombre  total  des  cycles  de  points  périodiques, 
ou  même  plus  précisément  le  nombre  des  cycles  de  domaines  atta- 
chés aux  divers  cycles  de  points  dont  les  multiplicateurs  sont  infé- 
rieurs en  module  à  l'unité,  ou  égaux  à  l'unité  a\t'c  un  argument 
commensuiable  à  2  7t,  est  au  plus  égal  au  nombre  des  points  cri- 
tiques de  R_,(x;),  et  par  conséquent  au  plus  égal  à  2  (  t/ — i), 
si  R(  c  )  est  de  degré  d. 

Il  est  probable  que  la  même  limitation  subsiste  quand  on  consi- 
dère les  p(iints  jiériodiques  dont  je  multiplicateur  est  au  plus  égal 
à  1  en  mochilc,  le  cas  de  s=^e''^^  (0  réel,  incommensurable  )  n'étant 
pa^  exclu.  Je  pense  qu'on  doit  y  parvenir  par  la  méthode  de 
variation  des  coefficients  de  R(;)  déjà  utilisée.  Mais  jusqu'ici  je 
suis  seulement  parvenu  à  démontrer,  ce  qui  est  d'aiHeurs  le  point 
essentiel,  (|ue  le  nombre  des  cycles  de  cette  dernière  catégo^rie  est 
lui-même  fini. 

Démontrons  d'abord  le  lemme  suivant  :  «  Soient  N  fonctions 
d'une  varialde  complexe  /,  li()l()mor|)hes  pour  f  rr= /„,  et  dont  les 
points  représentatifs  pour  celle  valeur  de  la  variable  sont  situés 
sur  une  couibe  analytique  sans  point  singulier  et  feiinée  ;  on  peut 
donnei-  à  /  une  valeur  voisine  de  ^0  telle  que  la  moitié  au  nu)ins 
des  points  icprésenlalifs  de  ces  fondions  deviennent  intérieurs  à  la 
courbe.  » 

On  suppose  qu'aucune  des  fonctions  données  n'est  une  cons- 
tante ;  on  a  alors 

cpil>(f)_(p(i)(/„)  =  K, (/  —  /„)''•+..., 


<p^>)(/)_cpiN-,V„,,  =  K.x(<-/o)"> 


Li's  K,  étant  difTérents  de  /éro,  les  termes  écrits  aux  seconds 
mend)res  représentent  les  \aleurs  principales  des  dé|)lacements  des 
points  représentatifs  quand  on  passe  de  la  valeur  /«  à  la  valeur 
inlinimenl  \oisine  /  =  <„-4- A/.  Soit  :>.'/ la  plus  haute  puissance  de  2 
(jui  divise  l'un  des  entiers  />/  cl   groupons   ensemble   les  fonctions 
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|)our  lesquelles  l'entici'^/  coi  rcspondant  est  divisible  par  a?,  puis 
celles  pour  lesquelles  cel  entier  est  divisible  par  2?  ' ,  ainsi  de 
suite,  et  enlia  celles  poui-  lescjuelles  pi  est  un  nombre  impair. 
Donnant  à  \t  une  valeur  infiniment  petite  arbitraire,  j'obtiens  des 
déplacements,  les  uns  intérieurs,  les  autres  extérieurs  à  la  courbe, 
aucun  d'eux  n'étant  tangent  à  la  courbe  si  l'on  évite  de  donner 
à  l'argument  de  A/  certaines  valeurs  (;n  noiubre  fini.  Si  ces  dépla- 
cements ne  satisfont  pas  à  la  condition  exigée,  multiplions  \t 
par  e'?,  en  p'renant 


■l'I  ) 


les  aq  étant  égaux  à  o  ou  à  i . 

Pour  les  fonctions  de  la  première  catégorie,  l'argument  du  dépla- 
cement se  trouve  augmenté  de  a^lcs,  I  étant  impair,  et  ce  nombre 
est  congru  à  o  ou  à  tî  (mod  27î),  suivant  que  Uq  est  égal  à  o  ou  à  i . 
On  peut  donc  choisiV  a^  de  manière  que  la  moitié  au  moins  des 
déplacc.'ments  soient  dirigés  vers  l'intérieur. 

«y  étant  ainsi 'choisi,  considérons  les  fonctions  de  la  .'^(îconde 
catégorie,  s'il  v  en  a,  c'est-à-dfre  celles  poui-  lesquelles  l'entier  p 
est  divisible  par  2V~'.  Pour  celles-là,  l'argument  du  déplacement 
est  augmenté  de 

2'/-'  1  çp  ^  a^/   1  -  H (  mod  u  ir), 

1  étant  toujours  un  entier  impair.  En  donnant  à  «y_,  l'une  des 
valeurs  o  ou  i ,  on  a  donc  deux  déplacements  de  sens  opposé. 
On  choisira  fi,/_i  de  manière  que  la  moitié  au  moins  des  déplace- 
ments soient  intéri(;urs  à  la  coui-be.  On  ('ontinuera  ainsi  de  proche 
en  proche  et  l'on  déterminera  par  conséquent  les  entiers  ai  de 
manière  que  l'accroissement  e'^  1(  de  la  variable  donne  des  accrois- 
sements des  fonctions  o  (|ui  satisfont  à  la  condition  demandée.  Si 
l'on  obtenait  des  (l(!'placements  tangentiels  pour  certains  points,  il 
sullirail  de  modilier  inliniment  peu  rargiiment  de  A/  pour  (jue  la 
circonstance  ne  se  présente  plus. 

(le  lemmr  f'-lant  établi,  con.sid(''ioii.s  nu  point  pi'iiodique  a 
d'ordre  A,  dont  le  multiplicateur  soit  égal  à  i  en  module,  avec  un 
arguiiKînl  incommensurable  à  :>.iz,  ou  même  simplement  diflérent 
de  zéro.  Ce   point    a   est    une    racine   de   l'équation    R/,(c)  =  ;;,  et 
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On  suppose  tous  les  |)oints  tels  que  a  à  distance  (inie,  comme  il 
est  permis.  Introduisons  dans  R(3)  un  paramètre  variable  com- 
plexe t  tel  que 

R(5,  t)  étant  rationnelle  en  ;:  et  i  et  toujours  de  degré  d  par  rap- 
port à  z.  Considérons  la  racine  de  l'équation  algébrique 

Fiz,  t)  =  l\/,(2,t)  ~  z=-.o, 
qui  prend  la  valeur  a  pour   t  ^  (q  et  qui  est  iiolouiorphe  puisque 

A  celle  racine  y.{t)  correspond  un  cvcle  d'ordre  h 

a(/),      K[a(0,  t].-  .H/,_,h(/),/] 

doul    le    uuilliplicateur  s'obtient  en   reui|)laçanl    :;   par  y.{t)  dans 

l'expression  — '-—p Ce   multiplicateur  s[(  }   est    donc    lui-même 

une  foncliou  holouiorplie  pour  t  =  /o  «'t  preuant  en  ce  point  la 
valeur  s  située  sur  la  circonférence  de  centre  o  et  de  rayon  i.  Si 
l'on  a  IN.cjcles  analogues  pouila  subslituliou  |  ::|K(  ;  i|,  ou  obtient 
ainsi,  après  l'iutroduction  du  païamèlre  t,  i\  cycles  dont  les  mul- 
tiplicateurs, sont  des  fonctions  liolomorphes  de  t  pour  /  = /,j,  el 
(jui  restent  distincts  laut  (jue  /  varie  suflisauiuicnt  peu.  Les  valeurs 
initiales  des  N  fonctions  S[l)  étant  situées  sur  la  circonfé- 
rence |.s|  =  I,  on  peut  donner  à  raccroissemeul   /    -  /„  une  valeur 

i\  .  ...  .       . 

telle  (pie  —  au  luoins  de  (;es  fonctions   |)reniU'Ul   des  \aleurs   inlé- 

iicuics  à  la  circonlérence,  (^'est-à-dire  inférieures  en  uu>dule 
à  l'unité  (  '  ). 


(')  Pour  que  la  cunclusion  soit  exacle,  il  faul  qu'aucune  de  ces  fondions  s{t) 
ne  soit  une  constante.  Or,  on  peut  suppo-er  que  les  coeflicienls  de  K(-,  O  sont 
des  l'oniUioiis  linc. lires  de  t  (|ui,  pour  /  =  o.  sont  ceu\  de  U(-),  et.  pour  ^h=i, 
ceux  par  e\t!inple  d'une  sulisiitution  à  cercle  fondamental  de  première  espèce, 
qui  n'a  pas  de  points  périi>(li(|ut's  tels  que  \s\  =  i.  Les  s{t)  ronsidon-es  ne  restent 
donc  pas  constantes. 
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La  subblllulion   [^  |  R(^,  /' )]  a  donc  —   cycles   allraclil.s,  ce  (jui 

N 
n'est  possible  que  si  —  5 2(«a^ — i),  N^4(^— •)•   ^^*'  nombre  des 

cycles  en  question  est  donc  limité. 

Il   s'ensuit    que   tous  les  cycles  de  poinl^  a  partir  d'un  certain 

ordre  sont  répulsifs  et  appartiennent  par  conséquent  à  l'ensemble  ,f 

sur  lequel   nous  savons  qu'ils   sont    partout  denses.  §  peut   donc 

être   dédni   comme   Tensendile   dérivé  des   points    périodiques   de 

iliulliplicateur    >»  i    en    module.    On    en    déduit    diverses    consé- 

((uences  relatives  aux  valeurs   des   fondions   R'(;:),  R',,(:;)  sur  -f, 

notaiumenl  que  si  tp  design»'  l'ensemble  des  points  de  i  intérieurs 

à  un  cer(de  ayant  pour  centre  un  point   quelconque  de  ^,  aucune 

suite  infinie  extraite  des  R'„(s)  n'est  bornée  sur  co. 

31.  Nous  avons  vu  que  les  fonctions  R  „(;j  foiiuent  une  famdle 
normale  dans  tout  domaine  où  elles  sont  bolomorphes.  Nous  allons 
rechercher  quelles  sont  les  fonctions  limites  des  suites  conver- 
gentes formées  avec  ces  fonctions. 

Démontrons  d'abord  ceci  :  si  E  est  un  ensemble  ferme  dont 
aucun  point  n'est  limite  de  conséquents  d'un  point  extérieur  à  ,J, 
les  antécédents  de  rang  n  d'un  point  de  E  tendent  uniformément 
vers  rf  poui"  n  infini.  S'il  en  était  autrement,  il  existerait  une  Miittî 
d  entiers  A,,  )..j,  ...,  ),„,  ...  indéfiniment  croissants,  une  suite  de 
points  ç"  ,  ç*'",  ...,  ç'«  ,  ...  de  E,  et  une  suite  de  points  s"^ 
2<-^,  .'. .,  :;"",  ...  dont  la  distance  à  -f  serait  supérieiur  à  /•, 
tels  que 

Les  |)oint.>>  ;*'*'  ont  au  moiuN  un  point  bmite  c'"'  extérieui-  à  -T.  On 
peut  supposer  qu'on  n'a  c(.)nservé,  dans  les  égalités  précédentes, 
que  celles  pour  lesquelles  ^"''  tend  régulièrement  vers  3'"'. 
Les  R)__(2)  formant  une  suite  normale  dans  un  cercle  de  centre  «<"' 
et  de  rayon  r,  on  en  peut  extraire  une  suite  qui  converge  unifor- 
mément dans  ce  cercle  vers  une  fonction  limite  <I*(^-)  méromorphe 
en  c*"'.  On  peut  conserver  les  mêmes  notations  pour  cette  nou- 
velle suite.  On  voit  alors  aisenuMil  que  les  ^""=R>^(  3"  )  tendent 
vers  4>(\2(»')  =  ç<">  et  que  ;'»^  est  liuiite  des  R>_,(^c'»).  c'est-à-dire 
limite  de  conséquents  d'un  j)oint  evltrieur  à  ,î  ;  ç'"'  a|)partenant 
à  E,  ceci  est  contraire  à  l'hypothèse. 
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J'ajoute  que  cette  fondition  suffisante  est  éoalement  nécessaire 
pour  que  les  autec«'(lents  des  points  de  E  tendent  uniformément 
vers  i. 

Considérons  alors  un(^  suite  (pieleouqin»  de  fonctions  K_)  (  :;  ) 
uniforme  dans  un  domaine  D  et  formant,  par  conséquent,  une 
suite  normale  dans  D.  Supposons,  en  outre,  (pie  J  ne  comprenne 
pas  tout  le  plan;  cet  ensemble  est  alors  sans  points  intérieurs.  Les 
points  limites  de  conséquents  d'un  point  sont  alors  de  trois  sortes: 
r'  les  points  périodiques  attractifs,  qui  sont  en  nondire  fini; 
2°  certains  points  de  i  ;  3°  les  points  intérieurs  à  certains  domaines 
hypothétiques  que  nous  avons  appelés  sitiguliers  et,  de  plus, 
invariants  par  une  puissance  de  la  substitution  donnée.  Si  D  n'est 
pas  intérieur  à  un  domaine  de  cette  nature,  il  contient  donc 
d'autres  domaines  pour  lesquels  les  antécédents  de  ran<;  n  d'un 
point  quelconque  tendent  vers  ^  pour  //  infini.  Çans  ces  derniers 
domaines,  les  valeurs  des  fonctions  limites  des  R_x„(2)  tendent 
uniformément  vers  un  ensemble  sans  points  intérieurs  :  ces  fonc- 
tions limites  sont  donc  des  constantes  (points  de  ,f  ).  Il  en  est  évi- 
demment de  même  dans  tout  le  domaine  D. 

Tl  est  facile  de  déduire  de  là  une  condition  suffisante  pour  qu'il 
n'y  ait  pas  de  domaines  sin<;uliers  :  il  suffit  (jue  l'ensemble  E,'.  dérivé 
des  conséquents  des  points  critiques  ne  morcelle  pas  le  plan. 

Soient  ©  un  domaine  singulier  invariant  par  une  puissance  de 
la  substitution  donnée,  z  un  point  intérieur  à  ©;  il  y'a  également 
dans  le  plan  des  domaines  qui  ne  renferment  aucun  point  limite 
de  conséquents,  notamment  parmi  les  domaines  antécédents  de  3; 
soit  z"  un  point  intérieur  à  un  tel  domaine;  si  E^  ne  morcelle  pas 
le  plan,  on  peut  joindre  z  z"  par  une  ligne  polygonale  ne  conte- 
nant aucun  point  (le  E,.  ni  de  E^.  (]etle  ligne  est  elle-même  inté- 
rieur(.'  à  un  domaine  où  toutes  les  fonctions  R_,i(s)  sont  uniformes 
et  forment  une  famille  normale.  Or,  autour  de  z\  cei-taines  suites 
infinies  de  fonctions  H_„(^  )  ont  des  fonctions  limites  non  cons- 
tantes, par  exemple  égales  à  ;,  tandis  qu'autour  de  z"  toutes  les 
fonctions  limites  sont  (constantes.  11  est  donc  impossible  d'admettre 
l'existence  de  domaines  tels  que  G. 

La  fonction  R(:;)  étant  donnée,  pour  trouver  les  constantes 
limites  et  obtenir  des  précisions  sur  la  division  correspondante  du 
plan  en  régions,  on  devra  d'abord  chercher  les  points  limites  des 
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conséquents  des  points  eritiques  de  R_,(\::).  Si  ces  j)oints  sont  en 
nombre  fini,  ce  sont  des  points  péi'iodiques,  parmi  lesquels  il  peut 
se  trouver  des  points  attractifs,  des  points  indifférents  et  des  points 
répulsifs.  Ces  derniers  ne  peuvent  pas  être  limites  de  conséquents 
de  domaines,  sinon  il  j  aurait  (  §  15)  une  infinité  de  points  limites 
de  cette  espèce  et,  par  conséquent,  aussi  une  infinité  de  points 
de  E,'. .  S'il  y  a  des  points  périodiques  indiflférents  parmi  les  points 
de  E,'. ,  il  y  a  deux  cas  à  distinguer,  suivant  que  le  multiplicateur 
d'un  de  ces  points  a  un  argument  comraensurable  ou  incomnjen- 
surahie  à  271.  Dans  le  premier  cas,  ce  point  est  limite  de  consé- 
quents de  domaines;  dans  le  second  cas,  la  chose  est  douteuse. 
Enfin,  les  points  attractifs  sont  toujours  limites  de  conséquents  de 
domaines.  Ainsi,  si  E|,  ne  contient  qu'un  nombre  fini  de  points,  il 
n'y  a  pas  d'autres  fonctions  limites  que  des  constantes  en  nombre 
fini  ajant  pour  affixes  des  points  doubles  ou  périodiques  attractifs 
ou  indifférents. 

Pour  étudier  la  configuration  fies  domaines  correspondants,  on 
considérera  d'abord  les  domaines  élémentaires  de  convergence 
relatifs  il  ces  points,  que  nous  avons  étudiés  au  Chapitre  II.  On 
formera  ensuite  les  domaines  antécédents  de  ces  domaines  élémen- 
taires et  les  domaines  limites  de  ces  domaines  antécédents.  On 
obtiendra  ainsi  des  configurations  dont  la  complexité,  du  point  de 
vue  de  Vanalysis  silus.,  dépendra,  comme  on  a  pu  s'en  rendre 
compte  dans  les  exemples  traités  au  Chapitre  111,  de  la  position 
des  points  critiques  de  R_,(z).  Nous  verrons  dans  le  Chapitre  sui- 
vant qu'on  peut  obtenir  ainsi,  relativement  à  la  division  du  plan 
en  régions  de  convergence  correspondant  aux  divers  points  limites, 
quelques  propositions  générales,  mais  qu'on  devra  la  plupart  du 
temps,  pour  préciser  quelque  peu  la  structure  des  domaines  étu- 
diés, examiner  chaque  cas  particulier,  (!n  tenant  compte  de  toutes 
les  circonstances  qui  periiKîttent  de  mettre  en  évidence  quelque 
propriété  des  domaines  de  convergence  concernant  la  connexion, 
la  nature  des  courbes  ou  ensembles  frontières,  les  symétries  qui 
peuvent  se  présenter,  etc.  On  doit  d'ailleurs  remarquer  que  le 
problème  qui  consiste  à  trouver  l'ensemble  des  points  limites  des 
conséquents  des  points  critiques  nest  pas  sus(;eptible  d'une  solu- 
tion générale.  Si  même  on  sait  d'avance  que  ces  points  sont  en 
nombre  fini  et  qu'on  se   propose  alors  simplement  de  trouver  les 


^2  — 

points  attraclifs  (ou  indillénînls),  on  ne  pcul  pas  fixer  une  liuiile 
supérieure  du  nombre  d'équations  algébriques  qu'on  aura  à 
résoudre  pour  y  parvenir  puisque,  si  le  nombre  des  cycles  attrac- 
tifs est  limité  en  fonction  du  degré  de  R(  z  ),  en  revanche  l'ordre 
de  ces  cycles  peut  être  aussi  grand  qu'on  b-  veut  pour  un  degré 
donné.  Enfin,  s'il  y  a  une  infinité  de  points  de  E'. ,  ou  s'il  y  a  des 
points  indifférents  dont  le  multiplicateur  n'est  pas  commensurable 
à  2  7Ï,  l'étude  des  don)aines  de  convergence  est  à  peu  près  com- 
plètement à  faire  et  |)résente  vraiseniblabb-nient  de  très  grandes 
difficultés. 

Remarquons  enfin  que  si,  en  tous  les  points  de  l'ensemble  .flqui 
est  alors  borné  ),  on  a  |  R'(  ;  )  |  >>  K  ;>  i ,  aucun  point  de  ^  n'appar- 
tient à  Ee  ni  à  Ej.  et  que  les  fonctions  limites  sont  des  constantes 
(pii  correspondent  toutes  à  des  points  périodiques  attractifs.  En 
elfet,  on  aura,  pour  toutes  b-s  branches  de  R_,(5)  (qui  n'a  pas  de 
points  critiques  sur  ,7)  : 

r:,(^)<-^<. 

en  tout  point  de  J,  et  par  suite  aussi 

HL,(5)<K'<i 

dans  tous  les  cercb's  de  rayon  r^o  ayant  pour  centre  un  point 
de  ,f,  K'  étant  com|)ris  entre  i  et  — .  Donc  les  points  dont  la  dis- 
lance à  §  est  au  plus  égale  à  /•  ont  [)our  antécédents  immédiats 
des  points  dont  la  distance  à  ,1^  est  au  plus  égale  à  K'/*, 
et  pour  antécédents  de  rang  n  des  points  dont  la  dislance  à  ^ 
est  au  plus  égah'  à  K'"/-,  quantité  (pii  tend  vers  zéro  avec  — • 
On  en  conclut  (jue  les  antécédents  de  rang  n  des  points  d'un 
cercle  de  rayon  /•  ayant  son  centre  sur  ,f  tendent  uniformément 
vers  ^;  par  suite.  au(  un  point  de  0  n'est  limite  de  conséquents 
d'un  point  extérieur  à  ,f,  et  d  "autre  |)ail  il  iiv  a  pas  de  domaines 
singuliers.  Les  points  limites  (b;  conséquents  des  points  exté- 
rieurs à  §  sont  tous  des  points  doubles  ou  j)iriodiques  attractifs. 
Réciproquement,  si  aucuin  point  de  ^  n'appartient  à  E<^.  ni  à  E^, 
les  fonctions  R_//  {  :•)  sont  toutes  uniformes  dans  les  cercles  qui 
ont  pour  centre  un  point  de  ^  et  pour  rayon  /■  la  plus  courte  dis- 
lance de  ^  à  Ef-j-Ec.  ^  étant  supposé  borné  est  couvert  par  un 
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nombre  fini  N  de  ces  cercles  où  les  R_„  {z)  loiimiit  une 
famille  normale,  dont  toutes  les  fonctions  limites  sont  des  cons- 
tantes appartenant  à  l'ensemble  borné  .f  ;  il  s'ensnit  aisément  que 
dans  ces  N  cercles  toutes  les  fonctions  R_„  (z)  tendent  unifoi-- 
mément  vers  zéro.  On  aura  donc  pour  /i^h  : 

dans  tous  ces  cercles  (;t  par  suite  en  lf)ut  point  de  .T.  On  en  con- 
clut que 

en  tout  point  de  .f,  pour  n^h.  Ainsi  donc  si  J  est  borné  et  ne 
contient  aucun  point  limite  de  conséquents  de  points  critiques  de 
R_,(;;),  la  condition  R'(3)>>K>»  i  n'est  pas  nécessairement  rem- 
plie en  tout  point  de  .f,  mais  elle  le  sera  si  l'on  remplace  R  par  R.^, 
h  étant  un  entier  convenablement  choisi.  On  démontre  facile- 
ment que  les  substitutions  rationnelles  (pii  possèdent  ('e  caractère 
le  conservent  quand  on  fait  varier  suffisamment  peu  les  coeffi- 
cients de  R(3),  11  est  probable,  mais  je  n'ai  pas  approfondi  la 
question,  que  cette  propriété  appartient  à  toutes  les  substitutions 
générales,  c'est-à-dire  à  celles  dont  les  coefficients  ne  sérifient 
aucune  relation  [)articulière.  Je  signale,  dans  ce  même  ordre 
d'idées,  l'intérêt  qu'il  y  aurait  à  rechercher  les  conditions  néces- 
saires et  suffisantes  [)our  ([iie  1  (msemble  ^  varie  d'une  manière 
continue,  tant  au  point  de  vue  de  la  [)osition  dt;  ses  points  (pi'au 
point  de  vue  de  la  connevion  des  domaines  dans  lesquels  il  divise 
le  |)lan,  lors([u'on  fait  sarier  les  coefficients  deR(^c).  Il  parait  bien 
et  Ton  j)eul  le  constater  sur  des  exemples  que  la  discontinuité  a 
lieu  pour  les  valeurs  des  coefficients,  telles  que  J  contienne  des 
points  de  Ef-f-E]  . 

CIlUMlUi:  \. 

32.  Nous  étudierons  dans  ce  Chapitre  la  structure  de.s  domaines 
de  convergence  correspondant  aux  points  doubhîs  (ou  périodi(|ues) 
attractifs  ou  indifférents,  et  nous  montrerons  sur  des  exemples 
quelles  sont,  relalivenient  à  la  connexion  de  ces  doinaines,  les 
principales  circonstan("cs  qui  [xment  se  pn-MMiler. 

Soit  a  un  point  double  ail  laet  il  ;  il  exi>le  un  ei  rele  c  de  centre  7 
XLVMI.  G 


—   74    — 


et  de  rajon  r  en  toiil  |)()iiit  <lii(|H('l  on  a 

|R(z)-a|^K|^-7.  I         (o<K<i). 

c  renferme  donc  ses  conséquents  à  son  intérieur.  Inversement 
si  l'on  désigne  par  c_  „  l'ensemble  des  domaines  fermés  anté- 
cédents de  rang  n  de  c,  c'est-à-diic  le  lieu  des  points  tels  que 
|R„(s)  -^a|^/',  on  a""les  inégalités  t()|)ologiques 

c  <  C-i<  c_i. .  .  <c_„<.. ... 

Désignons  par  e'''^  le  domaine  faisant  partie  de  c_„  (jui  est  d'un 
seul  tenant  avec  a;  on  a  également  : 

c  =  e  <  e("<e(2'<;..  .<  e<")< 

Je  dis  que  D,  domaine  iniuiédiat  du  point  a,  est  rensemhle  limite 
de  e'"^,  c'est-à-dire  la  somme  des  domaines  e'-"K  En  eflet,  il  est 
évident  que  tout  point  de  e*"^  appartient  à  D.  Réciproquement 
tout  point  de  D  ap|)arlient  à  e[^^  pour  une  valeur  de  ti  suffisam- 
ment grande.  Car  si  \  appartient  à  D,  on. peut  joindre  aç  par  une 
ligne  polygonale  /  dont  tous  les  points  appartiennent  à  D;  sur  /, 
R„(g)  tend  uniformémeul  vers  a;  il  existe  donc  un   entiei/;  pour 

lequel  on  a  sur  / 

|R,,(z)-a|</-, 

c'esl-à-dire  qu(\/y^,  y/mi'  conséciucnle  de  /  cpii  joint  aÇy,  est  co\\\- 
plèlcmenl  intérieure  à  c;  donc  /  est  complètement  inlérieuic  à  c p 
et  j)ar  suite  à  e'^i'^  puiscpi'elle  a  nne  extrémité  en  a. 

Je  vais  monlrer  (jue  si  D  n'est  pas  simplement  connexe,  il  est 
d'ordre  de  connexion  infini.  Supposons  que  le  domaine  e^^^  ne  soit 
pas  simplement  connexe;;  il  est  donclimité  par  plusieurs  courbes, 
.antécédentes  de  rang  A  de  la  circonférence  \z  —  a|  =  /'.  Ces  courbes 
sont  sans  points  sin;4idicrs  et  sans  points  communs  tieux  à 
deux  pouiNii  (pie  la  circonlVrcncc  y  de  c  ne  contieiiue  pas  de  con- 
séquents de  points  critiques  de  R_i(5),  ce  qu'on  peut  supposer. 
On  peut  aussi  admellr(!,  si  l'on  fait  la  ligure  sur  le  plan,  (pie  e'*-' 
renf(Mi))c  le  point  à  l'inlini;  comuu'  ce  domaine  est  d'un  seul 
tenant,  les  (H)urbes  simples  ([ui  le  limitent  sont  deux  à  deux  exté- 
rieures Tune  à  l'aulriî  cl  de  plus  extérieures  à  la  circonférence  y. 
Si  l'on  pose  !{/,(;)=:  T(:;  ),  ce  domaine  c'*^  devient  le  domaine  e"^ 
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rolalif  à  la  suh^lil  iiti')n  [c|T(c)|.  Nous  pouvons  appeler  -'"L,, 
yL|,  ...  ylr',  l<^s  q  courbes  (jui  forment  sa  frontière  cl  (jui  sont  des 
transformées  de  y  par  T_i  ( -•  )  ;  soient  toujours!)  le  domaine  immé- 
diat de  a,  f  sa  frontière  qui  est  un  ensemble  parfait  invariant 
contenu  dans  J.  Chacune  des  q  courbes  y_,  renferme  à  son  inté- 
rieur des  points  de  ,f  et  par  suite  aussi  df^y.  (^ar  si  Ç  est  un  point 
de  l'une  de  ces  courbes,  'C.^  =T(  !^  )  est  sur  y.  Faisons  décrire  à  z 
un  cliemin  simple  partant  de  v,,  ri'stant  à  l'extérieur  de  c  et  abou- 
tissant en  un  point  de  J;  le  point  T_i(:)  qui  coïncide  avec  ^ 
quand  z  est  en  ^(  décrira  un  cbemin  qui  sera  tout  d'abord  extéineur 
à  c''^  et  par  suite  intérieur  à  la  courbe  y„|  ;  si  ce  chemin  tra- 
viU'saity  _  i  ,  le  chemin  décrit  par  :;  tr,i\  ei'serail  v,  ce  qui  n'a  pas  lieu. 
Donc  T.,  (  z)  reste  dans  ces  conditions  extérieur  à  v_, ,  et  comme  z- 
aboutit  en  un  point  de  -7  il  en  est  de  même  de  T_,  {z)]  il  y  a  donc 
des  points  de  J  (<'t  de  /')  à  l'intérieur  des  q  courbes  v  ,,  ce  qui 
prouve  que  D  est  d'ordre  de  eoiinexion  au  moins  égal  à  q.  Je  dis 
que  e^"^  sera  de  même  limité  par  au  moins  <i"  courbes  extérieures 
les  unes  aux  autres  et  contenant  chacune  deti  points  de  f.  Il  suflit 
de  montrer  ({ue  si  le  fait  est  exact  [)oure^"'  il  l'est  pourr?'"  +  '^ 
Soit  y_„  l'une  des  courbes  (pii  limilenl  e' "  ^  ;  tout  [)oint  de  ■'_/,  a 
son  consé(juenl  de  r.ing  //  sur  y;  inserseuient,  à  un  point  de  y  cor- 
n'spond  une  bram^he  de  la  fonction  T_„(r)  cpii  prend  en  ce  point 
une  valeur  située  sur  y_//.  de  manière  'que  :;  recevant  un  déplace- 
ment inlinimént  petit  intérieur  ou  extérieur  à  v,  T_„(;)  éprt)uvc 
un  di'placement  exlériiuir  ou  intérieur  à  v  „.  Faisons  décrire  à  z 
unclu^'inin  partant  d'un  |)oinl  m  de  y  et  aboutissant  en  un  point  p 
de  la  courbe  yJ!,'  en  restant  à  l'extérieur  du  cercle  et  à  l'interii  in- 
du domaini;  e^'^,  sauf  eu  sou  extri-milé  p\  T_„(:;)  décrit  un 
chemin  inlérieui"  à  y_,/;  :;  décri\ant  ensuite  la  courbe  ylî^',  dans  le 
sens  dii-ecl  par  evtMuple,  T_„(^3)  tlccril  une  courbe  ([ui  se  fernn; 
(piand  r  a  d'-ciil  \\i\  nond)r.'  entier  de  fois  la  courbe  y.",'.  On 
obtient  aiusi  une  ciniib  •  intcrii-iirc- à  y_„';  c'est  une  courbe  fron- 
tiér<;  du  dcMuaine  <?'"'^'  ,  c.tr  dune  part  sa  conséquente  de  rani; 
n~\-\  coïncide  avec  y,  d'autic  part  elle  est  reliée  à  v_„,  laquelle 
(!st  inlcri<uire  àe^"*^'^  (en  \eilii  de  ff")  <;e("  +  i)  j  p^.  ,m,.  l|o|i,. 
contmiie  qui  appartient  à  c  {u^\)  \  <•"  |><'«l  donc  relier  cette  li^iie 
y_(«^i;  au  point  7  par  un  continu  (pii  appailient  à  c_  („_^i).  l-c 
même    proc(''(le    a|)[)li(pir'   au\  y  courbes  v'i.,,  yi,,  ....,  v'^T'  donne 
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ainsi  q  courbes  v  (,j_j_,j  iuiéiicuies  à  la  niênie  courbe 
q  courl)es  sont  sans  points  communs  et  extérieures  les  unes  aux 
autres;  en  effet,  chacune  d'elles  est  reliée  à  Y-«  pai'  une  ligne  qui 
ne  peut  pas  traverser  les  autres  puisque  son  point  de  départ  seul 
appartient  à  la  frontière  de  e^""*"  '  ^ 

Enfin  la  courbe  Y-î  renfermant  des  points  de  ,î  à  son  intérieur, 
on  peut  tracer  une  ligne  partant  d'un  point  de  cette  courl)e,  res- 
tant à  son  intérieur  et  aboutissant  en  un  point  de  .î  ;  z  décrivant 
cette  ligne,  le  point  antécédent  T_„(^),  qui  part  d'un  point  d'une 
courbe  y.  (,,4.,  )  ainsi  qu'il  vient  d'être  expliqué,  reste  intérieur  à 
cette  dernière  courbe  et  aboutit  aussi  en  un  point  de  .T.  11  j  a 
donc  des  points  de  /  à  l'intérieur  de  ces  q  courbes  Y-, /<  +  ))•' 
Comme  d!autre  partie  nombre  des  courbes  y_/.m  ^i"!  limitent  e'"' 
est  au  moins  </",  on  ()l)tient  ainsi  au  moins  ^"^  *  courbes  limi- 
tant e'""*'^  et  possédant  les  propriétés  annoncées. 

Il  résulte  de  là  que  si  c'"^  n'est  pas,  quel  que  soit/i,  simplement 
connexe,  le  domaine  immédiat  D  a  un  ordre  de  connexion  au 
moins  égal  à  2"  ;  il  a  donc  un  ordre  de  connexion  infini,  n  étant 
aussi  grand  qu'on  le  veut.  Si  au  contraire  t^'"  est  toujours  simple- 
ment connexe,  il  en  est  de  même  de  D,  puisque  toute  courbe  fer- 
mée intérieure  à  D  est  intérieure  à  un  certain  c'"^  et  peut  ainsi  se 
réduire  à  un  point  par  iukî  déformation  continue  sans  sortir 
deD. 

Cherchons  à  préciser  les  con(bt  ions  pour  que  D  soit  simplement 
connexe.  Désignons  par  R_,(r)  ki  fonction  inverse  de  R(-3)  ics- 
treinte  à  \)  (§0).  On  peut  toujours  tracer  une  courbe  fermée 
sans  point  double  1'  dans  D,  séparant  le  plan  en  deux  régions  dont 
l'une  est  intérieun'  à  D  et  contient  le  point  a  cl  les  points  criti- 
ques de  R_.|(;)  intérieurs  à  D.  Si  D  est  sinq)lemcnt  connexe, 
toutes  les  \aleurs  de  K  _i  {z-}  se  permutent  circulairement  sur  V.  La 
léciproque  est  vraie.  En  effet,  considérons  les  courbes  fermées 
siiiqiles  s"'i'  les{[uelles  (h'ux  \aleurs  de  R_,(:;)  au  moins  se  permu- 
t(>ut  ;  ces  courbes  sont  en  nombre  fini,  en  regardant  comme 
identiques  deux  courbes  (pii  se  ramènent  l'une  à  l'autre  par 
déformation  continue  -~<iiis  tiaxcrser  les  |)oinls  iM'itifjues.  Considé- 
rons celles  de  ces  courbes  qui  peuveut  être  tracées  dans  D;  à 
jiartii- d'une  certaine  \al(ur  de  //,  elles  st)nt  toutes  intérieures  au 
(l.)nraiue  ('  "K  (h'fini  pn(  (•Icimiunt .  Toutes  les  l)ranclie>  (h'  R  -  ,  (  ::  1 
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se  permutent  alors  entre  elles  dans  e^^K  et  comme  e^"'  doit 
rester  simplement  connexe  quelque  soit  /i,  Ips  branches  de  fonc- 
tion considérées  se  permutent  circulairement  sur  le  contour 
de  e^^K  Cela  équivaut  à  la  condition  énoncée. 

En  particulier,  si  D  renferme  un  seul  point  critique  [3  de  R_k(s), 
D  est  simplement  connexe.  En  effet,  partons  du  cercle  c  et  soient 
toujours  e''',  <?'-\  ...,  e'"',  ...  les  parties  des  domaines  antécé- 
dents de  c  qui  sont  d'un  seul  tenant  avec  a;  soit  e^'^'  le  premier  de 
ces  domaines  qui  renferme  un  point  critique  de  R_i  {z)  :  e^*'  existe 
d'après  ce  qu'on  a  vu  au  Chapitre  IV;  e'''''  renferme  donc  ^  qui 
est  criticjue  non  seulement  pour  R_,(^),  mais  plus  particulière- 
ment pour  R_,  (s);  e^^'J  est  d'ailleurs  simplement  connexe  puisque 
jusqu'au  rang  h  inclus  les  domaines  <?,  e'  *  K  e'^',  ...  se  déduisent 
chacun  du  précédent  par  une  substitution  uniforme.  Traçons  un 
lacet  constitué  par  les  deux  bords  d'une  coupure  qui  joint  fj  à  un 
point  du  contour  de  e'^'  en  restant  dans  ce  domaine,  et  par  une 
circonférence  infiniment  petite  décrite  autour  de  j3.  On  transforme 
ainsi   e^^''en    un  domaine  où  la   fonction  R_,  (s)   qui  |irend    la 

valeur  a  en  a  est  uniforme.  Autour  de  [j.  R_,  (::)  est  développable 

1 

suivant  les  puissances  entières  de  (  :; —  '^j'  : 

Aux  /•  déterminations  de  (  ;;  —  ji)'  c(;  développement  fait  corres- 
pondre /■  branches  de  la  fonction  R_,  {z)  (|ui  se  permutent  autour 
de  [i  où  elles  prennent  la  même  valeur  ^_,  .  Chacune  d'elles  donne 
du  domaine  coupé  e'^  une  image  qui  est  un  domaine  simplement 
connexe;  on  a  ainsi  /•  domaines  j)artiels  simplement  connexes 
assemblés  autour  de  jj_,   et  juxtaposés  suivant  /•  lignes,  images  de 

la  couj)ure.  (|ui  font  entre  elles  des  angles  égaux  à—  ;  cet  assem- 

blag(!  constitue  un  doniaine  uiii(jue,  simplement  connexe,  ajani 
pour  frontière  la  couibe  ferm(''(^  unique  décrite  par  R_,  ( z)  quand 
z  décrit  /•  fois  de  suite  le  contour  de  e'^^  On  en  conclut  (jue 
g(A+i)  ^.gj  simplement  connexe;  il  en  est  de  même  pour  e^^'^'^^., 

e(^  +  -'^ le  même    raisonnement    s'appliquant    de    proche    en 

proche. 

Si  eu  part  icu  lier-  toutes  les  d  ('ter  mi  nations  de  R_  ,  (c)  se  permu- 
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lent  circulaircment  sur  \v  contour  do  e'^\  le  doninine  total 
d'allraction  du  point  a  est  à  la  fois  d'un  seul  tenant  et  simplement 
eonnexe,  le  domaine  iuimédial  n'ayant  pas  d'autre  antécédent  que 
lui-même. 

11  résulte  de  ce  qui  a  été  dit  au  Chapitre  IV  que  si  le  domaine 
du  point  double  a  n'est  pas  d'un  seul  tenant,  il  se  compose  d'une 
infinité  de  domaines  distincts.  Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  et  il 
suflit  qu'un  point  du  domaine  immédiat  D,  par  exemple  le  point  a 
lui-même,  ait  des  antécédents  extérieurs  à  D.  Remarquons  que  si 
a  n'est  pas  point  ciitique  de  R_,(  ;).  il  a  toujours  des  antécédents 
distincts  de  lui-même  dans  D,  puisque  la  ("onction  R_, (^),  res- 
treinte à  D,  y  possède  des  déterminations  multiples.  Si  R(:^)  osl 
un  polynôme,  le  domaine  du  j)oint  à  l'infini  est  toujours  d'un  seul 
tenant.  Si 

P(5)  étant  un  polynôme  avec  [^(o)!^  i,  le  point  double  attractif 
:;  =  o  a  un  domaine  d'un  seul  tenant,  car  le  point  ^  =  o  n'a  pour 
antécédents  de  rang  i  que  lui-même  et  le  point  à  l'infini;  comme 
5=:o  est  racine  simple  de  R(c)  =  o,  il  falit  que  le  point  à  l'inlini 
fasse  partie  du  domaine  immédiat  D.  On  en  conclut  que  tous  les 
antécédents  du  point  ^  =  o  font  partie  du  domaine  immédiat  qui 
se  confond  par  conséquent  ave<;  le  domaine  total  du  point  ^  =  o. 

S'il  y  a  plusieurs  points  doubles,  et  si  le  domaine  immédiat  D 
(h;  l'un  d'entre  eux  a  n'est  pas  simplement  connexe,  les  domaines 
des  autres  points  3,  y,  . .  .  ne  sont  pas  d'un  seul  tenant,  car  si  la 
courbe  fermée  sinqile  G  tracée  dans  D  sépare  deux  jioints  m  et  //<' 
de  la  frontière  de  D,  il  y  à  des  antécédents  de  [iJ  (ou  d'un  |)oint 
inliniment  voisin)  aussi  près  qu'on  le  veut  de  chacun  des  points 
m  cl  /n'  qui  appartiennent  à  5  ;  il  y  a  donc  des  points  appartenant 
au  doniaine  total  du  point  .i  qui  sont  séparés  G  par;  cette  courbe 
n'appartenant  pas  au  domaine  de  [3,  ce  df^rnier  domaine  n'est  pas 
d'un  seul  tenant,  et  se  compose  donc  d'une  infinité  de  parties 
distinctes. 

Inversement,  si  le  domaine  du  point  double  a  est  d  un  seul 
tenant,  les  domaines  des  aulnes  points  attractifs  cpii  peuvent 
exister  sont  lormés  de  parties  sim|)l('meiit  comiexes. 

R(!mai'(juoiis  cnlin   (pic,    s  il   \   a  plus   de   deux    points   attractifs, 
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l'un  au  plus  de  ces  points  possède  un  douiaine  d  un  seul  tenant; 
nous  avons  dcmonlié  en  cfFel  qu'il  ne  peut,  pas  y  avoir  plus  de 
deux  domaines  complètement  invariants,  et  simplement  connexes. 

Toutes  ces  propositions  générales  subsistent,  si,  au  lieu  d'un 
point  double  attractif,  on  considère  un  point  double  pour  lequel 
5  =  4-1.  Nous  savons  en  efFet  que  dans  ce  cas  il  existe  des  domaines 
de  convergence  élémentaires  assemblés  autour  du  point  double  ; 
ces  domaines  limités  par  exemple  par  des  courbes  algébriques 
ont  un  point  anguleux  au  point  double;  ils  sont  simplement 
connexes  et  contiennent  leurs  consécpients.  Les  raisonnements 
faits  à  propos  des  points  doubles  attractifs  subsistent;  les  domaines 
élémentaires  qui  remplacent  ici  le  cercle  c  ont  un  point  frontière 
commun  avec  leurs  conséquents  à  savoir  le  point  double  lui-même, 
mais  on  se  rend  compte  aisément  que  cette  circonstance  ne  modifie 
en  rien  les  con(;lusions. 

Enfin,  ce  qui  a  été  dit  au  sujet  des  points  doubles  s'applique  aux 
points  périodiques  qui  sont  des  points  doubles  d'une  puissance  de 
la  substitution  donnée. 

Résumons  ces  conclusions  : 

i"  Le  domaine  immédiat  d'i/n  i>ninC  double  (ou  périodique) 
attractif  est  simplement  connexe  ou  d'ordre  de  connexion 
infini. 

2'^  Si  le  domaine  d'un  point  double  attractif  est  d' un  seul 
tenant^  les  domaines  des  autres  points  attractifs  qui  peuvent 
exister  sont  formés  de  parties  simplement  connexes.  Inver- 
sement si  le  domaine  immédiat  ou  C  un  des  domaines  partiels 
qui  constituent  le  domaine  total  d^un  point  double  n^esi  pas 
simplement  connexe^  les  domaines  des  autres  points  attractifs 
sont  formés  d'une  infinité  de  parties  distinctes. 

3°  .S"/7  }'  a  plus  de  deux  points  doubles  ou  périodiques 
attractifs.,  l'un  au  plus  de  ces  points  peut  avoir  un  domaine 
d'un  seul  tenant,  les  autres  étant  formés  d'une  infinité  de 
domaines  partiels  distincts. 

4"  Dans  les  énoncés  précédents,  on  peut  comprendre  parmi 
les  points  doubles  attractifs  ceux  dont  le  multiplicateur  est 
une  racine  de  l'unité.  Si  l'étoile  relative  à  ce  point  est  une 
étoile  à  q  branches,  il  équivaut  à  q  points  doubles  distincts. 


—  80  — 

33.  Nous  allons  considérer  mainlenanl  la  frontière  /  du 
domaine  immédiat  D  d'un  point  double  attractif  a.  /  est  un 
ensemble  fermé  et  même  parfait,  car  si /avait  un  point  isolé,  il  en 
serait  de  même  de  i  et  nous  savons  que  i  est  parfait.  Je  vais 
montrer  que  /  est  le  dérivé  de  l'ensemble  des  antécédents  d'un 
point  quelconque  de  D  obtenus  au  moyen  des  branches  de  fonc- 
tions R_„{:;)  restreintes  à  D.  Il  est  clair  que  l'ensemble  dérivé  en 
question  est  contenu  dans/,  car  les  points  limites  d'antécédents 
d'un  point  a  de  D  appartiennent  à  ^,  si  a  est  distinct  du  point 
double  a;  comme  les  antécédents  considérés  ici  appartieuncul  tous 
à  D,  leurs  points  limites  appartiennent  à  D  ou  à  sa  frontière  /, 
cette  seconde  hypothèse  étant  seule  admissible  puisque  ces  points 
limites  sont  contenus  dans  §. 

Je  vais  montrer  que  réciproquement  tout  point  de  J  appartient 
"\  l'ensemble  dérivé  que  nous  venons  de  définir.  Gela  va  résulter 
aisément  de  la  considération  des  suites  normales  formées  par  les 
fonctions  R_„  (^)  restreintes  à  D.  Considérons  en  effet  un  cercle  c 
de  centre  a.  dont  la  circonférence  ne  renferme  aucun  point  con- 
séquent des  points  critiques  de  R_, (c),  et  les  parties  e'  '  \  e'^', . . ., 
e'"',  ...  des  domaines  antécédents  de  c  qui  sont  dun  seul  tenant 
avec  a.  On  voit  aisément  que  tout  point  de  y  est  limite  de  points 
appartenant  aux  courbes  (ovales  de  Cassini)  qui  forment  la  fron- 
tière des  domaines  .e'^^  Or  il  existe  une  couronne  circulaire 
(c,  c)  entourant  le  cercle  c  dans  laquelle  les  diverses  branches 
des  fonctions  R_„(::)  forment  une  famille  normale,  pourvu  que 
ce  domaine  coronal  ail  été  transformé  en  un  domaine  simplement 
connexe  au  moyen  d'une  coupure  radiale  joignant  les  circonfé- 
rences de  c  et  de  c',  et  de  toute  suite  des  fonctions  R_,,  (:;),  on  en 
peut  extraire  uiie  autre  (jui  converj^e  unifonnénuMit  dans  ce 
domaine,  contour  compris,  vers  une  fonction  limite  (jui  est, 
comme  nous  l'avons  \u,  une  constante.  Il  s'ensuit  que  tout  point 
de  y  étant  limite  de  points  t(.'ls  que 

ÏÏ_a,(r),      R^a,(r),       •••,      T^-«,.(?"") 


ou 


Ç',  ç",  .. .,  ^'"',  ...    désignent   des  |)oints   de    la    circonférence 
de  r,  sera  également  limite  de  points  tels  (pic 

R_p.(0,     ÏÏ_p,(f) K._fi„(0,     ..., 
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;  étant  un  point  fixe  quelconque  de  la  eouronne  (c,  c).  On  peut 
même  supposer  que  ;  est  un  point  quelconque  de  D,  autre  ({ue  a. 
Voici  d'autres  propriétés  de  l'ensemble  /  : 

i"  Nous  rappelons  que  /"  est  invariant  par  la  substitution 
[z|R(,.,].  _ 

2"  y  contient  toujours  au  moins  un  point  double  de  la  substi- 
tution. En  efTet  soient  ç  un  [)oint  de  D  distinct  de  a  et  des  consé- 
cjuents  des  points  criti([ues  de  R_,  («)  et  ;_,  un  antécédent  immé- 
diat de  ç  situé  dans  D,  c'est-à-dire  une  valeur  de  R_|(i).  11  existe 
un  domaine  simplement  connexe  contenu  dans  D  et  contenant  ç 
et  ç_,  ;  soit  0  ce  domaine  dans  lequel  on  a  tracé  une  ligne  simple 
polygonale  /joignant  ç  à  ç_,.  A  la  ligne  /,  la  branche  de  fonction 
R_i(5)  qui  prend  en  ^  la  valeur  ç_,  fait  correspondre  la  ligne  /_, 
allant  de  ç_,  à  ;_2,  et  au  domaine  0  le  domaine  simplement  con- 
nexe §_,  qui  empiète  sur  0  puisque  tous  deux  contiennent  ç_,  ;  à 
'"j_,,  la  fonction  R_,(^)  (prolongée  par  cheminement  continu  sur 
/-{-/_,)  fait  correspondre  o_,  qui  empiète  sur  o_,  et  contient  la 
ligne  /_2  joignant  q_5  à  ^_:,  et  ainsi  de  suite.  Les  domaines  0, 
5_.,  . . .,  o_„,  .  . .  empiètent  chacun  sur  le  précédent  et  le  suivant; 
ils  tendent  d'ailleurs  vers  certains  j)oints  de /comme  il  résulte  de 
l'alinéa  précédent,  les  fonctions  R_„(:;)  formant  dans  S  une 
famille  normale  à  fonctions  limites  constantes.  Si  X  est  un  tel 
point,  limite  du  domaine  o.p  ,  le  domaine  ô_{3  ^.,),  tend  aussi 
vers  A  puisque  ces  deux  domaines  empiètent  l'un  sur  l'autre 
et  ont  des  dimensions  infiniment  petite  avec  -  ;  comme  le  second 
de  ces  domaines  est  un  antécédent  immédiat  du  premier,  il 
s'ensuit  que  R(A)  =  ).;  \  est  donc  un  point  double.  Les  domaines 
o_„  ont  tous  pour  limite  ce  |)oint  A,  car  si  o_3  tendant  vers  A 
et  fj_u  .y     vers  a'  di(;tinct  de  X,  le  domaine 

■o_;i^   ^■  c!-/^,,..)  -^  ..  .  -(-8  (,3,, -♦-•-,, 

qui  est  d'un  seul  tenant,  aurait  une  iniinilé  continue  de  pointS' 
limites,  ce  cpu  est  impossible  puiscjue  les  racines  A  de  R(^)=:3 
sont  en  nombre  (ini.  11  v  a  donc  un  chemin 

dans  D  (pu  pari  de  ;  cl  ahmilil  au  seul  |)()inl  froulière  A;  A,  (pii  est 
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un  poiiil  cloiihl*'  de  la  siihstilulion,  est  on  inèinc  temps  un  point 
accessible  de  D.  À  est  en  général  un  point  double  répulsif;  il  peut 
se  faire  que  A  soit  un  point  double  indifférent.  S'il  existe  un  seul 
point  double  répulsif,  les  autres  points  doubles  étant  tous  attrac- 
tifs, les  domaines  immédiats  de  ces  derniers  ont  alors  un  point 
frontière  commun. 

3"  On  a  toujours  en  certains  points  de  /,  quand  le  domaine  D 
est  borné,  l'inégalité 

|H'(2)|>v/v, 

V  étant  le  nombre  de  branches  de  R_i(-;  )  (jui  se  pennulcnt  dans 
D(v?^  2).  En  eflel,  soit  x\  un  petit  domaine  simplement  connexe 
intérieur  à  D  et  dans  lecpiel  les  fonctions  Ri",,'  n'ont  pas  de 
points  critiques  ;  A  [)eut  être  regardé  comme  la  différence  de  deux 
domaines  B  et  B'  intérieurs  à  D  et  contenant  le  point  double  a;  la 
somme  des  domaines  antécédents  de  rang  /î' du  domaine  B,  (pii 
sont  intérieurs  à  D,  tend  vers  le  domaine  D;  le  domaine  B  jouit 
de  la  même  propriété;  les  deux  sommes  d'aires  correspondantes 
ont  donc  même  limite  qui  est  l'aire^de  D;  par  suite,  l'aire  totale 
des  domaines  antécédents  de  rang  11  de  A  qui  sont  intérieurs  à  D 
tend  vers  zéro  pour  n  infini.  Si  l'on  avait  jR'(s)|£v/v  sur  /  et 
par  suite  dans  D,  on  en  déduirait 

le  rapport  d'un  élément  d'air<;  de  D  et  de  son  conséquent  étant 
ainsi  supérieur  à  -;  les  v  éléments  dair»*  déduits  de  l'élément  du) 
par  les  v  branches  de  la  fonction  R_|(-)  auraient  une  somme 
supérieure  à  v  —  =  dio\  donc  les  sommes  des  aires  antécédentes 
de  rang  n  de  A  et  intérieures  à  D  seraient  non  décroissantes  avec 

-  et  ne  sauraient  tendre  vers  zéro.  11  y  a  contradiction.  Le 
n 

domaine  I)   renferme  donc  des  |)oints  où  |  R'(:;)  |  >^/v  ;  il  en  est 

de  même  de  sa  frontière. 

Nous  trouverons  par  la  suite  d'autres  propriétés  de  cet  ensemble/, 

dont  l'étude  paraît  plus  diflicile  dans  le  cas  général  que  celle  de 

l'ensemble  ,f . 

3i.   Mous  allons  maintenant   iairc   des  hypothèses   particulières 
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(jiii  nous  [)crmeltronl  de  préciser  clavanlage  la  natiuv!  do  ccUte  f'ron- 
lièrc.  Supposons  que  ,?  ne  renferme  aucun  puiiil  de  l'ensemble 
E<.-f-E,'.  ou,  ce  (jui  revieni  au  même,  que  l'on  ail  sur  ^ 

\R,(z)\>K>v. 

supposons  en  oulrc  D  sinqjlcmenl  connexe.  Nous  allons  voir 
que  /  est  alors  en  général  une  courbe  de  Jordan  sans  point 
double.  En  effet,  nous  savons  que  /  est  l'ensemble  limite  d'une 
suite  de  courbes  C,  C_,,  C_2,  ...  d'un  seul  tenant  et  sans  points 
doubles,  s'envelo|)pant  mutuellement  et  dont  chacune  se  déduit 
de  la  suivante  par  la  substitution  |::|R(::)];  sur  ces  courbes  les 
vvaleurs  de  R_,(:;)  se  permutent  ('irtnilairement,  les  points  cri- 
tiques de  R_,(s)  et  leurs  conséquents  pouvant  d'ailleurs  être 
supposés  intérieurs  à  C.  Supposons  qu'on  puisse  ensuite,  en  dila- 
tant la  courbe  G,  obtenir  une  autre  courbe  C  complètement  exté- 
rieure à  D  et  telle  que  dans  la  couronne  (G,C')ne  se  trouve  aucun 
point  de  l'ensemble  E^.. -t-E^.,  en  sorte  que,  sur  G,  les  v  valeurs  de 
R_i(s)  se  permutent  encore  circulairement  ;  pour  tout  point  z  de 
la  couronne  (G,  G),  les  valeurs  de  R_„(3)  tendent  uniformément 
vers  la  frontière  /  de  D,  intérieure  à  cette  couronne;  la  courbe 
(y_„  déduite  de  G'  par  [  ;: jR_„(^)J,  sera  donc,  à  partir  d'une 
certaine  valeur  de  «,  intérieure  à  G. 

On  peut  supposer  cju'il  en  est  ainsi  à  partir  de  /i  =  i .  Nous 
pouvons  donc  considériM-yComme  liniil<'  (commune  de  deux  suites 
de  courbes  G_„  et  GL„,  telles  que  C_,,  soit  extérieure  à  G_^,  G  .(//+i) 
extérieun;  à  C_n  «t  G'_(rt^.i>  intérieure  à  Gl„,  l'écart  ('  )  de  G_-„  etG_„ 
tendant  vers  zéro,  et  les  couronnes  (G_„,  CL»)  contenant  au  moins 
un  point  double;  répulsif  de  la  substitution  donnée.  Les  considéra- 
tions du  paragraphe  !2i  (Ghap.  III)  sont  donc  ici  a|)plicables,  à 
cela  près  ([u'au  lieu  de  la  totalité  des  branches  de  la  fonction 
R  i(-S),  on  ne  considère  ici  ([ue  les  v  branches  de  la  tonction 
R..I  (z)  égale  à  a  pour  :;  =z  a,  et  se  permutant  ciicnlairtinrnt  sur 


(')  Lt'curl  lie  driix  courtics  C  cl  C  esl  (icdiii  comiiie  il  suil  :  soil  de  la  jilus 
courte  distance  d'un  poiiil  m  de  C  à  la  courlx-  C;  lorsque  m  décrit  C,  (I  possède  un 
iiiaximurn  quon  peul  désigner  par(  C,  C)  ;  le  plus  f;r.ind  des  di-ux  noiiihn-s  (('..</) 
<■(   (C,  C)  est  l'écart  des  deux  couihes. 
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les  courbes  C_„  et  C'_„.  L'ensemble  limite  f  de  ces  courbes  est 
donc  encore  ici  tmc  courbe  de  Jordan  sans  points  doubles,  sus- 
ceptible du  mode  de  représentation  obtenue  dans  ce  paragraphe. 
Tous  les  points  de  /sont  alors  des  points  accessibles;  ils  sont 
tous  limites  des  points  j)('riodi(jues,  ces  j)oints  étant  denses 
sur/. 

Si  la  condition  que  i  ne  renferme  aucun  point  de  E^-l-E'.  est 
toujours  vérifiée,  D  n'étant  plus  simplement  connexe,  l'cnsembley, 
s'il  n'est  pas  partout  discontinu,  renferme  uiu^  infinité  de  continus 
distincts. 

Si  l'on  ne  fait  plus  aucune  hypothèse  particulière,  la  ([uestion 
de  reconnaître  si  la  frontière  du  domaine  immédiat  d'un  point 
double  attractif  peut  avoir  des  points  inaccessibles  |)résente  des 
difficultés  que  je  ne  suis  pas  parvenu  à  suruionter. 

35.  Nous  allons  tnaintenant  revenir  brièvement  sur  le  cas  où 
l'ensemble  4  est  partout  discontinu.  Supposons  qu'il  y  ait  un  point 
double  attractif;  son  domaine  est  alors  d'un  seul  tenant  et  se 
confond  avec  le  domaine  immédiat  D;  ce  dernier  est  complémen- 
taire de  l'ensemble  i  (^111  !><'  confond  ici  avec  f).  Les  points 
critiques  de  R_,(2)  appartiennent  tous  à  i  ou  à  D.  L'existence 
de  points  critiques  de  R_,(^g)  appartenant  à  ^  ne  paraît  pas 
compatible  avec  la  discontinuité  totale  de  ^,  mais  nous  n'avons 
j)u  le  démontrer  d'une  manière  rigoureuse.  En  revanche,  on 
démontre  facllen\ent  (pu-  si  tous  les  points  critiques  de  R_((:;) 
sont  intérieurs  au  domaine  immédiat  D  du  point  doul)le  attrac- 
tif a,  l'ensemble  ^  est  partout  discontinu.  En  ellct.  l'eiisemble  Ej, 
dérivé  des  conséquents  des  points  cnti([uc>  sc'^  rt'duisant  au 
point  a  intérieur  à  D,  on  peut  tracer  dans  D  uiw  courbe  simple 
séparant  le  plan  en  deux  régions  dont  l'une  contient  tous 
les  points  de  l'ensemble  E^-H-E,'. ;  soient  A  l'aire  simplement 
connexe  ainsi  définie.  A,,  A^,  ...  ses  conséquentes;  A„  tendant 
vers  le  point  a  sera  à  partir  dune  certaine  valeur  h  de  n  inté- 
rieure à  A. 

Si  l'on  pose  K/,(^)  =  T(^),  les  fon("tions  in\erses  de  T(;:)  sont 
holomoiphes  dans  l'aire  H  complémentaire  de  A  et  y  forment  une 
familh;  normale  à  fondions  limites  constantes,  de  sorte  (|ue  les 
aires  anl<'cédentcs  de   H  <lc  rani;  iufinimcul   yrand  ont  i\v>  dimen- 
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sious  itiliniineiil  |)('litcs;  \cs  consldcradoiis  (lu  [)ariij;ia[jlK'  123  sont 
donc  ici  applicables  et  ^  est  partout  discontinu. 

Examinons,  en  particulier,  le  cas  où  R(s)  est  un  polynôme;  le 
domaine  du  point  à  l'infini  est  alors  d'un  seul  tenant  et  se  confond 
avec  le  domaine  immédial  D.  T.es  valeurs  de  R_i(5)  se  permutent 
toutes  circulairement  sur  une  circonférence  de  rayon  infiniment 
grand,  le  point  à  linfini  étant  un  point  criticpie  rpii  compte  pour 
d  —  I  points  critiques  simples;  il  y  a,  en  oulr(\  d — i  [)oints 
critiques  à  dislance  finie.  (^Iierclions  alors  la  condition  pour  que  D 
soit  simplement  connexe.  S'il  en  est  ainsi,  le  long  d'une  courbe 
simple  située  dans  D  et  laissant  à  son  extérieur  tous  les  points 
critiques  de  R_,  (c)  qui  appartiennent  à  D,  toutes  les  valeurs  de 
R_t  (z)  se  permutent  circulairemententre  elles  ;  il  ja  alors  (Chap.  I, 
§5)  d — I  points  critiques  intérieurs  à  cette  courbe,  extérieurs 
par  conséquent  à  D.  Donc  aucun  point  critique;  à  distance  finie 
n  apparti<'nt  à  D,  et  récMproqueiucnl.  S  il  en  est  ainsi.  1)  est  sim- 
plement connexe.  Si,  au  contraire,  il  y  a  un  point  crili(jue  à 
distance  finu%  ou  si  l'on  ncuI  un  point  racine  de  R'(c):^odont 
les  (u>n.s(''(pients  successifs  tendent  \ers  l'infini,  D  est  d'ordre  de 
connexion  infini.  Si,  on  [)articulier,  tous  les  points  racines  de 
R'(3)=:o  appartiennent  au  domaine  du  point  à  l'infini,  ce 
domaine;  a  |)()ur  fronlièi'e  un  ensemble  parfait  partout  discontinu. 

ÎK).  Les  considérations  qui  précèflent  permettent  de  tiitiler  un 
grand  nombre  d'exemples  numériques  et  de  se  rendre  compte 
avec  une  certaine  précision  de  la  slnidiire  de  I  ensemble  ,T  ainsi 
(Mie  de  la  division  correspondanlr  fin'  plan  eu  régions.  \  oici 
(jiiebpies-uns  (b;  ces  exemples  : 

a  c<»nstante  réelle  c()m|)ris('  entre  i  cl  a. 

Il  V  a  trois  points  doubles  altraclits  (pu  sont  le  point  a  liulini 
et  les  deux  |)oints  ;'-=!  —  «,  .situes  sur  l'axe  imaginaire  pour 
les(piels  R(2)  a  la  valeur  3  —  a  c/  comprise  entre  — i  cl  -|- i  . 
Dans  le  domaine  de  (diaciin  de  ces  points  d'altraclion  se  trouve  un 
|)oint  criticpie  •!  un  ^cul  de  la  jonction  R  ,i:;i.  Les  domaines 
imniidials  de  ers  ||(ms  points  suni  Minplcment  (  onru'xcs  cl    liiuitcs 
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par  des  courbes  de  Jordan;  il  en  est  de  même  des  domaines  anté- 
cédents (').  Le  point  double  ré[)ulsif  z  =  o  est  un  point  frontière 
commun  aux  trois  domaines  immédiats.  L'ensemble  ^  est  formé 
d'un  continu  unique.  Il  y  a  évidemment  symétrie  par  rapport  à 
l'axe  réel  (ce  dernier  n'ayant  en  commun  avec  ,J  cpie  le  point 
z  =  o).  On  peut  se  faire  une  idée  de  l'ensemble  i  par  l'exemple 
sui>ant  cpu  est  analogue  :  considérons  deux  circonférences  tan- 
gentes entre  elles  extérieurement;  traçons  ensuite  deux  autres 
circonférences  tangentes  extérieurement  respectivement  aux  deux 
premières  et  complètement  extérieures  l'une  à  l'autre;  traçons 
ensuite  cjuatre  circonférences  tangentes  extérieurement  respective- 
ment aux  quatre  circonférences  déjà  tracées,  mais  extérieures  les 
unes  aux  autres  et  ainsi  de  suite  de  manière  que  les  rayons  de  ces 
circonférences  successivement  tracées  tendent  vers  zéro  et  que 
chaque  point  de  l'une  d'elles  soit  limite  de  points  de  contact;  l'en- 
semble de  toutes  ces  circonférences  et  de  leurs  points  limites 
forme  une  courbe  ayant  une  infinité  de  points  doubles  qui  est 
analogue  à  notre  ensemble  ^  ;  les  circonférences  doivent  seu- 
lement être  remplacées  par  des  courbes  de  Jordan  sans  points 
doubles  qui,  comnu;  nous  le  verrons  au  Chapitre  sui\anl,  n'ont  de 
tangentes  en  aucun  j)()int. 

II.  R(2)=.__^__. 


L'origine  est    ici    un   point    double  alliaclif  dont  le  douiaine  est 
d'un  seul  tenant,  (ra|)iès  ce  (pu-  nous  axons  \u  au   |)aragra|)he  32 

au  sujet  des  fractions   rationnelles  de  la  foruu*      "_    ;  l'origine  est 

un  point  ("ritique  de  la  branche  de  R_,  (s)  (jui  y  devient  infinie; 
nous  a\ons,  en  outic,  trois  points  crilupics  (pu  s'obtiennent  en 
posant 

R'Ca)  =  o,         c^R(aj, 


(')  On  constate  aisémeni  que  l'analyse  du  pai'aj;ra|>lie  34  s'ajjplique  ici  aux 
domaines  des  points  ±  \/i  —  a,  mais  non  au  iloinaine  du  point  à  l'inlini  dont  la 
courbe  limite  a  de»  points  doubles. 
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ce.  (jiii  (Ioiuk; 

'  I 

l   c  =  - 

I  4 


2/7C 

e  « 


I      J 


Ou  a  (l()n(!  pour-  (m«s  trois  points  \c\  <  -•  Il  s'ensuit  (pi'ils  appar- 
lieuneul  au  doniaïuc  du  point  :;  =  0,  cuv.  iiour  |  3  |^  r>  on  a 

|IUs)|<— i^ ;-  =  Kiô|  (K<u. 

Donc  tous  les  points  ciitiquos  de  R_,(:;)  appartiennent  au 
domaine  ininiédial  du  |)oint  :;  =z:  o,  cl  ee  domaine  est  le  complé- 
mentaire d  un  cnsemhle  parlait  |)artout  fliseontinu. 

III.  l\(z)=  -^(z'-ht.)-^z. 

Le  domaine  du  point  à  linlini  comprend  ici  tout  Taxe  réel.  11  y 
a,  en  outre,  deux  points  doubles  altra(;tifs  imaginaires  conjugués 
(pii  sont  les  |)oinls  racines  de  ré(|uation  c'-|-  i  =  o,  dont  la  j>artie 

réelle  est  positive  :  z  =  e     *  .   Les   nmlliplicateurs  correspondants 

i±  i     . 
ont  en  cHct  pour'  valeurs — - — ,  ds  sont  donc  |)lus  petits  (pic  ruiulé 

en  module.  11  y  a  à  dislance  finit;  trois  points  critiques  de  R_|  (s) 
dont  l'un  est  réel  et  appaitient  au  domaine  du  point  à  l'inlini,  les 
deux  autres  a[)partenanl   i'espc(Mi\emcnl  aux  domaines  des  points 

c  '  ;  le  premier  de  ces  domaines  <-st  donc  d'ordre  de;  connexion 
iuliiii  et  (l'un  seul  teiianl,  les  (\vu\  autres  étant  formés  d'une  inli- 
iiite  de  parties  qui  sont  (;liacune  simplemeni  connexe.  L'analyse 
•  lu   para{;raplie  34  est  ici  applicable  aux  domaines  immédiats  des 

points  <,'     *  ;  on  |treiidra.   |)ar  exemph-,    pour  la  comité  (',    le  |)eii- 
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mètre  d'un  carré  de  côté  infiniment  ^^land,  situé  dans  le  demi-plan 
supérieur  symétrique  par  rapport  à  l'axe  imaginaire,  l'un  des  côtés 
étant  infiniment  voisin  de  l'axe  réel  ;  les  fronlièrcs  de  ces  domaines 
immédiats  sont  donc  des  courbes  de  Jordan  sans  points  doubles; 
ces  deux  courbes  frontières  sont  ici  sans  [)oinl  commun,  à  cause 
de  la  symétrie  par  rapport  à  l'axe  réel  qui  est  sans  point  commun 
avec  elles.  Soient  D  et  D'  ces  deux  domaines,  D  étant  au-dessus  de 
l'axe  réel.  On  constate  aisément  que  parmi  les  racines  d'une  équa- 
tion telle  que  R(5)  =  ç,  où  ^  est  imaginaire,  il  y  en  a  toujours  deux 
dont  la  partie  imaginaire  est  positive  et  deux  dont  la  partie  ima- 
ginaire est  négative;  on  en  conclut  que  les  deux  domaines  anté- 
cédents immédiats  de  D,  distincts  de  D  lui-même,  sont  au-dessous 
de  l'axe  réel;  ils  sont  donc  sans  point  frontière  commun  avec  D; 
ils  sont  aussi  sans  point  frontière  commun  entre  eux.  Si  l'on  con- 
sidère les  domaines  D  et  D'  et  leurs  antécédents,  on  a  une  infi- 
nité dénombrable  de  domaines  distincts  et  sans  points  frontières 
communs  deux  à  deux;  (X's  domaines  ont  des  dimensions  linéaires 
(lui  tendent  vers  zéro  et  leurs  points  limites  sont  tous  les  points 
de  l'ensemble  J.  ;^  renferme  ainsi  une  iiifiuitc  de  continus  distincts. 

IV.  R(z)  =  z(z  -^  i){z  -h  2)  =  z^  ^3z'-h  ïc. 

Il  y  a,  outre  le  point  à  l'infini,  un  point  double  atttractif 

—  3  +  v/^ 

z  = —  ; 

\i 

le  domaine  du  point  à  l'iidini  comj)reiid  le  demi-axe  réel  positif  à 
l'exclusion   de  ;  =  o.    Les  points  critiques  à   distance   finie  de  la 

fonction  R_,(s)    sont  les  points   z=  — —    et   ^  =  — —.    Le    pre- 

3/3  3/3 

mier  a|)parlient  au  domaine  du  point  à  l'infini  (|ui  est,  par  suite, 
d'ordre  de  connexion  infini.  Le  second  appartient  au  domaine 
immédiat  du  point  double  /  ~3  -Hy/a  \  ^  q,j|  ^^^^  simplement  connexe  ; 

comme  deux  déterminations  seulement  de  R_|(^)  se  permutent 
autour  de'ce  point  (uitKjue,  le  domaine  total  du  point  |  Z__!lJ_Jî  j 

comprciul  une  iiiliiiili'  de  parties  distinctes  ipii  sont  toutes  simple- 
ment   connexes.    On   verra   facilement   (jiie   ces   domaines   partiels 
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n  ont  pas  de  points  frontières  co^llnllll^;  ils  sont  limités  par  des 
courbes  sans  points  doubles.  L'ensemble  ,^  comprend  dans  cet 
exemple,  comme  dans  le  précédent,  une  infinité  de  continus 
distincts.  Bien  que  l'ensemble  E^.  ne  renferme  ici  que  deux  pojnts 
doubles  attractifs,  il  n'y  a  pas,  comme  dans  les  exemples  considérés 
au  Chapitre  III,  partage  du  plan  en  deux  régions  simplement 
connexes. 

V.  Riz)  =  z(z~a)^{\a\>i). 

Le  points  r=r  o  est  à  la  fois  point  double  répulsif  et  point  critique 
de  R_,(3).  Nous  avons,  en  outre,  les  deux  points  doubles 
z  =  a±i  pour  les(juels  R'(-3)=:(z  —  a)  (32  —  a)  prend  les 
valeurs  3±2<7  dont  une  au  plus  est  inférieure  à  i  en  module.  Si  a 
est  réel,  positif  et  plus  grand  que  i,  il  faudra,  en  outre,  que  a  soit 
inférieur  à  2  pour  qu'il  y  ait  un  point  double  attractif  à  distance 
finie.  Soit  donc,  i  <Ca<C'*-  Les  domaines  des  deux  points 
doubles  oc  el  d  —  i  sont,  le  premier  dun  seul  tenant  et  simple- 
ment connexe,  le  second  formé  d'une  infinité  de  parties  simplement 
connexes;  en  efïet,  les  domaines  immédiats  de  ces  deux  points 
renferment  respectivement  un  point  critique  unique  deR_i  (z)  : 


z  = 


9    / 

le  premier  permutant  les  trois  branches  de  cette  fonction  et  le 
second  permutant  seulement  deux  branches.  L'ensemble  i  est 
formé  ici  d'une  seule  courbe  présentant  une  infinité  de  points, 
doubles,  à  savoir  la  courbe  ficuiliéic  du  domaine  simplement 
co.nnexe  Dx  (jui  partage  le  plan  en  une  infinité  de  régions. 


VI.  R(^)="'* 


3  a» 

Cette  fraction  est  celle  qu'on  obtient  lorsqu'on  applique  la 
méthode  d'approximation  de  Newton  à  l'équation  2*  — 1  =  0. 
Les  points  racines  de  celte  équation  sont  des  points  doubles  attrac- 
tifs à  multiplicateur  nul;  ils  sont  points  critiques  simples  de  la 
fonction  R_,(3).  Le  point  à  l'infini  est  un  point  double  répulsif, 
également  point  critique  de  R_(  {2).  Ces  quatre  points  constituent 
XLYiii.  7 
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1 
l'ensemble  E,'..  Les  domaines  des  trois  points  z  =  i^  sont  formés 

d'une  infinité  de  parties  simplement  connexes.  Cherchons,  en  par- 
ticulier, ce  qui  se  passe  sur  l'axe  réel.  Le  segment  (o,  H-oo)  appar- 
tient au  domaine  du  point  5  =  i.  Ce  segment  a  un  antécédent 
immédiat,  autre  que  lui-même  et  situé  sur  l'axe  réel;  c'est  ce  qu'on 

verra  facilement  en  construisant  la  courbe  ^= — r— j —  pour  z 
variant  de  —  oo  à  -f-oo;  cette  courbe  a  une  asymptote  de  rebrous- 
sement  z  =  o.,  une  asymptote  d'inflexion  y=-z,  et  un  point  à 

tangente  horizontale  j|^  =z  z  =:  i.  Le  segment  (  -j-rr>  o  j  antécédent 

de  (o,  -|-oo)  a  lui-même  un  antécédent  réel  qui  lui  est  adjacent  et 
situé  à  sa  gauche,  et  ainsi  de  suite.  Les  longueurs  de  tous  ces 
segments,  à  partir  du  troisième,  vont  en  croissant,  comme  il  résulte 

de  l'expression  de  R'(^)  =  -(  i -)  •  Les  extrémités  de  ces  seg- 
ments ont  donc  l'infini  pour  point  limite  unique.  Le  domaine  du 
point  z  =  I  comprend  donc  tout  l'axe  réel,  sauf  une  infinité  dénom- 
brable  de  points  ayant  l'infini  pour  point  limite  unique.  Les 
domaines    des    deux   autres   points   d'attraction    se  déduisent  du 

premier  par  des  rolations  de  "T"  ^t  77-  autour  de  l'origine;  les 
domaines  connexes  partiels  relatifs  à  ces  trois  points  ont  toujours 
des  points  frontières  communs,  à  savoir  les  points  2  =  00,  z  =  o 
et  leurs  antécédents. 

VH.  Kiz)  =  Kz--' 

z    ' 

Si  R  est  réel  et  positif,  on  a  Une  substitution  à  cercle  fonda- 
mental dont  les  propriétés  sont  connues. 

Supposons  K  réel  et  négatif  et  égal  à  —  K'.  On  a  alors 

Z~       W'z--- 
En  posant  Z  =  /T,  ;;  =  //,  il  vient 

On  est  encore  ramené  à  une  subslilulion  ;i  eerele  londamental  du 
deuxième  type. 
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Supposons  mainleiiaiit   K  imaj^inaire.  Les  deux  points  doubles 

z  ==  ±:  i  /  „  —  >  de  multiplicateurs  égaux  à  aK —  i,  seront  attrac- 
tifs si  K  est  intérieur  au  cercle  décrit  sur  (o,  i)  comme  diamètre. 
Supposons  cette  condition  remplie;  les  deux  points  critiques  de 
R_<(^)  appartiennent  respectivement  aux  domaines  immédiats  de 
ces  deux  points;  comme  il  n'y  a  que  deux  branches  de  R_j  (2)  qui 
se  permutent  autour  de  chacun  de  ces  points,  les  domaines  des 
deux  points  d'attraction  sont  d'un  seul  tenant,  simplement  con- 
nexes et  séparés  par  une  courbe  qui  est  ici  une  courbe  de  Jordan 
sans  points  doubles,  et  qui  passe  notamment  par  le  point  à  l'infini 
(point  double  répulsif  de  multiplicateur  K  imaginaire)  et  par 
l'origine.  Cette  courbe  n'est  pas  analytique,  tous  les  antécédents 
de  ^  =  00  qui  forment  un  ensemble  dense  sur  la  courbe  étant  des 
points  sans  tangente. 

Si  l'on  pose  T  =  Z^,  /  =  3-,  on  obtient,  entre  T  et  ^,  la  relation 


T  =  <(^K--iy  =  H,(0. 


On  verra  alors,  comnu;  au  paragra])he  !2o,  que  la  substitution 
[<,  B.i(f)]  admet  un  point  double  attractif  dont  le  domaine  com- 
prend tous  les  points  extérieurs  à  un  arc  de  courbe  joignant  les 
points  o  et  00.  Cette  courbe,  n'est  pas  analytique. 

VIII.  K(2)  =  zî— I. 

Les  points  z  =  o  ei  s  :=  —  i  forment  un  couple  périodique 
attractif  de  multiplicateur  nul;  l'ensemble  E'^  se  compose  de  ces 
deux  points  et  du  point  àTinfini.  Les  domaines  des  points  o  et  —  i 
?e  composent  d'une  inniiilé  de  dtunaines  partiels  simplement  con- 
nexes, tandis  que  le  domaine  du  point  à  l'infini  est  d'un  seul  tenant 
et  limité  par  une  courhc  ayant  uiu;  infinité  de  points  doubles. 

IX.  R(z)  =  «-+-^2. 

11  y  a  ici  un  point  double  indifférent  z  =  o,  de  multiplicateur 
égal  à  -t-  I .  On  sait  que  ce  point  est  à  la  fois  limite  de  conséquents 
de  certains  domaines  et  point  frontière,  c'est-à-dire  point  de  l'en- 
semble i.   Le  domaine  du  point  :;  =  o  comprend  l'intérieur  du 
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cercle  décrit  sur  (o,  —  i)  comme  diamètre;  la  limite  des  domaines 
antécédents  de  ce  cercle,  c'est-à-dire  le  domaine  du  point  zéro,  est 
simplement  connexe;  l'ensemble  J  sépare  le  plan  en  deux  régions 
qui  sont  les  domaines  respeclifs  des  points  z  =  o  et  3  =  0;.  Cet 
ensemble  «f  est  ici  constitué  par  une  courbe;  on  peut  encore 
démontrer  que  c'est  une  courbe  de  Jordan  sans  points  doubles; 
elle  a  une  infinité  dense  de  points  de  rebroussemeni  qui  sont  le 
point  z  =  o  et  ses  antécédents  :  cela  résulte  immédiatement  des 
considérations  du  Chapitre  II. 

37.  Nous  aurons  encore  l'occasion  d'examiner  quelques  exemples 
particuliers.  Nous  nous  bornons  pour  l'instant  à  ceux  qui  pré- 
cédent et  nous  allons  indiquer  quelques  propriétés  simples,  com- 
munes à  toutes  les  substitutions  à  coeliicienls  réels  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  à  celles  qui  laissent  invariante  une  circonférence 
quelconque  du  plan. 

Supposons  qu'il  existe  un  point  double  attractif  O  sur  la  circon- 
férence invariante  F.  Le  domaine  du  point  O  est  symétrique  par 
rapport  à  F.  Il  peut  arriver  que  tous  les  points  de  I'  appartiennent 
au  domaine  (immédiat)  D  de  O.  D  est  alors  d'ordre  de  connexion 
infini;  car  si  m  est  un  point  de  la  frontière  J  de  D,  le  sjmetnque 
m'  de  m  par  rapport  à  F  appartient  aussi  à/;  m  et  m' étant  séparés 
par  F  dont  aucun  point  n'appartient  h  J\  J  n'est  pas  continu,  donc 
D  n'est  pas  simplement  connexe;  il  est  alors  d'ordre  de  connexion 
infini.  S'il  existe  un  autre  point  double  attractif  P,  il  y  en  a  égale- 
ment un  en  P'  symétrique  de  P.  Les  domaines  totaux  des  pi)ints  P 
et  P'  sont  alors  formés  d'une  inlinitr-  de  parties  disiiuctiis;  on  voit 
de  plus  que  les  domaines  immédiats  de  P  et  de  P  n'ont  aucua  point 
frontière  commiân;  les  domaines  immédiats  de  O  et  de  P  ont  des 
points  frontières  non  communs. 

Si  tous  les  points  de  F  n'appartiennent  pas  au  domaine  immédiat 
du  point  O,  considérons  l'arc  ab  de  F  contenant  O  et  contigu  à 
l'ensemble  fermé,  section  de  ^  par  F.  Lorsque  z  décrit  0«,  R(2) 
part  de  O  pour  aboutir  en  un  point  qui  appartient  à  -T  et  qui  ne 
peut  être  que  l'une  des  extrémités  de  l'arc-  contigu  ab;  on  a  donc 

R(a)  =  a     ou     /;, 
R(^)  =  a     ou     b. 
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Les  points  a  et  b  sont  donc  :  soit  deux  points  doubles  de  multi- 
plicateurs réels  s  avec  |  5  j  >  i  ou  .v  =  ±  i  ;  soit  un  point  double 
et  son  antécédent  immédiat;  soit  deux  points  d'un  couple  pério- 
dique. Si  a  et  h  sont  confondus,  on  a  a  =  R(a). 

Si  le  domaine  immédiat  de  O  est  simplement  connexe,  sa  section 
par  r  se  réduit  à  l'arc  ab  ;  supposons,  en  effet,  qu'il  existe  un  autre 
arc  cd  dont  tous  les  points  intérieurs  appartiennent  à  ce  domaine 
immédiat,  les  extrémités  c  ç.\.  d  éCant  des  points  frontières.  On 
peut  joindre  un  point  de  ab  à  un  point  de  cd  par  une  ligne 
brisée  polygonale  dont  tous  les  points  sont  intéiieurs  au 
domaine  D  (on  peut  supposer  que  F  est  l'axe  réel).  Soient  jd  et  q 
le  dernier  point  de  rencontre  de  ab  et  le  premier  point  de  ren- 
contre de  cd  avec  cette  ligne  brisée  ;  on  a  ainsi  une  ligne  brisée 
joignant  pq  el  qui  peut  être  supposée  tout  entière  au-dessus  de 
l'axe  réel,  sauf  aux  extrémités  p  et  q,  car  le  domaine  D  étant 
symétrique  par  rapport  à  l'axe  réel,  on  peut  toujours  remplacer 
toute  portion  de  cette  ligne  comprise  entre  deux  points  de  l'axe 
réel  par  sa  symétrique  de  façon  qu'elle  n'ait  plus  aucun  point  au- 
dessous  de  l'axe  réel  et  la  déformer  ensuite  infiniment  peu  de 
manière  à  supprimer  les  points  situés  sur  l'axe  réel;  on  a  ainsi  une 
ligne  qu'on  peut  remplacer  au  besoin  par  une  autre  dépourvue  de 
points  doubles  joignant  un  point  de  ab  à  un  point  de  cd^  située 
au-dessus  de  l'axe  réel  et  intérieure  à  D.  En  lui  adjoignant  sa 
symétrique,  on  obtient  un  contour  fermé  simple  intérieur  à  D  tel 
qu'il  existe  deux  points  de  la  frontière/  de  D  (par  exemple  a  et  d  \ 
de  part  et  d'autre  de  c(;  contour.  Donc  D  ne  serait  pas  simplement 
connexe. 

Glierclions  maintenant  la  condition  pour  que  tous  les  points 
de  i  ap|)arti('nnent  à  V .  Si  ,f  n'iîst  pas  partout  discontinu,  il  ren- 
ferme au  moins  un  segment  (ib\  il  existe  alors  un  petit  cercle  tel 
que  tous  les  points  de  ,f  qui  lui  sont  intérieurs  forment  un  arc  de 
la  circonférence  F;  comme  ^  résulte  de  l'itération  jusqu'à  un  rang 
fini  de  sa  section  par  ce  petit  cercle  (§27,  ITl),  ,f  est  lui-même 
formé  d'un  arc  de  F.  Si  ,?  comprend  toute  la  circonférence,  la 
subsliluiioi)  possède  uiT  ccrrlc  fondamental.  Si  if  comprend  seu- 
lement un  arc  de  la  circonférence,  la  substitution  laissant  invariants 
cet  arc,  du  le  part,  et  le  domaine  liinit(''  par  cet  are,  d'autre  part, 
appartii  lit  au    type  étudie  au   paragraphe  2o  et   possède  un   point 
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double  attractif  sur  la  circonférence,  dont  le  domaine  d'attraction 
admet  précisément  cet  arc  pour  frontière. 

Si  §  est  partout  discontinu,  la  substitution  peut  encore  être  une 
substitution  à  cercle  fondamental  de  deuxième  espèce  ou 
d'espèce  singulière,  ou  encore  une  substitution  (§  25)  laissant 
invariants  un  arc  de  cercle  et  le  domaine  qui  a  cet  arc  pour  fron- 
tière. Mais  il  est  possible,  a  priori^  que  la  substitution  n'appar- 
tienne à  aucune  de  ces  deux  catégories  et  la  question  appelle  de 
nouvelles  recherches.  On  verra  aisément  qu'il  j  a  toujours,  dans 
ce  cas,  un  point  double  sur  F  de  multiplicateur  plus  petit  que  i  en 
module  ou  égal  à  -f- 1 . 

Considérons  toujours  une  substitution  à  coefficients  réels  et 
supposons  qu'il  existe  deux  points  doubles  attractifs  imaginaires 
conjugués  O  et  O';  si  la  substitution  n'a  pas  de  cercle  fondamental, 
comme,  d'autre  part,  l'ensemble  §  n'est  pas  partout  discontinu 
puisqu'il  y  a  deux  constantes  limites  distinctes,  il  résulte  de  ce  qui 
précède  qu'il  y  a  des  points  de  i  extérieurs  à  l'axe  réel.  En  outre, 
il  est  évident  qu'aucun  point  réel  n'appartient  aux  domaines  de  O 
ni  de  O'.  Soient  ]x  un  point  de  §  situé  du  mê.me  côté  que  O  par 
rapport  à  l'axe  réel  et  m  le  premier  point  de  rencontre  à  partir 
de  O  du  segment  0|jl  avec  §\  un  point  a  du  domaine  immédiat  D' 
de  O'  a  des  antécédents  a_„  dans  un  cercle  de  centre  m  et  de  rayon 
infiniment  petit;  les  points  a  eta_„  étant  séparés  par  l'axe  réel,  on 
en  conclut  que  le  domaine  total  de  O'  n'est  pas  d'un  seul  tenant  et 
se  compose  par  suite  d'une  infinité  de  parties  distinctes;  de  même 
pour  le  point  O.  On  voit  aussi  que  m,  point  frontière  du  domaine 
immédiat  de  O,  n'est  pas  frontière  du  domaine  immédiat  de  O'; 
ces  deux  frontières  ne  coïncident  donc  pas.  On  verra  aussi  que 
le  domaine  immédiat  D  d(;  O  et  l'un  de  ses  antécédents  ont  des 
frontières  non  identiques. 

Enfin,  on  démontrera  sans  peine  que,  pour  une  substitution  à 
coefficients  réels,  aucun  segment  de  l'axe  réel  ne  saurait  appartenir 
à  un  domaine  singulier. 

Les  exemples  examinés  tout  à  l'heure  fournissent  des  illustra- 
tions des  propriétés  étudiées  dans  ce  paragraphe. 
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LES  SINGULARITÉS  DES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES 
ET  LES  SÉRIES  SOMMABLES  ; 

Par  m,  J.  Rkmoundos. 


1.  Dans  un  travail  antérieur  [Contribution  à  la  théorie  des 
singularités  des  équations  différentielles  du  premier  ordre 
{Bull,  de  la  Soc.  math,  de  France^  t.  XXXVI;  1908)]  j'ai 
étudié  la  singularité  que  présentent  les  conditions  initiales  3:3  =  0, 
y^z=io  pour  l'équation  différentielle 

OÙ  f{x^  y)  désigne  une  fonction  holomorphe  des  x  ei  y  dans  le 
voisinage  de  x  =  o  et  j'  =  o  s'annulant  pour  j?  =  o  et  y  =  o  et  ne 
contenant  pas  de  terme  de  la  lornie  by.  On  sait  que  cette  forme  (1) 
est  une  de  celles  auxquelles  nous  conduit  une  méthode  classique 
de  réduction  de  Briot  et  Bouquet.  On  sait  qu'il  existe  un  dévelop- 
pement tajlorien  satisfaisant  à  l'équation  (i)  et  dont  les  coeffi- 
cients se  calculent  de  proche  en  proche  par  des  différentiations 
successives  faites  sur  l'équation  fi),  mais  il  est  bien  connu  que 
cette  série  est,  en  général,  divergente  et,  par  conséquent,  il 
n'existe  pas,  en  général,  une  intégrale  holomorphe  dans  le  voisi- 
nage de  r  =  o  et  s'annulant  peur  cette  valeur  de  x. 

Dans  son  Mémoire  sur  les  séries,  divergentes  [Annales  de 
l'Ecole  Normale,  '^99))  ainsi  que  dans  son  livre  :  Leçons  sur  les 
séries  divergentes  (Gauthier-Villars,  i9oi),"M.  Borel  donne  des 
applications  aux  équations  difiérenlielles  do  sa  belle  et  importante 
découverte  de  la  théorie  des  séries  sommables  et  démontre  le 
théorème  suivant  : 

«  Si  une  série  absolument  sommable  vérifie  formellement 
une  équation  différentielle 

(2)  F[^, r,  y,  ■•-, y']  =  0 

algébrique  par  rapport  à  y  et  à  ses  dérisées,  analytique  en  a;, 
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la  fonction  analytique  définie  peu-  cette  série  est  une  intégrale 
de  l'équation  (i).  » 

Dans  son  livre  ci-dessus  indiqué,  M.  Borel,  après  la  démons- 
tration du  théorème  précédent,  s'exprime  ainsi  :  «  Nous  man- 
quons malheureusement  encore  de  proj)osilions  précises  sur  les 
cas  où  l'on  peut  affirmer  la  sommabilité  absolue  de  la  série 
obtenue  »;  et  ensuite  il  cite  un  exemple  très  particulier  :  l'équation 
différentielle 

dx  '' 

dont  il  détermine,  moyennant  sa  théorie  des  séries  sommables, 
l'intégrale 

y=  I      e  ^\ax  —  \og{\ -^  ax)\(la, 

répondant  aux  conditions  initiales  sin<;ulièi'es  a?,,  =<>•.  ,Vo  =  o. 
M.  Borel  énonce  aussi  le  théorème  suivant  : 

«   Soit 

(i')  x"^  -r-  =  «)(x,  y) 

^     '  dx  -^  ' 

une  équation  différentielle  dans  laquelle  Mix.y)  désigne  un 
polynôme  ne  renfermant  pas  de  terme  de  degré  o  ou  i .  Si  l'on 
forme  le  développement  formel  de  l'intégrale  qui  correspond 
aux  conditions  initiales 

370=  o,  .ro=0,  yo  =  0. 

on  obtient  une  série  généralement  divergente 
y  ~  a.2  ar*  H-  as  ar^  -f-  . .  . , 

dont  la  série  associée 

Ki)  a!  3!  4!  :* 

a  certainement  un  rayon  de  convergence  différent  de  zéro.  » 

Tout  cela  montre  cpic  la  théorie  des  séries  sommables  de 
M.  Borel  deviendra  puissante  et  extrèmcuienl  utile  pour  la  recherche 
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des  intégrales  des  équations  différentielles  correspondant  à  des 
conditions  initiales  singulières  lorsque  nous  aurons  des  méthodes 
précises,  assez  générales,  sur  les  cas  où  l'on  peut  affirmer  la  som- 
mabilité  absolue  des  séries  qui  satisfont  formellement  aux  équations 
différentielles.  C'est  à  cette  lacune  signalée  par  M.  Borel  et  (;i-dessus 
indiquée  que  se  rapporte  le  présent  travail. 

2.  Dans  mon  travail  antérieur  déjà  mentionné  j'ai  indiqué  une 
méthode  de  conipaiaisoit  dt;  la  séiie  divergente  (en  général)  qui 
satisfait  à  l'équation  différentielle  (  i  )  avec  la  série  convergente 
(dans  un  cercle  de  rayon  non  nul)  fournie  par  l'équation 

(4)  'J  ^  by  ^f{T,  y), 

moyennant  les  mêmes  conditions  initiales  Xq  =  o,  y^^^^o,  et  défi- 
nissant une  fonction  y  :=:  g[x)  holomorphe  dans  le  voisinage  de 
;r  =  o,  d'après  un  théorème  classique  de  \Veierstrass.  Cette 
méthode  m'a  permis  d'établir  pour  l'équation  différentielle  (  i  )  non 
seulement  le  théorème  indiqué  sans  démonstration  par  M.  Borel  et 
ci-dessus  énoncé,  mais  encore  un  résultat  plus  précis,  le  suivant  : 

«  Si  nous  désignons  par 

(5)  Yia;-t- Y2^--H  .  . .  H- Y«a""-(- .  .  . 

la  série  qui  satisfaii  foi  mcUeinent  à  l  équcilio/i  [t),  nous  avons 
toujours  l'inégalité 

I  Y«  I  <i.'2.3..  .(/i— i)8„, 
où 

(  6  )  U)  (  .r  )  —  ôi  .r  -H  o.>  .■r''  -4-     .  .  -f-  8„  .7-"  H-  .  .  . 

désigne  la  fonction  y  =  ('Ji  ./'  i  qui  s  a/mii/c  pour  x  =  o  et  satis- 
fait à  l'équation 

(7)  xy-^F(x.y)=\h\y, 

F  (x,  y)  désignant  la  fonction  </uc  nous  obtenons  en  rempla- 
çant tous  les  coej/icients  //ar  leurs  modules  dans  le  dévelop- 
pement laylorii'n  </e  J  {  X,  y  ).  )) 

Il   en   résulte  (jue,    d'après   1m   lliéorie  (h^s  séries  sommablcs   de 
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M.  Borel,  la  fonction  associée  à  la  série  divergente  (5),  donnée  par 
la  série 

(8)      «(a:r)=Ii^  +  Iîf^  +  ^(if^ 


1.2  1.2.3  •  •  •  \  .i.i  .  .  ,  H 

aura  ses  coefficients  — !  de  module  inférieur  aux  coefficients  cor- 

n  ! 

respondants  S„,  qui  sont  tous  positifs;  en  posant  donc 

nous  aurons  l'inégalité 

I  tt(  aa:)  I  £  {,  a  r  -t-  8î a*  r» -t-  . . .  H- 5„ a"  r" -+-  .  .  . , 
c'est-à-dire 

(9)  u\{ax)\^w(ar) 

satisfaite  pour  a  >•  o,  dans  le  cercle  C  de  convergence  de  la  série 

(10)  w(ar)  =  ô]  ra  -h  o^r^a^-h  ...-(-  8„r''a''-i-.  .  .         (par  rapport  à  a), 

il  est  clair  que,  en  tout  point  intérieur  au  cercle  C  du  plan  a  et 
situé  sur  le  demi-axe  réel  positif,  toutes  les  dérivées 

u'aiax),     u"„,(ax),     u';i,(ax),      ... 

ont  leurs  modules  inférieurs  aux  dérivées  correspondantes 

a}'a(ar),     <M"„,(ar),     uj'",(ar),      ... 

de  la  fonction  loÇar)  et,  par  conséquent,  si  le  prolongement  analy- 
tique de  la  fonction  w(ar)  est  possible  sur  tout  le  demi-axe  réel 
positif  du  plan  a,  on  voit  de  proche  en  proche  que,  pour  a^o, 
nous  avons  toujours  la  formule 

(u)  '  \  u(ax)\^(i>{ar), 

le  prolongement  analytique  de  la  fonction  u{ax)  sur  le  même 
demi-axe  étant  aussi  possible  par  la  même  série  de  cercles.  Alors, 
les  intégrales 

Ji       e  "  \  u(ax)\  da,  1       e   "ui(ar)da 

(a,  étant  un  nombre  positif  quelconque)  auront  un  sens  et  nous 
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aurons  la  formule 

(12)  /      e-'^\u{ax)\da^  I      e-^iniar)  da. 

Si  donc,  l'intégrale 

(12')  /      e-'^{3i{ar)  da 

a  un  sens,  il  en  sera  de  même  de  l'intégrale 
(i3)  /      e-''\u{ax)\da 

et,  par  conséquent,  la  série  (5)  sera  sommable.  Remarquons  aussi 
que,  si  toutes  les  intégrales 

ont  un  sens,  il  en  sera  de  même,  grâce  aux  remarques  ci-dessus 
faites  sur  les  dérivées  des  fonctions  u{ax)  et  to(«r),  des  inté- 
grales 


d'^u{ax)[   , 
'  aa 


day 

et,  par  conséquent,  la  série  (5)  sera  absolument  sommable. 
Alors,  comme  cette  série  vérifie  formellement  l'équation  différen- 
tielle (i),  la  fonction  analytique  définie  par  cette  série  absolument 
sommable  sera,  d'après  le  théorème  de  M.  Borel  ci-dessus  énoncé, 
une  intégrale  de  l'équation,  pourvu  qu'elle  soit  algébrique 
en  7. 

Remarquons  maintenant  que  les  intégrales  (12)  et  (i4)  auront 
bien  un  sens  dans  le  cas  où  le  prolongement  analytique  de 
la  fonction  w(/)  est  possible  le  long  de  l'axe  réel  positif  et  la 
fonction  J\t,  y)  est  algébrique  aussi  en  ar,  puisque,  en  vertu  de 
cette  hypothèse,  la  fonction  a-;-(a)  =  ti)(ar)  sera  algébrique  en  a 
et,  par  conséquent,  restera  inférieure  à  une  puissance  a*,  k  étant 
une  constante  pouvant  dépendre  de  r,  ainsi  que  ses  dérivées 
de  tout  ordre.  Comme  l'intégrale 


(16)  /■ 


(T-"  a*  da 
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où  k  est  une  constante  positive,  a  toujours  un  sens,  il  en  résulte 
que,  sous  les  conditions  ci-dessus  indiquées,  les  intégrales  (12') 
et  (i/j)  et,  par  conséquent,  l'intégrale 

(17  )  /      «-«  \u{ax)\da 

•  0 

et  les  (  i5)  auront  un  sens;  c'est-à-dire  la  série  (5)  sera  absolument 
somniable  et  sa  somme  ^(a:)  est  une  fonction  ajant  la  propriété 
importante 


(i8)      •  \g{x)\-^l     e-<^iM{ar)da 


Je  tiens  à  signaler  le  fait  que,  dans  les  conditions  indiquées,  la 
série  en  question  (5)  est  sommable  dans  tout  le  plan  x  (pour  toute 
valeur  de  x).  Nous  obt  ;nons  ainsi  le  théorème  suivant  : 

TiiÉoKÈME  1.  —  Considérons  l'pqualion  di (j'évenlielle 

(19)  x'^-;j^^f^y -^.fi^^y^         {b^o)- 

algébrique  en  x  et  y,  J\x,y)  désignant  un  polynôme  t/uel- 
conqiie  s'annulant  pour  x  ^=^  o  et  y  ^=  o  et  ne  contenant  pas  de 
ternie  de  la  forme  by  et  désignons  par  F(  .r,  ))  la  Jonction  qui 
se  déduit  du  polynôme  /{x,  y)^  en  y  remplaçant  tous  les  coeffi- 
cients par  leuis  modules. 

Si  la  Jonction  algébrique  y  =::  toi  x  )  définie  par  l'équation 

(20)  •  xy  -^-F{T,y)  =  \b\y 

est  prolongeahle  ajialytiquement  le  long  de  Vaxe  réel  positifs 
la  série  {s)  qui  satisfait  formellement  à  l'équation  (ly)  et 
répond  aux  conditions  singulières  x  =:  o,  )'  =  o  est  sommable 
dans  tout  le  plan  x  et  sa  somme  est  une  fonction  u^^g(x) 
dont  le  module  ne  dépasse  pas,  en  cluK/ue  point  du  plan  x,  la 
valeur  de  r intégrale  (  '  ) 

(il)  /      e-"  0)  (  ar  )  dn , 

'■  0 
où  /•  =  I  a;  1. 


('  )  Daas  celte  intégrale  nous  n'écrivons  pas  la  valeur  absolue  de  w(ar),  parce 
que  la  foaclion  ij>(ar)  est  positive  pour  les  valeurs  positives  de  a. 
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La  série  associée  à  la  série  (s)  a  un  rayon  de  convergence 
différent  de  zéro  toujours,  fiuelle  que  soit  La  Jonction  /i>r,  y), 
pourvu  qu'elle  soit  holoniorphe  dans  le  voisinage  des  valeurs 
a?  — -  o  t;/ j'  =  o. 

Généralisation.  —  Il  n'est  pas  sans  intérêt  d'ajouter  que  le 
théorème  précédent  subsiste  dans  le  cas  plus  général  où  les  coefli- 
cients  A,(a;)  du  polynôme 

f{^<y)  =  or  Ko{^)  ^  X  k^{x  )y  -^  ki{x)y't  -^  .  . .  -^  k^{x)yV- 

sont  des  fonctions  entières  en  x  d'ordre  inférieur  à  l'unité., 
puisque,  dans  ce  cas,  la  fonction  a  =  T,(a  )  =  (o(a/'),  qui  est 
maintenant  algébroïde^i  sera  aussi  d'ordre  inférieur  à  l'unité  \yoir 
mes  travaux  sur  les  zéros  et  la  croissance  des  fonctions  algé- 
broïdes  et,  en  particulier,  mon  Mémoire  Sur  les  fonctions  ayant 
un  nombre  fini  de  branches  [Journal  de  Mathématiques  pures 
et  appliquées.,  tome  II,  fasc.  I,  190G)];  par  conséquent,  à  partir 
d'une  valeur  de  |  a  j,  le  module  de  la  fonction  <7,(a)  =  cu(ar)  et  de 
toutes  ses  dérivées  sera  inférieur  à 

(e  étant  arbitrairement  petit  et  p<;i).  Nous  aurons  donc,  pour 
a  >•  o,  la  formule 

à  partir  d'une  valeur  de  a,  l'ordre  0  étant  supposé  inférieur  à 
l'unité  et  le  nombre  8  (tant  positif  et  inférieur  à  l'unité.  Nous  en 
concluons  (pic,  si  le  prolongement  analytique  de  la  fonction  w(^/) 
est  possible  le  long  de  l'axe  réel  positif,  l'intégrale  (21)  et  celles 
qui  contiennent  les  dérivées  auront  bien  un  sens  et  il  en  sera  de 
même  des  autres  relatives  à  la  fonction  u{ax). 

EXTKNSIONS. 

3.  Nous  avons  des  résultats  analogues  pour  les  équations  difïé- 
rentielles  plus  générales 

(32)  xV-y  =^  by  ^/{x,y),         n^a, 


(23) 
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ainsi  que  pour  les  systèmes  de  la  form« 

xV-'-^  =  bifr^Mx,  y^,  y^ •^''^' 

X'^n-^  =bnyn-^fn{x,  y^,yl,    ...,Jn), 

(6,5ii  o,  6,^0,  . ..,  6„^  o;        (i,^  2,  (i,^a,  . . .,  ti„^2), 

où  les  fi  sont  des  fonctions  holomorphes  dans  le  voisinage  des 
valeurs  initiales  a:  =  o,  y,  =  o,  ^3=  o,  ...,  y„  =  o  ('). 

Nous  n'avons  pas  besoin  de  répéter  la  démonstration  qui  est  la 
même,  basée  toujours  sur  la  méthode  de  comparaison  exposée  dans 
mon  travail  déjà  cité  du  Bulletin  de  la  Société  mathématique  de 
France  et  fondée  sur  quelques  facteurs  positifs  qui  jouent  le  rôle 
essentiel  et  que  j'ai  appelés /acf«ar*  de  divergence. 

On  peut  appliquer  notre  méthode  directement  à  une  équation 
différentielle 

(•i4)  p[^,y,y,y>  ...,y^'i  =  o 

supposée,  pour  fixer  les  idées,  algébrique  en  y,  y\  y,  ..  .,^''^') 
et  satisfaite  pour  a?  =  o,  jk  =  *^i  (juelles  que  soient  les  valeurs  ini- 
tiales   attribuées   à  /',  y, Cette   singularité    a   fait    l'objet 

d'une  Communication  au  cinquième  Congrès  international  des 
mathématiciens  [voir  Proceedings  of  the  fifth  international 
congress  of  mathematîcians,  vol.  1,  Communications  (Section  I), 
page  3'^2,  Cambridge],  où  j'ai  fait  une  étude  morphologique  des 
équations  présentant  la  singularité  de  fournir  une  série  divergente, 
satisfaisant  formellement  à  l'équation. 

Dans  cette  Communication,  j'ai  donné  les  définitions  suivantes 
qui  sont  nécessaires  pour  notre  problème  actuel,  à  savoir  : 

Considérons  un  terme  M  de  l'équation  (2.4)  et  effectuons  sur  ce 
terme  m  dérivations  successives,  et  ensuite   remplaçons  a:  et  ^ 

(')  Il  n'y  a  pas  besoin  que  toutes  les  équations  du  système  présentent  la  sin- 
gularité qui  nous  occupe  pour  pouvoir  appliquer  notre  méthode,  qu'on  peut 
employer  même  dans  le  cas  où  une  seule  équation  présente  la  forme  (  23),  les 
autres  étant  régulières  pour  les  conditions  initiales  j;  =  o,  _>',  =  o,  ^,  =  o,  ..., 
y^=iO,  ou  possédant  une  singularité  d'autre  nature. 
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par  zéro;  si  nous  désignons  par  N  l'ordre  différentiel  de  l'expres- 
sion E  ainsi  obtenue,  la  différence  N  —  m  sera  appelée  poids  du 
terme    considéré.   Cette    définition  nous    conduit   facilement    aux 
règles  suivantes,  dont  les  déinousLrutions  sont  évidentes,  à  savoir  : 

1°  Le  poids  d'un  terme  de  la  forme  axP  est  égal  à  —  m  (c'est- 
à-dire  indéterminé,  comme  dépendant  du  nombre  des  dérivations 
effectuées). 

2°  Le  poids  d'un  terme  de  la  forme  axP  yi  (où  q  ^o)  est  égal 
àj-p  —  q. 

3°  Le  poids  d'un  terme  T  ne  contenant  que  des  dérivées  est 
égal  à  son  ordre  (c'est-à-dirè  à  l'ordre  le  plus  élevé  des  dérivées  qui 
j  figurent).  Si  nous  désignons  par  b  le  poids  d'un  tel  terme  T,  le 
poids  du  produit  xpT  est  égal  à  b — p  et  le  poids  du  pro- 
duit xfyfT  (où  q^o)  est  égal  à  b -\-\  — p  —  q. 

4°  Le  poids  d'une  somme  est  en  général  égal  au  plus  grand 
des  poids  de  ses  termes. 

Deux  termes  M  et  M'  du  même  poids  seront  dits  équipoUents 
lorsque  les  expressions  correspondantes  E  ou  E'  (^voir  la  notation 
ci-dessus  indiquée)  se  composent  de  termes  semblables  par  rapport 
aux  dérivées  y',  y",  ...  (ne  pouvant  différer  que  par  les  coeffi- 
cients). Toute  équation  en  x  et  j',  différentielle  on  non^  ayant  des 
termes  respectivement  équipoUents  aux  termes  de  l'équation  (24) 
sera  appelée  «i^^oc/ee  à  /'('quation  (24)-  Deux  équations  associées 
l'une  à  l'autre  et  ayant  communs  les  termes  du  plus  grand  poids 
jouent  un  rôle  très  intéressant  pour  la  singularité  qui  nous  occupe. 
L'étude  approfondie  de  notre  travail  déjà  mentionné,  qui  sert  de 
base  pour  le  Mémoire  actuel,   montre  deux  choses  importantes  : 

i"  Ce  sont  les  termes  du  poids  maximum  qui  jouent  le  rôle  pré- 
pondérant dans  le  calcul  des  coefficients  des  séries  et  non  pas  les 
termes  qui  contiennent  la  dérivée  de  l'ordre  plus  élevé,  comme  il 
arrive  dans  les  cas  réguliers.  C'est  un  caractère  de  la  singularité 
qui  nous  occupe. 

2°  Les  résultats  des  dérivations  successives  dans  les  deux  séries 
ne  diffèrent  que  par  quelques  facteurs  positifs  et  indépendants 
de  la  valeur  algébrique  des  coefficients  des  équations  associées 
que  j'ai  appelés  facteurs  de  divergence^puisque  c'est  la  présence 
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de  ces  facteurs  qui  seule  entraîne  la  divergence  dune  série 
lorsque  l'autre  a  un  rayon  de  convergence  différent  de  zéro. 

L'équation  différentielle  ,(i),  étudiée  dans  ce  travail,  a  comme 
associée  l'équation 

qui  n'' est  pas  différentielle.,  et  qui,  par  un  changement  des  signes 
(s'il  est  nécessaire)  des  coefficients,  nous  a  fourni  l'équation 

xy+¥{x,jr)  =  \b\y, 

dont  la  comparaison  avec  l'équation  (i)  nous  a  permis  d'établir  le 
théoi'ème  de  ce  travail. 

Un  emploi  analogue  d'une  associée  à  l'équation  ('->.4))  choisie 
de  façon  à  donner  une  série  de  Maclaurin  à  coefficients  tous 
positifs  .^'permet  d'étendre  à  l'équation  (24)  notre  théorème  I. 
Il  faudra  toujours  que  la  série  fournie  par  l'équation  associée 
ait  un  rayon  de  convergence  différent  de  zéro  et  définisse  une 
fonction  u  =  a{x)  prolongeable  sur  l'axe  réel  positif  et  d'ordre 
de  grandeur  inférieur  à  celui  de  e^  pour  la  sonimabilité  de 
M.  Bore  l  par  la  fonction  sommatrice  e" . 

Parmi  les  associées  à  l'équation  (24)  on  choisira,  bien  entendu, 
la  plus  simple,  celle  qui  a  le  plus  petit  ordre  différentiel.  S'il  existe 
une  associée  non  différentielle,  comme  pour  l'équation  (i),  elle 
est  certainement  (en  général)  préférable. 

I.  Pour  les  équations  linéaires,  notre  théorème  I  n'est  pas  très 
utile.  Si,  par  exemple,  l'équation  (1)  est  linéaire,  son  associée  (que 
nous  avons  utilisée)  est  de  la  forme 

\b\y  =  xy  ■+-  xA.(x)  -h  xyA.i(x), 

où  les  fonctions  A(a;)  et  A(  (x)  sont  à  coefficients  tous  positifs;  la 
fonction  tu  (a?)  sera  donc 

x\(x) 


(25)  y  =  M(  x)  = 


I  6  I  —  a7[i  -+-  Ai(3r)l 


Si  les  A(x)  et  A,(^./;)  sont  des  polynômes,  le  dénominateur  de 
la  frai; lion  (25)  possède  toujours  une  racine  l'éelle  et  positive  et, 
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comme  le  numéralcui-  iia  pas  des  racines  positives,  il  en  résulte 
que,  dans  le  cas  actuel,  la  fonction  )•  =  oj(a?)  possède  toujours  un 
point  sinjj;ulier  sur  l'axe  réel  positif  et,  par  conséquent,  le  long  de 
cet  axe,  son  prolongenienl  analytique  est  impossible.  Donc, 
lorsque  l'équation  (i)  est  linéaire  et  algébrique  en  a?,  notre  théo- 
rème n'est  pas  très  utile. 

Mais,  pour  les  équations  non  linéaires,  notre  théorème  est,  en 
général,  utile.  Dans  le  cas,  par  exemple,  où  J\x,  y)  est  du 
second  degré  en  j',  l'associée  de  l'équation  différentielle  (i)  est  de 
la  forme 

\b\y  =  xy  -^  X k{x)  ->r  xy  A i ( a; )  -t-  Aj ( .r ) x* , 

c'est-à-dire 

(7.6;  \^{x)y''  -^ y\x k^{x )  +  X  —  |  6  |  4- ] x  A(x)  =  o, 

où  les  A(a?),  A,  (a?),  Aa(a?)  sont  à  coefficients  positifs;  pour  fixer 
les  idées,  supposons  qu'ils  soient  des  polynômes.  On  peut  les 
choisir  de  façon  que  le  polynôme 

;  a7[Ai(ar)H-i]  —  i  6  |;î— •4arA(a-)A,(a:) 

n'ait  pas  des  racines  positives  et,  alors,  la  fonction  y  =  (.j(a:), 
définie  par  l'équation  (26),  n'aura  pas  des  points  singuliers  sur 
l'axe  réel  positif  et  son  prolongement  analytique  sur  cet  axe  sera 
bien  possible. 

Je  tiens  à  signaler  le  fait  remarquable  que  notre  méthode  de 
comparaison  ramène  la  possibilité  de  la  sommation  des  séries 
divergentes  satisfaisant  formellement  aux  équations  différentielles 
de  la  forme  (i)  et  d'autres  formes  plus  générales  à  l'étude  des 
points  singuliers  et  de  la  croissance  d'une  fonction  algébrique  ou 
algébroïde  bien  connue  et  déterminée  par  l'équation  différentielle. 

Une  généralisation  de  la  notion  de  sommation  de  M.  Borel  faite 
par  d'autres  moyennes  ou  par  d'autres  fonctions  sommatrices  per- 
mettrait, je  l'espère,  à  notre  méthode  de  donner  de  meilleurs 
résultais  pour  la  théorie  des  singularités  des  équations  différen- 
tielles. 

11  est  aussi  digne  d'attirer  l'attention  sur  le  fait  que  notre  théo- 
rème I  fournit  une  limite  supérieure  de  la  fonction  y=ig\^x)  qui 
est  la  somme  de  la  série  (5)  satisfaisant  formellement  à  l'équation 
ILYlIi.  8 
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différentielle  ;  nous  avons 


OU 


(27)  M(/-)=:   /      e-"M(ar)  da  =  -   j      e    ^ui(t)dt. 

Remarquons  enfin  que,  d'après  les  résultats  ci-dessus  men- 
tionnés de  M.  Borel,  notre  méthode  démontre  l'existence  d'inté- 
grales de  certaines  équations^^différentielles,  répondant  aux  condi- 
tions initiales  (Xg  :=  o,  ^0=  o)  singulières  et  fournies  par  la  série 
divergente  satisfaisant  formellement  aux  équations  et  par  la  théorie 
de  sommabilité  de  M.  Borel. 


CHAMPS  VECTORIELS  A  DIRECTIONS  ASYMPTOTIQUES 
INDÉTERMINÉES; 

Par  m.   René  Garnikr. 


Dans  une  Note  des  Comptes  rendus  (  '  ),  j'ai  traité  un  problème 
posé  par  M.  C.  Guichard,  et  étudié  par  M.  Axel  Egnell  (^);  par 
suite  [d'une  erreur  de  signe,  le  résultat  qui  termine  cette  Note  se 
trouve  incomplet  (').  Mais,  en  fait,  il  est  facile  de  résoudre  com- 
plètement le  problème  par  la  méthode  analytique  que  j'ai  signalée. 

Il  s'agit  de  déterminer  six  fonctions  inconnues  X,  Y,  Z,  a,  v,  w 
satisfaisant  à  l'équation 

d\  dx  -h  dY  djy  -h  dZ  dz  =  (X  dx  -h  \  dy  -h  Z  d*)(u  d.r  -^-  v  dy  -h  w  d»)  ; 
or  cette  équation  équivaut  au  système 

d\     d\     dZ  .       {  7^1 

( I )  '  ■^     —     ^  \  =  /    (' X  -f-  p  v\  vZ  —  ^   /  ' 

:'X  —  (JL       wYh-X  wZ  I 


(')  Comptts  rendus,  l.  169,  1919,  p.  324. 

(■')  Ibid.,  l.  1G8,  1919,  p.  1263. 

(3)  Cf.  E.  GouRSAT,  Ibid.,  t.  169,  1919,  p.  498. 


dx 

dx 

dx 

dY 

dy 

dZ 
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àz 

à\ 
dz 

ÙZ 
dz 
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dont  les  conditions  d'intégrabilité  s'écrivent 

I    c»X  ■         ,        (>u  dp  1        I    tv        c  V  rv 

1 a/.         —     —   IIU. UP     l  IçA.  —  b  TiA  ^A 

V  âx  ()T  i)x  '     '        ' 


'  d/  ày  Oy  ^     i  \ 

tvX      ~  —  wu     —   —  cvo]        I        ?Z  T,  Z     ^Z  —  S 

Oi  ai  ■    az  '     ,1 

en  posant 

dv        âiv  div        du  du        ôv   

dz        dy  '  ùx        ôz         "  ()y        dx 

et 

2S  =  ?X-(-r,Y  4-ÇZ). 

Exprimons  maintenant  que  (2)  est  complètement  intégrable,  et 
nous  obtiendrons  en  tout  les  six  équations  ('  ) 

B  =  3  T.u  -(-  — !■   z  —  "7^  X  =  o, 

dx  az 

àl  al 

C.=  3cp-i--— A 7-  Y=o 

ôy  dx 

'  d«  d/  ox  dz 

d'où  l'on  déduit  aussitôt  la  combinaison 

0  =  AX*^BY»+GZ»+2DYZ  -1- 2  EZX  -h  aFXY 

3  3($X -H  7)  Y -+- ÇZ)(X  X  -(- [jlY -f- pZ). 

On  devra  donc  avoir 
(3)  S(T  =  o, 


(!)  Les  systèmes  (i)  et  (a),  ainsi  que  l'èqualion  E  =  o,  liKnrent  irailliMii>  d.iiis 
la  Note  des  Comptes  rendus. 
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en  posant 

a  =  XX  -I-  [J.Y  -I-  pZ. 

Supposons  d'abord  «r^z^o;  la  condition  (3)  exigera  S  =  o;  mais 
on  tire  de  (i)  et  (2) 

on  aura  donc 

à  loga  d  logd  à  loffir 

ôx         ~  oy  az 

et  en  multipliant  X,  Y,  Z  par  un  facteur  d'ensemble  convenable- 
ment choisi,  on  peut  prendre  c-  =:  1 ,  d'où 

u  =^  V  =  iv.=  o,         $~Trj  =  ^  =  o; 

X,  a,  p  sont  des  constantes  et,  en  vertu  de  (i),  le  vecteur  {%,  Y,  Z) 
sera  normal  au  plan  polaire  du  point  (a?,  }',  z)  par  rapport  à 
un  complexe  linéaire.  C'est  la  solution  de  la  Note  des  Comptes 
rendus. 

Mais  on  peut  encore  satisfaire  à  (3)  en  prenant  !t  =  o;  pour 
interpréter  ce  résultat,  posons 

H  =  x\  -\- y\  -f-zZ; 
en  nous  appuyant  sur  (i),  nous  trouverons 


-(H)  ... 


\){y,  -5)        H3  "' 


D(z,  r)  H-'  •  D(a:,j)  H3  '        •••' 

X     Y     Z 

ce  qui  prouve  que,  pour  o- =  o,  ^>  77,  77  sont,  tous,  fonctions  l'un 

de  l'autre;  le  vecteur  (X,  Y,  Z)  est  alors  perpendiculaire  à 
un  plan.,  tangent  à  une  développable  et  passant  par  le 
point  (^,  JK,  2),  et  l'on  vérifie  aussitôt  que  cette  seconde  solution 
répond  bien  à  la  question. 
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SUR  LA  THÉORIE  DES  NOMBRES  HTPERGOMPLEXES 
A  COORDONNÉES  RATIONNELLES  ; 

Par  m.  L.-GisTAVE  Du  Pasquier. 


CHAPITRE  I. 

LES    NOMBRER    H YPBRCOMPLKXES    ENTIERS. 

1.  Envisageons  un  ensemble  constitué  par  une  infinité 
d'éléments,  ou  complexes^  tels  que  ^  =  (a;,,  x^^  ...,  ^m),  le 
signe  ^  (doublement  égal)  se  prononçant  «  égal  par  définition  », 
ou  «  identiquement  égal  ».  Les  J?,,  r.^,  ..  .,  x,n  sont  des  nombres 
réels,  d'ailleurs  quelconques,  dits  coordonnées  du  complexe  x. 
Pour  faire  de  cet  ensemble  un  sjstèfVie  S„,  de  nombres  hjpercom- 
plexes,  il  faut  soumettre  au  calcul  les  éléments  x.  A  cet  effet,  il 
suffit  de  poser  trois  définitions  primordiales  :  celle  de  l  égaillé  de 
deux  complexes  et  celles  de  deux  opérations  que  l'on  appellera, 
par  analogie  avec  l'arithmétique  élémentaire,  addition  et  multi- 
pLicnlion .  Ces  trois  définitions  primordiales  sont  d'ailleurs  arbi- 
traires, à  la  seule  restriction  près  qiie  la  définition  de  l'égalité,  que 
nous  représentons  comme  de  coutume  par  le  signe  =  ,  satisfasse 
aux  trois  axiomes  suivants  :  i"  tout  élément  doit  être  «  égal  »  à  lui- 
même;  2"  de  a  = />,  il  résulte  h  =  a;  3"  de  a  =:  b  et  h  =^  c,  il 
résulte  a  =  c. 

Dans  ce  qui  suit,  nous  supposons  d'emblée  l'égalité  de  deux 
nombres  hypercomplexes  tels  que  <7  =  (rt,,  «a,  ...,  a^)  et 
^  =  (^(7  b-2^  ...,  à,,,}  définie  par  l'égalité  des  coordonnées 
corres/iondantes.  L'équation  a  ^  h  entraîne  donc,  par  définition, 
les  m  égalités  entre  nombres  réels 

a\=  b),         (1  =  i,  i,  i,  .  . . ,  m  >. 

De  plus,  nous  supposons  l'une  des  deux  opérations  susmention- 
nées, l'addi/ion  des  nombres  hypercomplexes,  définie  par  l'addi- 
tion des  coordonnées  correspondantes,  de  sorte  que 

(1)  a -(- 6  =  (ai-t- 61,  a,-+- 6t,  ...,am-t-^m) 


-  110  — 

Parmi  les  corollaires  de  ces  deux  définitions,  signalons  les  cinq 
suivants  : 

1°  L'existence,  dans  le  système  S„,,  d'un  nombre  hjpercom- 
plexe  z  indifférent  à  l'addition  (le  «  module  »  de  l'addition)  satis- 
faisant, quel  que  soit  a,  à  l'équation,  a  +  z  =  a.  Représentons-le 
comme  d'habitude  par  0  =  (0,0,  ...  ,o). 

2"  L'existence  d'une  opération  inverse  de  l'addition.  Par  analo- 
gie, on  l'appelle  «  soustraction  de  nombres  hypercomplexes  »  et 
on  la  représente  par  le  signe  — .  On  démontre  qu'elle  est,  comme 
l'addition,  toujours  possible  et  univo(jue  dans  S„,  et  s'effectue  par 
la  soustraction  des  coordonnées  correspondantes 

(2)  a  —  6  =  (a,  —  61,  «2— ^2 a,„^h„,). 

3"  Les  propriétés  associative  et  commutative  de  l'addition. 

4°  La  multiplication  d'un  nombre  hjpércomplexe  .x  par  un 
nombre  naturel  n  s'opère  en  multipliant  par  n  chacune  des  coor- 
données de  J7  :  on  le  voit  en  additionnant  x  à  lui-même  n  fois  de 
suite.  Par  définition,  étendons  ce  théorème  au  cas  où  n  est  un 
nombre  réel  quelconque  /•,  de  sorte  que 

(3)  ■■  rx'={rxi.  rx^.,  ...,  r.r,„). 

5°  Tout  nombre  hjpercomplexe  y^(j>^,,  y^^  ...,  ym)  du 
système  S,„  peut  se  mettre  sous  la  forme 

1  ...  n 

(4)  y  =  ri  «1 -+•  72  «t-'-----^. »'"'«"'=  2-L^'^'' 

i 

OÙ   les  nombres    réels    Y\i  y-ii  •■■■,   Vm    ne    sont   autres  que  les 
^coordonnées   de  y,  et  les  e,,  e-2,  .  .  .,  e,n  des  complexes  particu- 
liers dits  unités  relatives  du  système,  savoir  : 

/    tf,  =(  I,  o,  o,   . . .,  o), 

\   gj  =(0,  I,  o,   .  . . ,  o), 

(5)  <  «»  =(0,  o,  I,  .  ..,  o), 


,  =  (0,  0,0,  . . .,  1). 


On  pourrait  ji'aiHeurs  prendre  dans  le  même  système,  comme 
unités   relatives,   m    autres    nombres    hypercomplexes,    pourvu 
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qu'ils  soient  linéairement  indépendants  (voir  n°  o).  Tout  nombre 
tel  que  j^  pourrait  encore  se  mettre  sous  la  forme  (4)-  H  est  vrai 
qu'en  choisissant  d'autres  unités  relatives,  puis  donnant  au  même 
nombre  hjpercomplexe  y  la  forme  (4),  on  obtiendrait  en 
général  d'autres  y,. 

2.  Outre  l'addition,  supposons  définie  dans  S^j  une  seconde 
opération  :  «  la  multiplication  ».  Etant  donnés  les  deux  complexes 
X  et  y  de  S^j  on  appelle  produit  xy  un  nouveau  nombre  hjper- 
complexe 2  =  (^2|,22,  .  .  .,  z,n)  appartenant  au  même  système  et 
dont  chaque  coordonnée  3x  est  une  fonction  y'x  des  coordonnées 
Xi  et  yi  : 

(6)  ^y  ^  ^^ifxi^Xi,  yi),J\i(Ti,  Yi),  ...,/,„(--r,-,7,)]. 

Il  n'est  pas  nécessaire  d'ailleurs  de  supposer  que  ces  /x  soient 
des  fonctions  rationnelles  entières  de  leurs  arguments.  Chacune 
doit  être  fixée,  mais  peut  l'être  arbitrairement.  Suivant  à  quel 
choix  des/x  "i^  s'arrêtera,  la  «  multiplication»  ainsi  définie  sera 
commutative  ou  non,  associative  ou  non,  liée  ou  non  à  l'addition 
par  la  loi  de  distributivité;  elle  admettra  une  ou  deux«  opérations 
inverses  »  :  la  division  à  droite  et  \a  division  à  gauche  uni\o(\\.\Qs 
ou  plurivoqwîs,  exécutables  toujours,  ou  dans  certains  cas  seule- 
ment, ou  pas  du  tout. 

On  voit  qu'en  introduisant  les  unités  relatives  ^^5  i,  la  multipli- 
cation de  nombres  hypercomplexes  de  S„,  sera  déterminée  dès  que 
l'on  saura  exprinu;r  tous  les  produits  <'-i,ek  au  moyen  des  mêmes 
unités  relatives  e, ,  Ca,  •  .  • ,  e„.  Cette  loi  de  multiplication  est  donc 
définie  par  m-^  constantes  "^îks  qui  entrent  (l;ins  les  foi  mules 


il) 


«iC,  =  N^Yiîi«5.         «i«3=  ^ïtJ5«î,         g;gA=  2^-{ikse, 


5  =  1 

{i,  k  =■  \,  1,  . . . ,  m). 


Définition.  —  Deux  .systèmes  sont  dits  réciproques  quand  on 
passe    (le  l'un  à  l'autre   en    changeant    entre    elles    les   constantes 

7(7..     *^i    Y*'*'        '*"        '■  ^' •  *  =  ••  'i\  •  •  •  ■  '"• 
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Dans  ce  qui  suit,  nous  supposons  : 

i"     Que     le     système     S,„    est    à     mulliplicalion     associative, 
{ah)x  =  a[bx).  On  sait  que,  pour  qu'il  en  soit  ainsi,  la  condition 


nécessaire    et   suffisante    est   que    les 
fassent  aux  relations 


constantes    y/a^    satis- 


(«)  y^v 


hs  "(sjt 


T/.7.  y  LU 


i,  /..y,  (  =^i,  1, 


2°  Qu'il  existe  dans  S,„  une  unité  principale,  c'est-à-dire  un 
nombre  hjpercomplexe  //  indifférent  à  la  nniitipUcation  (le 
«module»  delà  multiplication)  satisfaisant,  quel  que  soit  a,  aux 
égalités  au=  ua  =  a.  Nous  représenterons  cette  unité  principale 
u  par  l'écriture  i.  On  saifc  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  que  S„,  admette  une  unité  principale  est  qu'aucun  des  deux 
déterminants  dits  déierminanls  caractéristiques  du  système, 
savoir  : 


(9) 


{k,s 


(  =  1 
=  1,9.,   .  .  . 


,  m),         (i,  5  =  1,  2,  .  .  . 


m), 


ne  soit  identiquement  nul,  quels  que  soient  les  nombres  «,. 

S'il  en  est  ainsi,  la  «  divisit)n  à  droite  »  ella  «  division  à  gauche  » 
sont  possibles  et  bien  déterminées  lorsque  le  diviseur  n'est  pas 
un  diviseur  de  zéro;  en  d'autres  termes  :  étant  donnés  a  et  />,  on 
peut  déterminer  les  solutions  x  et  y  des  équations  a  =  b.r  et 
a  =:yb,  et  les  coordonnées  des  quotients  («  quotient  à  droite  »  et 
«  quotient  à  gauche  »)  sont  données  par  un  système  de  ni  équa- 
tions linéaires  à  nt  inconnues,  à  déteruiinant  non  nul  quand  0 
n'est  pas  diviseur  de  zéro. 

3.  Avec  les  nombres  hvpercomplexes  envisagés  stî  trouvent 
définies,  par  ce  qui  précède,  légalité  cl  quatre  opérations  ration- 
nelles. Le  système  S„j  constitue  dès  lors  un  corps  de  nombres. 
Appelons  nombre  hypercomplexe  rationnel^  ou  simplement 
«  complexe  rationnel  »,  un  tel  complexe  x  dont  toutes  les  «/coor- 
données Xi  sont  des  nombres  rationnels  quelconques,  entiers  ou 
fractionnaires.  L'ensemble  des  complexe^i  rationnels  constitue 
le  domaine  naturel  de  rationalité  de  S,,,.  ISous  le  désignerons 
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par  /nR,  ou  simplement  R.  C'est  dire  que  les  nombres  hypercom- 
plexes  rationnels  en  question  se  reproduisent  dans  R  par  addition, 
soustraction,  multiplication  et  division;  en  d'autres  termes  :  que 
somme,  différence,  produit  et  quotients  (s'ils  existent)  de  deux 
complexes  rationnels  sont  toujours  de  nouveau  des  complexes 
rationnels. 

Nous  nous  proposons  de  faire  Carithnomie  du  corps  de  nom- 
bres mR. 

Le  premier  pas  devra  consister  à  scinder  mR  en  deux  domaines, 
mettant  dans  l'un  les  complexes  rationnels  «  entiers  »  encore  à 
définir,  dans  l'autre,  les  complexes  rationnels  «  non  entiers  ».  La 
définition  suivante  que  nous  appelons  lipsrhitzienne  se  présente 
le  plus  naturellement  à  l'esprit  :  un  complexe  rationnel 


=2^''^'- 


est  dit  entier^  si  ses  ryi  coordonnées  .r,  sont  des  nombres  entiers 
ordinaires;  x  sera  dit  non  entier,  si  1  une  au  moins  de  ses  m  coor- 
données est  un  nombre  fractionnaire. 

En  prenant  pour  base  cette  définition  et  envisa<;eant  les  com- 
plexes entiers  ainsi  définis  comme  ('léments,  on  peut  ériger  une 
arithnomie  du  système  de  nombres  hypercomplexes  considéré. 
Cette  arithmétique  généralisée  présente  beaucoup  d'analogies  avec 
la  classique  dont  les  éléments  sont  les  nombres  rationnels  entiers. 
On  retrouve  en  général,  dans  cette  arithnomie  des  complexes, 
l'équivalent  du  nombre  premier  et  la  possibilité  de  décomposer 
un  complexe  entier  (juelconque  en  fadeurs  premirrs.  On  y 
retrouve  aussi  les  diviseurs  communs  de  2  ou,  plus  généra- 
lement, de  n  (M)mplexes  entiers  donn<s.  On  y  retrouve  encore  un 
procédé  analogue  à  l'algorithme  d^ Euclide,  permettant  (h;  déter- 
miner, par  un  nombre  fini  d'opérations  rationnelles,  le  plus  grand 
commun  diviseur  et  le  plus  petit  commun  multiple  de  plusieurs 
complexes  entiers  donnés.  On  y  retrouve  une  théorie  des 
congruences,  l'analogue  du  fhcoréme  de  Fermât,  l'analogue  du 
théorème  de  Wilson,  etc. 

Mais  il  y  a  des  cas  où  cette  analogie  ne  joue  pas.  il  y  a  des 
systèmes  de  nombres  où  l'arithmétique  généralisée  basée  sur   la 
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définition  lipschitzienne  du  nombre  hjpercomplexe  entier  présente 
des  anomalies  étonnantes,  curieuses  exceptions  aux  régies  géné- 
rales. Cela  lient  souvent  à  la  définition  même  du  complexe 
«  entiçr  »  comme  l'a  montré  pour  la  première  fois  M.  A.  Hur\vitz 
sur  l'exemple  des  quaternions.  Voici  les  considérations  qui 
peuvent  conduire  à  une  définition  satisfaisante  du  nombre  hyper- 
complexe  entier-. 

Les  nombres  entiers  sont  caractérisés  par  les  propriétés  fonda- 
mentales suivantes  : 

i"  Ils  doivent  former  un  domaine  d  intégrité.,  c'est-à-dire  se 
reproduire  par  addition,  soustraction  et  multiplication. 

2°  Ce  domaine  d'intégrité  doit  contenir  une  unité  principale., 
«le  nombre  i  ».  Sinon,  on  aurait  un  système  de  nombres  «  entiers» 
dont  aucun  ne  serait  divisible  par  lui-même. 

3"  Ce  domaine  d'intégrité  doit  posséder  une  hase  finie  ;  autre- 
ment dit,  il  doit  être  possible  d'y  choisir  un  nombre  fini  de 
complexes,  disons  ^,,  <2i  •• -i  ^o  jouissant  de  la  propriété  que 
voici  :  si  /;? , ,  in.,^  •  •  • ,  ni„  désignent  des  nombres  entiers  ordinaires 
quelconques  (  positifs,  nuls  ou  négatifs),  l'expression 

(lo)  //?, /i -t-  /Hj^a-h.  .  .-4- /??„/„ 

doit  pouvoir  reproduire,  par  un  choix  convenable  des  nombres 
entiers  m^,  tous  les  éléments  du  domaine  envisagé.  Réciproque- 
ment, le  domaine  d'intégrité  en  question  doit  se  composer  de  tous 
les  complexes,  et  uniquement  des  complexes,  qu'on  obtient  en 
assignant,  diins  l'expression  (lo),  aux  nombres  m,, ///;i,  ...,/;?„? 
de  toutes  les  manières  possibles,  des  valeurs  entières  (positives, 
nulles  ou  négatives). 

Nous  appelons  domaine  holoïde  tout  ensemble  de  complexes 
jouissant  de  ces  trois  propriétés.  En  vertu  de  cette  définition,  tout 
domaine  holoïde  contient  une  infinité  d'éléments,  parmi  lesquels 
«  le  nombre  i  »  et  le  zéro;  de  plus,  on  peut  y  effectuer,  sans  res- 
triction, l'addition,  la  soustraction,  la  multiplication,  et  cela  sans 
jamais  sortir  du  domaine;  enfin,  il  possède  une  base  finie.  Or, 
pour  caractériser  les  nombres  entiers,  il  faut  une  quatrième 
propriété. 

4"  Ils  doivent  constituer  un  domaine  holoïde  qui  soit  maximal. 

Définition.    —   Utt   domaine    holoïde    |H]    est   dit   maximal., 
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lorsqu'il  n'existe  pas,  dans  le  corps  de  nombres  envisagé,  un 
autre  domaine  holoïde  contenant  tous  les  éléments  de  [H]  et,  en 
plus,  des  éléments  qui  ne  font  pas  partie  de  [II].  La  définition  du 
complexe  rationnel  entier  est  alors  la  suivante  :  un  nombre  hyper- 
complexe  rationnel 


-=2 
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est  dit  entier,  s'il  fait  partie  du  domaine  holoïde  maximal  en 
question;  le  complexe  rationnels:  sera  dit  non  entier,  s'il  n'est 
pas  contenu  dans  ce  domaine  holoïde  maximal. 

En  adoptant  celte  nouvelle  définition  et  envisageant  comme 
éléments  les  complexes  «entiers  »  définis  de  cette  façon,  on  peut 
construire,"  dans  le  domaine  R,  une  arithmétique  et  une  théorie 
des  nombres,  d'une  simplicité  analogue  à  celle  de  l'arithmétique 
classique,  alors  que  la  définition  iipsrhitzienne  conduit  à  une 
arithnomie  non  régulière.  Cette  nouvelle  définition  du  nombre 
hjpercomplexe  entier  peut  avoir  comme  conséquence  (ju'on 
appellera  entiers  même  certains  (M)ni[)l,exes  rationnels  x  à  coor- 
données XI  fractionnaires  ;  inversement,  il  peut  arriver  que  dans  un 
domaine  de  rationalité  donné  R,  certains  complexes  rationnels  x 
ne  soient  pas  réputés  «  entiers  »,  bien  que  toutes  leurs  coordon- 
nées xi  soient  des  entiers  ordinaires. 

i.  Par  l'étude  de  . différents  systèmes  de  nombres  hypercom- 
plexes,  nous  avons  établi  les  faits  suivnnts  : 

1°  L'opération  qui  consiste  à  scinder  le  corps  de  nombres 
envisagé  en  deux  domaines  dont  l'un  comprend  les  complexes 
entiers,  l'autre  les  complexes  non  entiers,  peut  ne  pas  être 
univoque.  Il  existe,  eu  efTel,  des  systèmes  de  nombres  hypercom- 
plexes  où  le  corps  R  constitué  par  l'ensemble  des  complexes 
rationnels  contient  plusieurs  domaines  holoïdes  maximaux,  très 
différents.  Désii;non>-les  par  |M,!,  jM;^|,  jMaj,  ....  Dans  un 
pareil  système  S,„,  la  définition  du  nombre  hypercomplexe 
«  entier  »  n'est  plus  univoqu<';  elle  y  dtnient  relative.  Elle  dépend 
en  effet  du  domaine  holoïdi;  maximal  dont  on  se  sert  pour  scinder 
le  corps  R.  On  est  donc  obligé  de  définir  ainsi  :  un  complexe 
rationnel  x  est  dit  «  entier  fuir  ritpport  au  domaine  jM^^j  »,  s'il 
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est  contenu  dans  |M^|;  et  x  est  dit  «  non  entier  par  rapport 
à  \y^p\  »,  s'il  ne  fait  pas  partie  du  domaine  holoïde  maximal  JM^j. 

Dans  un  pareil  système  S,»,  un  complexe  rationnel  /  pris  au 
hasard  est-il  entier  ?  On  ne  pourra  pas.  en  général,  trancher  cette 
question  d'une  manière  absolue  par  oui  ou  par  non.  il  pourra  se 
faire  qu'on  doive  répf)ndre  :  «  Cela  dépend  »,  puisqu'il  j  a  plu- 
sieurs manières  de  scinder  le  corps  R  en  complexes  entiers  et  non 
entiers.  Or,  il  se  trouve  que  certains  complexes  rationnels  sont 
contenus  dans  tous  les  domaines  holoïdes  maximaux  |Mp|,  par 
exemple,  les  nombres  entiers  ordinaires.  Pour  celte  raison,  on 
pourrait  les  nommer  absolument,  entiers.  D'autres  complexes 
rationnels  ne  sont  contenus  dans  aucun  des  domaines  holoïdes 
maximaux  fM^, j;  on  pourrait  les  appeler  absolument  fraction- 
naires. Enfin,  il  j  a  une  catégorie  de  complexe^  rationnels  qu'on 
pourrait  appeler  cortrft7to/i/te//e/n(f«/  e/i^ter^;  cesont  ceux  (jui  font 
partie  d'un  ou  de  plusieurs  des  domaines  holoïdes  maximaux  |My,|, 
mais  pas  de  tous. 

Au  point  de  vue  de  l'arithnoinie,  un  tel  corps  R  se  subdivise 
donc  en  trois  groupes.  On  sait  qu'il  en  est  tout  autrement  du 
corps  R  des  nombres  rationnels  ordinaires,  du  corps  R  des  nom- 
bres complexes  de  Gauss,  (;tc.  Ces  corps-là  se  subdivisent,  en  deux 
groupes  seulement;  la  catégorie  des  nombres  «  conditionnellement 
entiers  »  ou  «  conditionnellement  fractionnaires  »  n'y  existe  pas. 

2"  Etant  donné  un  corps  R  décomplexes  rationnels  faisant  partie 
d'un  système  S,„  de  nombres  hypercomplexos,  il  peut  arriver 
que  R  ne  contienne  aucun  domaine  holoïde  niaximal.  Nous  avons 
découvert  ce  fait  surprenant  en  étudiant  certains  systèmes  de 
tettarions.  Dans  un  pareil  système  S,,,,  la  définition  du  nombre 
hypercomplexe  entier  devient  arbitraire,  car  sans  domaine  holoïde 
maximal,  point  de  nombre  entier.  Aussi  faut-il  s'attendre  a  priori 
à  ce  que  l'arithnomie  basée  sur  une  telle  définition  porte,  elle 
aussi,  l'empreinte  plus  ou  nioins  profonde  de  l'arbitraire.  L'expé- 
^  rience  confirme  cette  présomption.  Nous  avons  pensé  qu'il  n'était 
pas  sans  intérêt  d'étudier  à  c(;  point  de  vue  les  différents  systèmes 
connus  de  nombres  hypercomplexes  et  d'indiquer  pour  chacun 
d'eux  le  domaine  holoïde  maximal,  s'il  y  en  a  un  seul,  ou  les 
domaines  holoïdes  maximaux,  s'il  y  en  a  plusieurs.  C'est  l'objet 
du  Chapitre  suivant. 
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CHAPITRE  II. 

LES    FORMES    A    DEUX    BT    A    TROIS    LMTÉS    RELATIVES 
ET    LEURS    DOMAINES    HOLOÏDES. 

5.  Nous  commencerons  par  rappeler  quelques  définitions,  en 
nous  appuyant  sur  l'exposé  de  M.  E.  Cartan  dans  le  Tome  I  de 
V Encyclopédie  des  Sciences  mathématiques  pures  et  appli- 
quées. 

a.  Etant  donnés  n  nombres  hjpercomplexes  a',  «",  a'",  .  .  . ,  a''"\ 
appartenant  à  un  même  système  S,,,,  ces  nombres  sont  dits 
linéairement  indépendants  s'il  est  impossible  de  trouver 
n  nombres  réels  m,,  m^,  .  .  .,  m^  rationnels  ou  irrationnels,  non 
tous  nuls  et  tels  que  Ton  ait 

(il)  m^a  -^  m^a"  ^-  01^0!"  ^r  .  . .  -t-  mn^'^'^o. 

Dire  que  «  le  système  S,„  est  d'ordre  m  »  signifie  que  l'on  peut 
trouver,  dans  ce  système,  m  nombres  linéairement  indépendants, 
mais  non  m,-\-  i  qui  le  soient. 

^ .  On  appelle  base  du  système  S„,  d'ordre  m  l'ensemble  de  m 
nombres  hypercomplexes  linéairement  indépendants,  d'ailleurs 
quelconques,  par  exemple  les  complexes  e,,  ^3,  .  .  .,  e„,  définis  par 
les  formules  (5).  Chacun  des  nombres  qui  constitue  la  base  est 
appelé  unité  relative.^  parfois  simplement  unité.  Il  y  aune  infinité 
de  bases  possibles  dans  un  système  S„,..  La  base  une  fois-choisie, 
tout  nombre  y  de  S„,  peut  se  mettre,  et  d'une  seule  manière,  sous 
la  forme  (4);  réciproquement,  à  toute  expression  (4)  correspond 
un  nombre  hypercomplexe  <l  =  {a^,  a,, .  .  . ,  a^^)  de  Sm- 

y.  Deux  systèmes  de  nombres  hypercomplexes  S  et  S'  sont  dits 
holoédriquement  isomorphes,  si  l'on  peut  établir  entre  les 
nombres  de  ces  deux  systèmes  une  correspondance  uni-univoque 
qui  satisfasse  aux  conditions  suivantes  :  1°  à  tout  nombre  a  du 
premier  correspond  un  et  un  seul  nombre  a  du  second,  et  réci- 
proquement; 2"  à  la  somme  et  au  produit  de  deux  nombres  quel- 
conques a,  b  de  l'un  des  systèmes  correspondent  respectivement 
la  somme  et  le  produit  des  deux  nombres  correspondants  a',  6',  de 
l'autre.  Il  s'ensuit  que  toute  équation  F(a,6,r, .  .  .,^)  ^  o  entre 
nombres  du  premier  système  subsiste  si  l'on  remplace  chacun  des 
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nombres  a,  b,  c,  .  .  .,  g  qui  figure  dans  celte  équation  par  son 
correspondant  dans  l'autre  système  :  a  par  a',  b  par  6',  etc., 
pourvu  que  F  représente  un  nombre  fini  d'additions,  de  soustrac- 
tions, de  multiplications  et  de  divisions  opérées  sur  les  arguments 
entre  parenthèses.  On  dit  aussi,  dans  ce  cas,  que  S'  est  une 
permutation  du  système  S. 

5.  Deux  systèmes  de  nombres  hypercomplexessont  dits  équiva- 
lents^ si  l'un  d'eux  est  holoédriquement  isomorphe  de  l'autre  ou 
réciproque  d'un  isomorphe  de  l'autre.  Nous  rangerons  dans  une 
même  classe  ou  catégorie  tous  les  systèmes  équivalents  entre  eux 
et  conviendrons  de  dire  alors  qu'ils  appartiennent  à  la  même 
forme.  On  appelle  ordre  de  la  forme-'  Tordre  commun  des 
systèmes  qui  appartiennent  à  cette  forme. 

£.  Dans  un  système  S„j-  à  unités  relatives  e,,  e-^-,  ,..,<?„,.  choisis- 
sons une  autre  base  e',,  e\,  .  .  . ,  «/„,  dont  les  termes  e\  sont  définis 
par  les  égalités 

(12)  e')^  =  c\iex-\-c\te«-ir.  .  .^  c\,„e„i         (X  =  i ,  2,  .  . . ,  m). 

Si  les  c\  sont  des  constantes  réelles  à  déterminant  non  nul 
et  qu'on  envisage  ces  nombres  hypercomplexes  (?>  comme  unités 
relatives  d'un  nouveau  système  S',  celui-ci  sera  équivalent  à  S„,. 
11  est  à  prévoir  que  S,„  et  S'  auront  les  mêmes  propriétés 
«essentielles»,  bien  que  la  loi  de  multiplication  dans  l'un  puisse 
être  très  différente  de  celle  dans  l'autre.  Reste  à  savoir,  d'ailleurs, 
quelles  sont  ces  propriétés- communes,  invariantes  en  regard  d'un 
changement  de  base. 

Le  problème  général  des  nombres  hypercomplexes,  dans  les 
hypothèses  restrictives  indiquées  sous  1  et  2,  consiste  à  déterminer 
toutes  les  formes  d'ordre  m  et  d'indiquer,  pour  chaque  forme, 
un  représentant  particulier. 

Ce  problème  est  résolu  pour  m  =  2,  3,  4>  5  et  6. 

6.  Nous  indiquerons  pour  chacune  des  formes  à  2  et  à  3  unités 
un  représentant  particulier  pour  lequel  les  lois  de  la  multiplication 
sont  aussi  simples  que  possible.  Envisageant  ensuite,  dans  ce 
système,  le  corps  de  nombres  R  constitué  par  l'ensemble  des 
complexes  rationnels,  nous  indiquerons  : 

i"  Quel   est  le  domaine  holoïde  le  plus  général  dans   R;    en 
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d'autres  termes,  quelle  est,  dans  ce  corps  de  nombres,  la  base 
la  plus  générale  d'un  domaine  d'intégrité  contenant  le  nombre  i, 
et  deux,  respectivement  trois,  complexes  linéairement  indé- 
pendants; 

2"  Combien  de  ces  domaint-s  holoïdes  sont  maximaux. 

D'après  les  considérations  qui  précédent,  cela  revient  à  dire  si 
la  définition  du  nombre  hjpercomplexe  entier  est  univoque  et  bien 
déterminée,  ou  plurivoque,  ou  enfin  indéterminée  dans  R. 
Remarquons  que  tous  ces  systèmes  comprennent  les  nombres 
réels  comme  sous-système. 

Formel  à  deux  unités  relatives. 

En  prenant  le  ternie  Ae.  forme  dans  le  sens  très  général  ci-dessus 
défini  :  multitude  de  tous  les  systèmes  de  nombres  hypercom- 
plexes  équivalents  entre  eux,  on  démontre  qu'il  n'y  a  que  trois 
formes  à  deux  unités  relatives.  Elles  satisfont  toutes  trois  à  la  loi 
de  commutativité  de  la  multiplication. 

Système  n"  1.  —  La  loi  de  multiplication  est  résumée  par  le 
Tableau  suivant,  où  la  llècho  indique  l'ordre  de  succession  des 
facteurs  du  produit  t!,. «a.  Ce  produit  se  trouve  à  Tintersection  de 
la  ligne  (horizontale)  qui  porte  à  gauche  e/  et  de  la  colonne 
(verticale)  qui  porte  au  haut  e^- 


/ 

«0 

t'i 

t'o 

«0 

«1 

ex 

e\ 

^0 

L'unité  relative  r,  joue  le  rôle  du  nombre  i.  Ce  système  est 
isomorphe  au  système  des  nombres  bicomplexes  a-{-bj\  où  y  est 
un  symbole  défini  par  y*^  =  i.  Les  règles  de  calcul  de  l'algèbre 
ordinaire  y  sont  valables,  à  la  seule  exception  près  qu'il  y  existe 
des  diviseurs  de  zéro;  en  d'autres  termes,  qu'un  produit  peut  être 
nul     sans     qu'aucun     des     fadeurs     ne     le     soit,    par     exemple 

(i-Hy)('-y)  =  o. 
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Dans  le  corps  R  constitué  par  l'ensemble  de  ces  nombres 
hypercomplexes  rationnels,  le  domaine  holoïde  le  plus  général 
a  pour  hase  <,  ^t\,,  t.^z=z  i  e^  +f  <^n  où  g^o  représente  un 
nombre  entier  d^aiUeurs  quelconque.  Ledit  corps  R  contient 
une  infinité  simple  de  domaines  holoïdes  correspondant  aux 
diverses  valeurs  de  g.  Parmi  eux,  un  seul  est  maximal^  celui  qui 
correspond  k  g  =  \ . 

La  définition  du  nombre  entier  est  donc  univoque  dans  ce 
système  :  est  réputé  «entier»  tout  nombre  bicomplexe  de  la 
forme  (  a -\ —  )  H — J -,  où  a  et  b  représentent  des  nombres  entiers 


ordinaires  quelconques.  Ici  se  présente  le  curieux  phénomène 
qu'un  nombre  bicomplexe,  quoique  ayant  des  coordonnées  frac- 
tionnaires, comme  par  exemple  --h-j\  doit  être  considéré 
comme  «  nombre  entier  »  ('  ). 

Pour  un  système  de  nombres  ayant  t,  et  tn  comme  unités 
relatives,  les  lois  de  la  multiplication  sont  résumées  par  le 
Tableau  que  voici  : 


/ 

^ 

ti 

«1 

f, 

tt 

tl 

ti 

gt. 

Système  n"  2.  —  Les  lois  de  la  multiplication  sont  résumées  par 
le  Tableau  suivant  : 


«0 

«1 

«-'o 

<^o 

«1 

ei 

«t 

—  «0 

(')Kot>  L.-G.  Du  Pasquikh  :  Sur  les  nombres,  complexes  de  deuxième  et  de 
troisième  espèce  {Nouv.  Ann.  de  Mathémat.,  4°  série,  l.  XVIII,  1918). 
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I^'nnité  rclalixc  (\,  joue  le  rôle  du  iioruhrc  i.  Ce  système  esl 
isomorphe  à  celui  (l<>  nombres  compleves  de  Gauss  a  -h  hi, 
avec  i-  :=  -^  t.  On  sail  ([iie  loiiles  les  règles  de  calcul  de  ralgèl)re 
ordinaire  y  sont  \alid)lr>.  Dans  le  corps  R  constitué  par 
i  enscinhlc  des  nombres  complexes  rationnels  de  Gauss,  le 
domaine  lioloïde  le  plus  i^('-n<'ral  a  pour  base'  /|  =  i ,  ^2  =^  gi' 
où  g  y£  o  représente  un  nombre  entier  d  ailleurs  quelconque. 

ijv  corps  R  eonhenl  une  inMnilè  simple  de  domaines  lioloïdes 
correspondant  aux  di\ erses  valeurs  entières  de  g.  Parmi  eux. 
un  seul  est  maximal,  celui  (pii  cori-espond  ix  a  =^  i,  le  do- 
maine f  I.  /|.  T^a  délinilitMi(lu  nombre  comj)lexe  entier  \  esl  donc 
univo(pn>  :  est  réputé  «  enliei- )>  tout  ncunbre  c(»mplexe  a -\- bi 
à  coordonnées  a,  /y,  enlicics. 

Pour  un  système  de  nond)ics  l)icom|)le\esa\anl  /,  =/'o'  />  ^^  gCt 
comme  unités  relatives  cl  par  conséquent  é(pii\alanl  au  système 
n"  12,  les  lois  de  la  mtdl iplical ion  sont  résumées  par  le   Tableau 


/ 

/l 

tî 

Ix 

t\ 

tî 

t> 

l-l 

~.^'-e, 

Système  n"  3.       -    Les    lois   de   la    mulliplicalion   sont    résumét;s 
par  le   Tableau  sui\anl  : 


/' 

eo 

c\ 

<°,, 

eo 

1 

Cl 

Cl 

(1 

L  unit»'  relaliNc  c,,   joue    le  r(')l('    du    noud)re    !.»(!«'   système   es! 
isomorplie  à  celui  des  iioiubre^  bicomplrxes  f/ -f- /y(t),  où  o)  esl  un 
xi.vrn.  () 
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symbole  délini  |);ir  to'^  =  o.  Toulcs  les  n-glo-s  dr  oaNiil  dr  l"al<;rl)r<' 
ordinain.'  v  soûl  Nalablcs.  à  la  seule  exceptiou  prt^-s  cjuil  v  existe 
(les  diviseurs  de  zéro,  les  uoiubres  de  la  forme  ro).  Dans  le  corps  R 
constitua  par  V ensejnhle  de  ces  nombres  hiconiplexes  ration- 
nels^ le  domaine  holoïde  le  plus  général  a  pour  hase  /(  =  ^^o- 

i^^zae,,  on  a  =:  -  représenle  un  uond)re  eommensniahle  non  nul 

d'ailhuirs  queleouque,  n  et  g  désij^nanl  des  nombres  entiers 
oi'dinaires  7^0.  Inédit  eorj>s  de  nond)res  R  eonlienl  donc  une 
indnilé  de  domaines  holoïdes  eorr<'sj)ondant  aux  di\erses  \aleurs 
])ossibles  de  a^-O.  He  tous  ces  domaines  ludoïdes.  aucun  n'est 
maximal.  11  s'ensuit  (jue.  dans  ce  système  de  nombres  bieom- 
plexes,  la  définition  du  complexe  -(  entier  »  est,  en  un  certain  sens, 
arbitraire. 

En  résuuu',  parmi  les  trois  lormes  à  deux  unités  relalucs,  il  s'en 
trouxc  deux  où  la  délinilion  du  niunbre  com])lexe  entier  est 
uni\o(pie  et  absolue,  et  une  où  celte  définition  est  arbitraii'e. 


Formes  à  trois  unités  relatives. 

7.  Système  n°  1.  —  Les  lois  de  la  multi|)lieation  sont  résumées 
par  le   Tableau  suivaul,  où  la  flé(die  indi(pie  Tordre  de  succession 


/ 

Ci, 

^I 

f.y 

''(1 

('0 

ei 

<  1 

'•1 

<'\ 

«-'o 

(1 

''2 

0 

0 

''2 

(les  facteurs  du  pioduil  c,  (V.  (<./.■.=  1,  >,3).  Dans  ce  s\stéme  de 
nombres,  la  somme  ',, -h  ^a  ]•»'••'  J*'  ''<''*'  •'"  nombre  i.  et  le»  lois 
fondamentales  de  Talj;èbre  ordinaire  \  sont  \alables.  à  la  seule 
exception    près    (piiin    produit    peut    èlic    nul    sans   (|u  aucun    des 
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fa('l(■ll^^   lie   le  >uil.   nai   cxcnii»!*' 


■2('„  -r-  "'i  -;-  •<;«•<  j  (  f (I  —  «'i  »  =  o. 


Dans  le  corps  H  constitué  par  L'ensemble  de  ces  complexes 
rationnels,  le  domaine  holoïde  le  plus  général  a  pour  base 

OÙ  «7.  />,  ^  Nonl  Irois  iiumhi-cs  cDlicis  soumis  ;ui\  seules  condilioiis 

(ij';  <i  y^  u,         :,"  /^  o,         ft(  ^f -t- Al  ss  (»         iiiiod^'). 

I^edil  (((ips  1^  (iiiiliiiil  (Idiic  uur  iiilinité  tl()nl)le  de  tluniaines 
IkiIokIcs,  concspondanl  aux  diNcrscs  valeurs  de  «,  /y,  g.  Parmi 
eux.  un  seul  est  maximal  :  celui  qui  correspond  À  a  z=  g  =  i, 
0  =^  <».  Il  a  pour  ljas<' 

I 

Il  s  (  iisuil  (pic.  dans  ce  s\slènie  de  nond)res  Iricomplexes,  la 
<lélinilion  du  nondji-e  «<  entier  »  est  uni\()(jue  cl  ahsolue.  Sera 
i'ej)ul<'  t'ntier  tout  couiplexe  de  la  forme 


/  "i\  "i 


où  les  //,  représenicnt  des  nombics  entieis  ordinaires  d'ailleur.s 
«pieleon(pies.  Kc-ciprinpiemeiit  :  on  ohtu'iit  tous  les  noud)res 
<(uiiplexes  entiers,  cl  seuh-nu-nt  ceux-là,  en  taisant  |)arcourir 
à  n^.n.,,n3.  indépen<lamment  les  uns  des  autr(*s.  la  suite  des 
uoMd)rcs  cntu'rs  ordinaires  de  —  x  à -f- x  .  On  xoit  (pie.  parmi 
ces  nombres  complexes  «(entiers».,  il  s'en  trouve  une  infinité  à 
co(U'(lonn<''es  fracl lonnaires. 

l'n  prenant  les  termes  de  la  hase  (^  i  .>)  comme  unitt's  rclalises, 
lUi  iditient  un  noincau  sNsteme  de  nomhi'es  trieomplexes,  e(piiva- 
lenl  au  s\  sterne  n"  I;  les  lois  de  la  multi|)licalion  dans  ce  s\st(''me 
s(uil     résumées    par    le     1  alilcaii    ci-aj)rès.    où     <^  ^    est    le    nomhie 
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entier  que  définit  Yéqunl'ion  gi,'^,  -\~  b  ( a  -\-  b )  =i  o,  dans  laquelle 
rt,  b,  g  sonl  donnés  et,  par  hypothèse,-  tels  (jue  g^  soit  entier.    ' 


/' 

fl 

t-i 

ti 

^1 

gtx 

h 

gl-^ 

11 

tl 

fi 

I3 

\ 

S'h 

('■  . 

S-tti-+-  (a  -^xb  )t, 

Système  n"  2.    —    Les  lois  de  la   multiplication   sonl    résumées 
[)iir  le  Tableau  suivant  qui  montre  que  le  système   est    réduelihie. 


/' 

Cl) 

<?i 

Ci 

co 

<'» 

Cl 

0 

C\ 

^1 

—  eu 

0 

e-. 

0 

0 

Ci 

Liiuilé  |)rineipale,  dans  ce  svNlème,  est  e„ -|- ^o  =  i .  et  les  lois 
fondamentales  de  Taliièhre  ordinaire  v  sonl  valables,  à  la  seul»' 
excepliou  prés  (jue  le  .s\.s|émc  admet  des  diviseuis  de  zéro 
puiscpic,  par  exemple,  c'i  e-,  =  o. 

Dans    le  corps    R.  constitué  par    C ensemble    des    complexes 
ralionnels,  U'.  donviine  holoïde  U^  plus  g('/ié/-al  (f  pour  base 

i\  —  A'e„. 

/.-,  =  rt^i, -I-  hei. 
où  6  ^  o,  ^' ^";  o  «;t  a  sont  trois  noudu-es  entiers  ordinaires  tels  ipie 
(  I  j  )  f^î-H  /^î=s  (»         (mod^). 

Ce  corps  K  contient  une   infinité  double  de  domanics  lioloïdo. 


1^;;  - 

corresponclanl  aux  diverses  valeurs  que  j)euvent  prendre  rt,  b  cl  ^' . 
Parmi  eux,  un  seul  est  maximaL  celui  qui  correspond  à 
h  ::=  g  z=z  I,  «  =  o;  c'esl  donc  Tensenihle  des  eonq)lexes  à  coor- 
données entières.  Il  s'ensuit  que  dans  <;e  système,  la  délînition 
du  nombre  complexe  «  entier  »  est  univoque  et  absolue,  et  ([u'elle 
se  confond  avec  la  définition  lij)schitzienne  {voir  1  article  W). 

En  prenant  les  termes  de  la  hase  ci-dessus  pour  unités  relatives, 
on  obtient  un  nouveau  système  de  nombres  tricomplexes,  équi- 
\  aient  j^u  système  n"  2,  et  dans  lequel  les  lois  de  la  multiplication 
sont  résumées  par  le  "Pablean  ci-dessous,  où  gi  est  le  nond)re  ipie 


/' 

(i 

t-i 

f.; 

Ix 

gt, 

h 

A'^a 

tr 

Ix 

ti 

t.i 

t; 

A'/.i 

t. 

■>.a(.i  —  A'i<i 

définit   lécjualion   ggf  -Jr  a^ -\- h- =  o.    ntunbre  cpii  e^l  entier  en 
vertu  de  (•4)- 

Système  n°  3.  —    Les  lois  de  la   jnulli|)licalion  sont  résumées 
par  le   Tableau  suivant.  —  Dans  ce  système,  l'unité  relative  Co  est 


/ 

en 

ei 

i'i 

<",. 

<'« 

Cl 

Ci 

<?! 

ei 

() 

o 

eî 

c* 

o 

e-i 

en  mènu'  lenq»s  l'unile  princi|)ale,  de  sorte  (pidn  peut  |)oser  ^o  =:  i . 
Les  lois  fondamentales  d<'  l'algèbre  ordinaire  sont  valables  dans 
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ce  svsh'inc,  à  la  sciil«'  i'X(F|)ti()ii  pirs  (|u  un  produit  jx-iit  \  rire  nul 
sans  (}ii  aiicdn  des  faclctirs  ne  le  soit,  par  exemple  r,.  e.,  =  o. 

Dans  le  corps  l\  constitué  par  Censem}>le  de  ces  coniplcres 
rationnels,  le  domaine  holoïde  le  plus  général  a  pour  hase 

ti=    e„. 

1-1=:  y.  Ci. 

t:i=  [i^l-+-,i'ej. 

OÙ  ^>  est  un  nombre  entier  non  nul  d  ailleurs  (lurlcomnie.  x  nn 
nond)re  rationnel  non  nul  et  '^  un  nomlnc  rationnel,  arbitraire- 
ment (  lioisis,  liés  par  la  relation 

dans  iacpielle  ^' ,  représente  nn  nombre  entier  cpieleoiupie. 

Ce  corps  R  contient  donc  une  inlinit<'  triple  i\r  domaines 
lioloïdes.  Par/ni  eux,  aucun  nesf  maximal.  Il  s'ensuit  (pie. 
dans  ce  corps  l\.  la  didinition  du  compb'xe  ^  entici  >  est  en  un 
eerlain  sens  arbilraiie. 

Hemar(pn)ns  cpie  ce  s\stemeest  isomor|tlii'  au  sNstème  de 
nombres  tnconq)lexes  a-\-  /^J  -\-  cm.  où  les  cf)Oi(lonii»''es  a,0,c 
sont  iVm'IIcs  (pielcoiupies  et  /,  (.)  (b-s  symboles  delinis  p.ir  les 
éiialilés 


(i(i) 


./-  =  ./• 


./  "'  =  '•'./ 


En  prenant  les  termes  de  la  base  ci-dessus  comme  unîtes  rela- 
tives, on  peut  construire  un  nouveau  s\slcme  de  nombres  trieom- 
plexes.  ('(piivab'nt  au  svstcme  n"  lî  et  <laiis  Iccpiel  les  lois  de  la 
multiplication  sont  lésunn'es  par  le  Tableau  ci-dessoiis.  où  i», ,  entier 
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ti 

/., 

t> 
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o 

«> 
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ti 

(1 

f^ti  —  .^\ti 
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lij;uraiil  dans  l'équalinn  (i5),  pt'iil  ètn-  clioisi  aihil  liiin'inrnl.  »M 
uù.i,'  représente  un  entier  non  nul. 

Système  n"  4.  I.e>    lois    «!<•    la    iiuilli|)li('ali()ii  sont    n''Mim(;es 

par  le    laltleaii  suiNant  : 


/' 

fn 

ei 

«i 

c„. 

e„ 

Pi 

e. 

^1 

«1 

^î 

<) 

r^ 

^! 

ti 

o 

Dans  ee  système,  I  iinil<-  rrlalive  r*,,  est  rn  inrinc  leinp>  I  unité 
prineipale  et  joue  le  rôle  du  noinhic  i.  Le>  loi>  londamenlales  de 
ral<;<"'l)i('  ordinaire  v  sont  valaMes.  à  la  seule  exception  près  (pi'un 
produit  peut  être  nul  sans  qu  aueun  d<'S  ("aeleurs  ne  le  soit,  par 
exemple  -  e.j  (  i  o  e,  -(-  '  »)  (^j  )  '-^  o. 

I kilts  le  corps  W  consfifur  par  Iffisemblr  de  ces  complexes 
rationnels^  le  domaine  lioloïde  le  plus  général  \\  pour  l»a>e 

X- 

fiF=  —et' 


où   ''   y  i>  est    un  nombre  entier,  a  un  nomluc    rationnel  non    nul 
et  [j  un  n<uid>re  eommensurahle  arhilraire. 

Ce  eorps  R  t-ontienl  donc  une  infinité  triple  de  domaines 
holoïdes  correspondant  aux  diverses  valeurs  (pie  |)euvent  prendre 
a,  ^  et  g.  Oi-,  aucun  d'entre  eux  n'est  maximal.  Vax  consé- 
(pK-nce,  la  «iéfinilion  du  nondire  complexe  <(  entier  »  dans  ce 
corps   I{   est    en   un   c<'rlain     sens    arbitraire.    On    vérifie  (pie,   1»? 


ItîS  -^ 


clioix  de  a,  ft  <■!  ^'  une  fois  f'ail.  l'-s  produils  /,,  /a(/<  /•=  i,  2,    i^ 
sont  (loniK'S  j);ir  ce  J'ableiiii-ci  : 
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Le  sjslènic  11"  4  esl  é(jiii\ nient  à  celui  ([ue  délinil  le  Tableau  de 
niultiplicalion  ci-dessous.   Dans  ce  derniei"  svslènie,  le  corps  R  ne 


/      e. 

Cl 

(-'i 

>'i 

«> 

0 

e-i 

0 

''1 

possè(l<!  pas  non  j)lus  de  domaine  holoïde  maximal.  Us  sont  tous 
deux  isomorphes  au  système  de  noudires  irlconiplexesrt-h/^r-f-co)  , 
où  les  coordonnées  a,b,c  sont  réelles  cpielconcpies  et  i\  to' des 
svnd)oles  ohéissani  aux  relations 


(':• 


i'2=M'.  .„'»=:<.. 


Système  n"  5,  Les  lois  de  la  multiplication  sont  résumées  par 
le  Tableau  suivant.  Dans  ce  système,  (-'est  encore  l'unité  rela- 
tive <'„  (pii  esl  riiuilé  principale,  en  sorte  qu'on  peut  poser  ^0=1. 
Les  lois  londanieulaies  de  Taifièbre  ordinaire  n'y  sont  valables 
(Mi'i'i  deux  exceptions  près  : 

I  "  La  multiplication  /l'r.sl  pas  roni/n/ffcf/ii'c  en  général,  par 
exemple  t',  e-i  ^=  ^—  ('2  <'\  ', 


—  i'I'.) 


■a"  {  n  produit    jm-uI   rive   nul  sans  fju  aucun  des   lat-lours   ne  le 
sdil.  par  ('xen)|)lc  ( -^e,^ -^'.\e,     -  l'x'.j)  (>o  -    e, -|- j^o  )  =  o. 
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.    I)(ins    le   corps  R   r/cs  complexes    icilioiuiels,     le    domaine 
lioloïde  le  plus  général  a  pour  hase 


(1=  y.e,. 


f-.i  =  -eo-\-  ie,~-  -  Cl, 


<iù  g'  rcprésenU;  un  nonibrc  cnlier  non  nul.  a  un  nonihrc  rationnel 
non  nul  d'ailleurs  queleoncjue  et  |j  un  nombre  coniniensurahle 
arbitrairement  choisi.  Ce  corps  R  contienl  donc  une  infinité  triple 
<le  domaines  holoïdes,  coi-rcspondanl  aux  diverses  valeurs  que 
peuvent  prendre  i»,  a,  [ï.  On  démontre  (pu-,  parmi  etéx,  aucun 
n^esl  maximal.  En  conséquence,  la  délinilion  du  nondjic  eom- 
j)lexe  'f  entiei-  »  dans  ce  corps  R  reste  arbitraire. 

]{emai(pions  (pH' ce  système  n"  ri  est  isomorphe  au  s\slème  des 
nombres  triconqdexes  a  ■+-  hj  -\-  c o) ,  où  les  coordonnées  «,  A,  c 
sont  réelles  (pielconques  et  j  ,  o)  des  sxmboles  obéissant  aux 
relations 


(i«) 


./  '••  ^  —  '"J 


\.v  s\N|ème  n"  o  est  é(piivalent  à  celui  (lue  délinil  le  Tableau  de 
multiplication  suivant.  Dans  ce  d(;rnier  système,  à  multiplication 
non  commutatiNc,  le  eoip^  R  contient  aussi  une  infinité  de 
domaines  holoïdes  dont  aucun  n Csl  maximal.  11  est  d  ailleurs 
isomorphe  t\u  sjsléme    des    nombres    tricomplexes  a  -\- bj  -\-  Où  .^ 


où  les   coordonnées  a.h,c  s(^)nt   réelles   et/,  (.)   (Ie>   symboles  ou 
unités  relatives  satisfaisant  aux  éoalih'-s 


(  i<)) 


J''=^J-         "*    =  ^-        ./"^  =  '"  •         ">./ 
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On  vérilie  (jue  la  niulti|)li<ation  «les  lerni(;s  de  la  Itase  ci-dessus 
entre  eu\  est  résumée  par  ce  1  ;d»lcau  : 
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Système  n"  6.   —  Les  lois  de  la  inullipliealiou  sont  résumées  par 
le  Tableau  ei-dessous.  L'unité  relative  r„  est  en  mémr  temps  l'unité 
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principale  du  système;  «lie  y  joue  le  rôle  du  nombre  i.  Les  lois 
londanientales  d<;  Talgèbre  ordinaire  y  sont  valables,  à  la  seule 
exception  près  (ju'un  produit  peut  être  nul  sans  qu'aucun  des 
lacteurs  ne  le  soif;  ainsi,  (ar,  -h'^e-î)  (ye',  H-^^j)  =•'  <|u«'ls  (juc 
soient  les  nombres  réels  a,  [j.*'.  o. 

/)nns  h',  corjts  W  coiisliKir  par  L'ensei))blc  des  complexes 
rationnels,  le  domaine  lioloïde  le  plus  général  a  pour  hase 

où  a  el  ■'  r(^présenlent  deux  nombres  i-ationnels  non  nuls  d'ailleurs 
(juelcon(pies,  el  [i  un  n(»ttd>re  rationnel  arbitraire. 

Ce  eorj)s  \\  contient  donc  une  infinité  triple  de  domaines 
holoïdes,  cori-es|)ondanl  aii\  diverses  valeurs  de  a,  Jî,*/-  Oi\  aucun 
deux  n'est  maximal.  Il  s'ensuit  (jue,  dans  ce  corps  R,  la  défini- 
tion du  complexe  enti<'r  r<'s(e  arbitraire. 

On  vérifie  qiH-  la  multiplication  d(\s  termes  /,•  de  la  base 
ci-dc>sii>.  (picU  (|iic  soient  a.  3.  v,  est  résumée  par  le  Tableau 
(lue  \oMi  : 
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i , 

<i 
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Kenianjuons  (jue  le  système  n"  ()  «'si  isomor|)lie  au  système  des 
nombres  tricomplexes  a  -\-  bi>^  -\-  cio' ,  où  les  <-oordonnées  a,b,c 
sont  des  nombr<'s  réels,  el  to,  to'  des  symboles  (ou  unités  relatives) 
définies  |)ar  les  égalités 


(2..) 


Wxl    =  '.)   (0 
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En  résunu',  parmi  les  six  lonnes  à  Iroisiinilrs  rclaliN  rs,  il  n  v  en  a 
(pic  deux  où  la  définition  du  noinhre  liTpercomj)lcxe  «  entier  »  soit 
iinivoque  et  alîsolue.  Dans  les cpiatre  autres  formes,  cettedéfinition 
est  empreinte    d'arhitraii-e,  el   il   en   résulte  uiu-   aritimomie    non 


régidière. 


SUR  LES  VARIÉTÉS  DE   COURBURE   CONSTANTE   D'UN  ESPACE 
EUCLIDIEN   OU   NON   EUCLIDIEN 

(Suite)     ('); 
i»ar    M.   E.   CvuTAv. 

A  la  fin  de  la  partie  déjà  j)arue  de  ce  Mémoire  (- ).  il  était 
cpiestion  du  problème  suivant  : 

7^rou\'er  r  formes  cju((drn  ligues  i/idépe/idn/iics  ^\\,*^li-, <!>, , 

appartendiil  à  un  réseau  linéaire  donné 

À,  '!>,   4-  À2<I>2  H-   ...    -H  À,  't>,-  , 

et  qui  soit'nl  e rlérieurcmrni  orthogonales. 

Pour    résoudre    ce    problème,    on  eherehe,  connue  il  a  éle  dit, 

toutes  les  formes  quadratiques   définies    positives  ^\(^l^ u,-) 

|)ar  lapport  auxquelles  les  /'  formes  données  <[>,.  ....  <l>,  sont  exté- 
ri<MiTement  conjuguées;  les  formes  demandées  <!>,.  ...,  4>,.  se 
déduisent  alors  des  formes  données  par  la  subslivulion  linéaire 
(pii,  ellectuée  sur  les  indéterminées  //.  ramène  la  loinic  cpiadra- 
ticpie  (b'finie  \\(  u^  à  la  foi-me  (juadrati(pie 

\\{i>)  =  ff  +  ('3  -i-.  .  .-i-  »•;.. 

A  cliacpie  forme  quadr.itique  (U'-finie  II  (w)  ne  correspond  qu'une 
solution  du  problème,  à  condition  de  ne  pas  regarder  comme  dis- 
tinctes deux  solutions   pour  lesquelles  les  formes  U^^  se  dt-duiseul 

(')  Voir  Duttetin  de  ta  Socie/e  nta//ic'ma(ique,  l.  XLVII,  p.  ii5-i(io. 
(■'  )  Loc.  ci/.,  p.  i6o. 
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les  unes  (les  uulres  par  nue  sahstitiitioa  orthogonale.  Dans  cerlahis 
cas  il  y  aura  intérêt  également  à  ne  pas  regarder  comme  distinctes 
deux  solutions  se  déduisant  Turje  de  l'autre  par  une  substitution 
linéaire  convenable  sui-  X|,  ...,  Xn- 

La  d<Herminati()n  des  formes  (juadraliques  II  par  rapport  aux- 
quelles   les   formes  *f>,,   <I>,-  sont  extérieurement  orlliogonaie^ 

revient  ('videmmeut  à  la  résolution  d'un  système  d'équations 
linéaires  entre  les  coefdcients  A-,^. 

t23.  l*reuf>us  par  exemple  la  totalité  deà  formes  (piadratlcjucs  à 
n  variables,  soit 

*,'y  =  'Kj-r,x-j         (i,  j  =  i n\  0„  =  i ,  0/y  =  i  si  i  ^  y). 

Ou  Irouxe  sans  dilliciilli' (jue  les  oeflicuMils  A(X(jL)(vp)  de  la  foruu; 

1  •  ,   ,  V       ,        /<   (    /l  --    I     )  -Il  •       f  1  • 

quaciratujue  II  (M)  a varuibles  satisiont  aux  relatu)ns 

Ces  formules  nous  serviroul  plus  loin. 

2i.  (Jii  peut  colin  se  proposer  le  problèuie  général  suivant: 

Etant  do/inr  tiii  rt'seau  linéaire  de  formes  quadratiques 
admettant  pour/ormes  de  base  p/ormes^bf,  ...,  tl>p  linéairement 
inxlrpendantes,  trouver  dans  ce  réseau  r^p  formes  U',,...,UV, 
dont  p  linéairement  indépendantes,  qui  soient  ext<'rieurement 
conJui;uées  par  rapport  à  une  forme  quadratique  donnée  à 
r  rarial>les  II. 

Ou  adp)iu(lra  aux  z  toriucs  doun('cs  <I>, ,  ...,'I>p  un  >vstèm('  dt; 
/•  —  p  nouvelles  formes  *I*p+i.  ■••.  <!*,  identiquement  nulles^  ou 
cliercliera  toule>  les  formes  (juadnil  i({ues  K  par  rapj)ort  auxquelles 
les  /•  fornu's  <I>, ,  ..., 'I>,  sont  extérieuremeuf  conjugui'-es  et  l'on 
cherchera,  si  c  csl  p()s-<d)lc.  lo  sub^htiilious  liué-aircs  (pu  liau>- 
forment  les  formes  K  dans  la  forme  donnt'e  il  :  les  mêmes  subsli- 
tulious.  ap|)li(pi<''es  aux  foiiues  <l>,  . ..,  <l>,-,  donneront  les  formes 
cherchées  U", M'V- 
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Prenons  pur  exemplf 

p  — I,         r  =  %         fl         \\{u)—n\ — u\. 

Si  la  forjiie  <1>)  esl  un  carré  parfait,  la  forme  K  est  arl)ilraii'e  et 
Ton  prendra 

avec  deux  coeflicienls  arbitraires  ai,  «a-  Si,  au  contraire,  la  forme 
<I>i 'n'est  pas  un  carré  parfait,  on  voit  iinniédiafeinent  (jii'on  a 

le  coeflicient  rt  étant  arbitraire.  On  remarquera  la  diflt'i'enre  pro- 
fonde qui  existe  entre  les  cas  où  H(«)  est  une  forme  indéfinie  et 
celui  où  II  (/f)  est  une  forme  définie:  dans  ce  dernier  cas  lu 
forme  <1>,  est  nécessairement  un  carr<'  parfait,  le  probK-me 
t'tant  impossible  si  <I>,  ne  satisfait  pas  ;»  celle  condition. 

2o.  Les  formes  (laadratiques  complexes  e.rt('rieurement 
orthogonales.  —  (]e  qui  précède  fait  pressentir  que  la  tliéorie 
des  formes  complex<^s  extérieurement  ortboi^onales  est  profondé- 
ment didérenle  de  celle  des  formes  réelles.  (!ionlentons-nous  des 
trois  rc^narques  suivantes  : 

1"  La  détermination  des  tormes  à  n  variables  evtt'-rieuremi'nt 
ortboj;onales  non  linéairement  indépendantes  ne  revient  pas  à 
la  d(;termination  îles  formes  extérieurt;ment  orllioi;()n:vles  linéaire- 
ment indépendantes;  si   en  ell'et    il   existe    entre    <!>, ih^   les 

p  relations  identicjues 


/l<l>l  -(-...-(-    /,  »l>,.  — 


il  n'existe  pas  m'-cessaircmeiit  une  substitution  oithoj^onale,  ellec 
(liée  sur  \cs  lettres  <I>,.  ...,<[>,,  et  ramenant  ces  relalitms  à  la  loinu" 

•«V-/.  f^i  =.  .  .  =  '!>,  =  t)  : 

cela  re\  lent  ii  dire  par  exemple  (juc.  dans  I  es|)ac»'  i'.i|)porl('  îi  trois 
axes  de  coordonnées  rectani;ulaires  ().i">  .;,  lécpialKui  diin  jdan  ne 
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peut  |):is  loii jours  ('lie  r.mieiu't'  à  lii  Inriiic 

z  =  o, 

ou  1  ('(|Uiilioii  il  un*'  (Ir.iitc  à  la  tonne 

y  ^  z  =  o: 

Il  sullit  eu  elFel  tir  |ueiulro  un  plan  Isotrope  ou  une  droite  isotrope. 
Du  reste,  il  est  «'vidfiil  (jiu'  1rs  deux  formes 

'I'.      i'\>  (ti  =  — i) 

sont   exlc-neureuicul   ()rllioj:onale>.    uu^me   >i  l'iuiupie  forme  <l>  ne 
l'est  pas. 

■Ji."  Dans  le  eas  dr's  l(jrme>  ii'eUes.  on  ue  ptîul  pas,  étant  donne- 
un  réseau  À,  t|>i  +  ...  H- A^,  <l>p  admeltiint  p  fornies  de  hase  liné-aire- 
menl  indé'pendanl(;s  (luclcontiacs,  trouver  r -^  o  formes  de  ce 
réseau  qui  sokmiI  exf«iricuremcut  (trtho^ou.ales,  vX  cela  quelque 
j;rand  que  soit  /•  (du  re>le  la  \aleur  de  ;•  coniiiie  ou  sait  ne  p)ue 
ici  aucun  nUej.  Au  conlraire,  dans  le  ea>  des  formes  complexes, 
on  j)eut  partir  d'un  rc'-seau  arbitraire  et  l'on  peut  toujours  trouver. 
/•  l«)rines  de  ce  réseau  extérieurement  ortliqp)nalcs,  pourvu  <jue 
r  soil  assez  ^raïul:  il  Millil  eu  partieulicr  de  prendue  ;•  ïto:  les 
lormes 

•l',.     ''l'i.     '1'..     /'I'. -t'p.     /'l'o 

s(Uit  en  elle!  exlt-neui cniful  «ulliouonales. 


.i"  L<'  iluMurme  ^cinr.i I  du  u"  12().  iih-um'  si  l'on  suppose  les  lorme> 
consi(l(''re(!s  lincairemiMit  indé|)endantes,  peu!  loinlier  en  délaut  : 
c'est  ainsi  qu(;  pour  /•  =:  n  ---  •^,  les  luiiue^ 


•I',  =  .r\  -H 


'I»,  —  /  i  X\  X. 


sont  extéiMMircmrnI  (ullioi;onales  et  eep<'ndanl  elles  ne  j>eu\ent 
pas  se  dé'duire.  par  une  sul)>l  itut  ion  oiilio^onale.  île  deux  formes 
c.irré's  parlait^.  pui->(pic  le  ré-seau  /.,  •!>,  /.j  "I',.  ne  eiuilieiil 
qu  une  (oi-uu;  cure  p.irl.iLl.  à  siMiir   .7''^. 


-   13G  — 


CHAPITRE  111. 

LES    FOUMKS    BILINKAIBES    ALTEnNKKS,    MîS    COVARIANTS    Bll-INKAIRES 
ET    LES    SVSTÈMES    DIKI-ÉBENTIELS    EN    INVOLLTION. 


i26.  Considérons  une  expression  de  Ptafï  à/<  variables  jtj  ,  ...,  j:„y 

soit 

oj,/  =  rt|  (/xi  -\-  a-x  dxy  -+  .  .  .  -\-  (i  ,1  dx,,. 

On  s:iiL  fiuoii  appelle  covarianl  bilinéaire  de  l'expression  m 
rex|)ression 

où  d  cl  0  désignentdeiix  symboles  de  <\\{\érQ\\li<xln)iv  ccha ngeablcs 
entre  eux  ;  on  a 

</(tj?— 0(0,/=  7       >    (  — ^ ; —     dx,oxi. 

^    ^^  \dxi         OXjJ  ^ 

(  =  1    /=i 

l^e  seeond  membre  est  minilestement  une  foi-nie  bilinéaire 
((/ter/iée  des  deux  séries  de  sariables  dx^,  —  dx,,  ;  o.ri,  —  o.r*,,  ; 
on  a  en  eflel 

<Ao5—  0(0,/  =  >    (  — ;-  1  [dxi  oxj—dxj  o.r/  ), 

Il  somme  du  second  membre  ('lanl  étendue  ù  toutes  les  combi- 
n.iisons  deux  à  deux  da  indices  i,  2,  ...,  /?.  A  celte  forme  bili- 
néaire alternée  nous  associerons  une  forme  quadrali(|ue  altern('*e, 
comme  il  est  dit  au  n"  7,  (pie  nous  continuerons  à  appeler  le  cova- 
riant  bilinéaire  de  m  et  que  nous  désii^uerons  par  la  notation  (o'. 
INous  écrirons  donc 

,      -«f-i  /  âa  i        <)fii  \  ,     , 

(o  =    >       — -' dxi  dx,    . 

^mi    \  i)X,  OXj  /    '  -^  ' 

1'/  ' 

Les  vaiiables  étant  ici  t/.i',.  ...,  dx„,  nous  délinirons  comme  plu> 

b:iul  le  |)r.)duit  extérieur  de  deux  formes  linéaires  end/.rt,  —  dx„, 

cest-à-dire  de  deux  e\|)r('^sions  de  Pi  dl".  Ivemirquons  (juon  peut 

|)0ser 

m'  =  {d(t\  (lx\  I    f-  I  dit-,  dx<  ]       ...       I  (/'/,,  (/x,i  |, 
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fît,  si   m  ck'si_i;ne  un   coefficient,   fonction  finie  de  x,,  ...,^„.  ou  a 

('  m  oj  y  =:  ni .  (•)  -i-  f  fhn  .  to  ]  : 

enfin,  si  u  et  v  sont  deux  fonctions  quelconques,  le  covaiianl 
i)i linéaire  de  udv  est  [t/a  t/c]. 

Le  covariant  bilincaii-e  d'une  difTf'ientielle  totale  exacte  est 
identiquement  nid  et  récipioqaenient . 

î27.  Considérons  un  système  de  v  (-quations  de  l^iall  hn(''airc- 
nienl  indépendantes  à  n  ^  .v  vaiiahles,  soit 

(   0,  =  o, 
1  O.,=  o, 

Un  tel  système  est  dit  conrpli'lemctU  inLi''<j;iable  si,  considéré 
cojiiine  un  système  d'équations  aux  diUércnlielles  totales  à  .«s  fonc- 
tions inconnues  de  ii  varialiles  indépendantes,  il  admet  toujours 
une  solution  (et  une  seule)  telle  que,  pour  des  valeurs  numériques 
données  des  variaMes  indépendantes,  .les  fonctions  inconnues 
prennent  des  valeurs  numériques  arbitrairement  données.  On 
démontre  au  sujet  de  ces  systèmes  le  tlu'orètne  de  Frobenins 
(jiii  donne  la  condition  nécessaire  et  siiflisante  iliiitt'i;!' d»ililt'' 
conq)lètc  : 

Pour  que  le  système  de  P/aJf  (li))  soit  complètement  l'ntr- 
arable,   il   faut   et    il  suffit    que    les    co\ariants    hiliniuiiies 

0|,  0^,   des  premiers  membres  sdn nulcnl  quand  on  suppose 

les  différentielles  dxy,  ....  dx„^s  liées  par  les  relations  (i()j 
(dles-mèmes. 

On  se  rend  du  r(;>lc  facilement  compte  (pic  celle  condition  est 
indépendante  du  choix  des  variables  et  aussi  qO'elle  est  ou  non 
simull  incMiicnt  vérifiée  par  deux  systèmes  (i())  al^i'-bricpicment 
''■qiiivalents  en  dx\,  dx-,.  . . .,  dx„^s- 

128.   Systèmes  de  Pfajf  en  inrolution .    —    Supposons    main- 
tenant (pic    le  système  (lO)  soit  à   /i  4- /•    variables    (/•£.«)  dont  /• 
fnictions    inconnues    i\r    n    variables   indi'-pend.intcs.    l  ne  vnrit'li' 
XLVIII.  •  lo 
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à  V  £  /i  tlimensions  ((lélinic  par  n  4-  /•  —  v  relui  loiis  cnlre  les  n  -f-  ;• 
variables)  sera  tlilr  une  variété  intégrale  Aw  syslènie  (16)  si   les. 
e([uations  (i())  soûl    \érifiées    ])our   loul    déplaceiucul    iiidniuient 
pelit  sur  celle  variélé. 

Cela  posé,  le  sjslènie  (i())  est  tlil  eu  iinoliitioii  si  par  loul 
|)oint  arbitraire  de  l'espace  à  //  -l-  /■  dinieasions  il  passe  au  moins 
une  variété  intégrale  à  i  diiueusion,  si  par  toule  variélé  inléi;rale 
ari)itraire  à  i  dimension  il  passe  au  moins  une  variété  iuléi;rale 
à  2  dimensions,  et  ainsi  de  suite  ;  si  enfin  par  loule  variété  inté- 
j;rale  arbitraire  à /i  —  1  dimensions  il  passe  au  moins  une  variété; 
inléj^rale  à  //  dimensions. 

Choisissons  n -^  r  —  .v  expressions  de  Plafi  (o,,  ....  M„^,-.t 
indépendanics  entre  elles  et  ind<'pendanles  de  0,,  ...,().,.  Les 
covarianis  bilinéaires  O'j,  ...,  H[  peuxent  s'exprimer  comme  des 
tonnes  quadratiques  alternées  des  Hi  et  des  w/.  Si  l'on  y 
l'ait  Q,  =r  .  . .  =z;  6j  ==3  o,  ils  se  réduisent  à  des  formes  quadratiques 
altern<''es  de  w,,  ...,  (o,j^,_f.  Pour  toute  variét»'  inlé<>rale  du 
système  (i()),  ces  5  formes  quadratiques  alternées,  ou  plutôt  les 
.s  formes  bilinéaires  alternées  qui  leur  soni  associées,  s'annulent  si 
l'on  rej;arde  les  deux  séries  de  variables  comme  caractérisant  denx 
(N'placemcnls  inliniment  petits  quelconques  sur  la  variété.  Les 
.s- ('quai  ions  (juadraliques  alternées  obtenues  en  annulant  9',,  •  . .,  6^ 
|cl  ('i\  lenanl  compte  des  ('-quations  (16)]  seroni  dites  les  rela/ions 
(/uadralir/Lics  allertK'cs  flrri^t'cs  des  équations  (i()). 

Supposons  (pic  u),,  ...,  ii>„  soient  n  expressions  de  IMalf, 
combinaisons  linéaires  indé|)en(lanles  des  dillérentielles  des 
n  variables  indé|)endantes,  el  désignons  jiarrar,,  . . . ,  rrr^  (y  =  /•  —  .s") 
les  autres  expressions  (o.  On  peut  toujours  se  ramener  au  cas  où 
les  relations  quatiral  i(jues  allcriK'es  dé-rivées  des  ('-quai  ions  (16) 
son!  de  la  lormc 

'  -  "  /  —  1/ 

i-i     /=t  - 

où  les  fiif/t  sont  des  coeflicienls  fonctions  finies  des  variables. 

Plaçons-notis  dans  ce  cas.  On  peu!  alors  énonc<'r  de  la  manière 
suivante  la  condition  nécessaire  cl  sunisanle  dinvolulion  du  svs- 
tèuic  (16)  : 
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Introduisons  n  sjst»,inos  d'indétenninées 

^1,  ....     U 

Ç  1  )  •   •    •  7  '.Il  ) 

el  considérons  lc;s  sn  équations  linéaires  en  ttt,, 

» 


Zj    2«'7^^'^y=  o^ 


1=1     ;=1 

'-n     /  =  '/ 


>        2^a,VlÇ/CTy=  O, 


/=1     /=! 


1=1  /=i 

Formons  la  nialricc  des  coefHcients  des  variables  ttt  dans  les 
s  premières  équations,  puis  la  matrice  des  coefficients  des  2.ç  pre- 
mières équations  et  ainsi  de  suite,  jus(ju"à  la  matrice  des  roeffi- 
cienJs  des  ns  équations.  Soient  alors 

les  ranj;s  successifs  de  ces  matrices. 

Résolvons  ev\{\n  de  la  manière  la  plus  générale  possible  les  ('-qua- 
tions  (17)  en  prenant  pour  tji,  ....  m,,  des  combinaisons  linéaires 
de  o),,  ...,  ci)„.   1*011 1-  (HIC  le  sysfrnie  (iti)  soit  en  im-ofi/fion.  il 

faut  et  il  suffit  que  les  cxpiessions  obtenues  pour  tt, m,, 

ili'pendent  «le 

Ht/  —  s„    1  —  ■>.$„.  j— .  .  .-    (  n  —  ijii 

nr  —  .s„    I  —  >s„   j  — .  . .  —  ;^/t    -  1  i.V|  —  >is 

paramètres  ('  ).  La  solution  générale  du  système  dtipciid  alors  de 

(')  l.e  ii<iiiil)if  (le  ces  parainfUes  ne  piiil  jantnis  dcpas.str  la  valiiir  limite 
iii<li(|U('o. 
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q  —  (.V,    4-.  . .+  s,i—\  )  finictlons  arl)ilr<iires  de  //  ar^iimenls  si 

q  >  •îi-f--  ••-+-«/!  1  ; 
de  .«„_,  fondions  de  n  —  i  armimenls  si 

7  =  .«1-+-.  .  .-h  5„_,,         5«    i>o; 
de  s„   x  fondions  de  n —  a  arguments  si 


de  .S',  fonctions  de  i  arj^iinient  si 

(/  =  Si,  Sn     1  =  ..  .=  S->=  O,  5,>(); 

de  5  constanles  arl)itraires  si 

q  =  s,i   i  —  .  ..  =  Si=  Si=  (K 

Dans  le  dernier  cas.  on  retombe  stir  un  système  complètement 
intégrahlc. 

Un  cas  [)articnlier  important  est  celui  où  le  nombre  des 
expressions 

/  =  </ 
/_,  "iji^j         (  t  =  I n  ;  A  =  1 ,  .  .  . .  5) 

qui  sont  linéairement  indépendantes  est  égal  à  q;  on  a  alors 

La  condition  d'involution  est  que  les  expressions  obtenues  en 
résolvant  les  équations  (i^)  |)ar  rapport  à  ttt,,  ...,  m^  dépendent 
de 

paramètres  arbitraires;  la  solution  générale  ilépend  de  5^  fondions 
arbitraires  de  a  ai'guments  si  l'on  a 

.ïa>o,        5xH., —  ••=««  =  o. 

29.  iNous  auroiis  eu  fait  à  considérer  de-,  systèmes  diderentiels 
deia  nature  suivante.  Ils  seront  formés  de  5  é([u:itions  linéaires 
par  rapport  aux   dilléi-entielles   de   // -f- 5   variables,   J", ,  . . . ,  J„^t, 


—  141  — 

dont  n  ind«''[)ea(laiil(s  et  s  dépendantes,  les  coefficients  de  ces 
équations  étant  des  fonctions  données  de  ces  //,  +  s  variables  et 
de  <7  variables  auxiliaires  «,,... ,  Uq.  Si  l'on,  résolvait  ces  équa- 
tions par  rapport  aux  différentielles  des  s  variables  dépendantes, 
on  aui.tit  les  dérivées  partielles  du  premier  ordre  de  ces  s  fonctions 
inconnues  exprimées  en  fonction  des  n  variables  indépendantes, 
des  s  variables  dépendantes  et  des  q  variables  auxiliaires.  En 
éliminant  ces  q  vaiiables  auxiliaires,  on  aurait  donc  eu  définitive 
un  système  cV  équations  aux  dérùées  partielles  du  premier  ordre 
à  s  fonctions  inconnues  de  n  variables  indépendantes. 

Donnons  à  notre  système  différentiel  la  forme  d'un  système  de 
Pfafl.  Désignons  par  9, ,  . .  • ,  9^  les  premiers  membres  des  équations 
de  ce  système,  clioisissons  n  expressioris  de  PfalV  to,,  ...,  o)„ 
fermant  avec  9,,  . . . ,  9,t  un  système  de  n -\- s  exjtrcssions 
linéairement  indépendantes  par  rapport  à  f/:r,,  .,.,  dx„_^s\  enfin 
clioisissons  q  expressions  de  Pfaff  ra,,  ...,  Wg  formant  avec  les  0 
et  les  (0  un  système  de  n  -\-  s  -\-  q  expressions  linéairement  indé- 
pendantes par  rapport  à  ^/x,,  . .  . ,  .^/x„^,ç,  dUi.  .  . .  ,  du^. 

On  se  rend  compte  facilement  que  les  équations  quadratiques 
alternées  dérivées  du  système  de  Pfall  donné  (i6)  sont  de  la 
forme 

(r8)  / , 

I  1 H  i  =  n     /  --  )/ 

I    «..=    ^    C.,j,{fJ,0)j]  -t- V       V   rt,,,[(0,T!I^]   =  O, 

puisque  les  c>)variants  0, ,  ...,  0,  s'annulent  uianilestemeni  avec 
dx, ,  . . . ,  dxn-^.t.  c'est-à-dire  avec  0, ,  ....  0^,  o, ,  . . .  ,  o)„. 

'M).  Il  v  a  ici  une  rem  ircpie  importante  à  faire.  Il  peut  arriver 
(pie  les  q  \ariables  auxiliaires  u^y...,u,f  soient  en  nombre 
surabondant,  c'est-à-dire  qu'on  puisse  trouver  un  système  d'équa- 
tions linéraires  en  dx,,  . .  . ,  dx,i^s  algébriquement  équivalent 
à  (i<)j,  mais  tel  que  les  coeflicients  des  équations  de  ce  système 
puissent  s'exprimei-  en  fonctioii  de  .r,,  .  .  . ,  Jr„^f  et  de  q' <Cq 
variables    auxiliaires    nouvelles    u\,  ....   u'  .    A  ulieniciil    dit.    le 
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sjslèine  d'équalioiis  aux  dérivées  parliclles  du  prciiiicr  ordre 
équivalent  à  (i6)  peut  être  i'oriné  de  5/?  —  q''^sn  —  ^  équations 
indépendantes.  Les  équations  (18)  nous  permettent  facilenwtil 
de  connaître  la  valeur  minimum  de  q'  et  de  trouver  n  -h  s -\- q' 
expressions  de  Pfajf  linéairement  indépendantes  par  rapport 
aux  différentielles  dxi ,  . . . ,  dx^+s^  du\ ,  . . . ,  f/w',,. 
Considérons  en  ed'el  le  système  d'équations  linéaires 


(".») 


0,  =  . 

. .  =  e,  =  0 

0)1==. 

. .  =  fj„  =  0 

0«a 

{'^ 


,  .«>. 


Ce  système  est  indéf)endant  du  choix  des  expressions  0,  w  et  r^^ 
pour\  u  nal  urellemenl  que  les  nouvelles  expressions  0  soient  des 
eouibinaisons  liin'aires  indépendantes  des  anciennes,  que  les 
nouvelles  expressions  0  et  (o  soient  des  combinaisons  linéaires 
indépendantes  des  anciennes,  et  enfin  (pie  les  nouvelles  expres- 
sions f|,  (1)  et  ra  soient  des  cond)inaisons  linéaires  indépendantes 
des  anciennes.  Siq)posons  alors  que.  les  expressions  H  »''laiil  indé- 
pendantes par  ra|)porl  à  dx„j^i dx^j^^,  on  [jronne 


Un—   dx,. 


"«4  a,l  "-^l  —  •  •  . —  '''/i+0(,7j  <i-^n 


Mi—  CÏX,.  Wj  =  dUj 


('■  =  1, 


«;y 


(  a  =  I ,  .  . . ,  .V , 
=  • 'Ih 


Ba=  y  c,j.j,\(lx,d.rj 


du  I 


lu. 


(  a  =  I,  .  . .,  s), 


où  les  cocflicienls  c/ya  '•'il  ''<'S  valeurs   (piil   esl    inulilc   d'écrire. 
Le  système  (19)  est  alors 


(»9') 


dxi  = .  . 
/  =  7 


1 


àa„^ 


dx„^s=  o, 


rf/^y  =0  (/  =    I, 


, ,  /i  ;  2  =  1, 


,,5j. 


On  voit  que  le  noud)re  des  écjualions  (ip)  linc'^aLi-emenl  indé- 
pendantes est  éyal  à  n -{- s -i- q' ,  où  q'  esl  le  nombre  cberclié 
et  que  les  [)remiers  uiciubres  de  ces  n  -f- v -4- 7' équations  linéaire- 
ment indépendantes  sont  les  cxpn^ssions  de  Plall  cbercbi'es. 
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En  (lélinilive.  on  n'a  pas  à  se  préaccujx'f  de  la  question  de 
savoir  si  les  variables  auxiliaires  entrent  en  nombre  surabon- 
dant; on  peut  toiijoiii:»  supposer  en  fait  cjue  ce  nombre  est 
n'cluit  au  minimum,  ([ui  est  le  nombre  des  expressions 

/=! 

lincaiic nient  indépendantes. 

31.  Gela  posé,Vev<;nons  au  système  donné.  S'il  est  compatible, 
c'est-à-dire  s'il  admet  au  moins  une  solution,  pour  cette  solution 
les  ôat  sont  nulles  et  par  suite  les  Ba;  les  expressions  ra,  sont  des 
combinaisons  linéaires  des  w/  el  l'on  peut  toujours,  en  ajoutant 
au  besoin  aux  rry,  des  combinfiisons  linéaires  des  to/,  supposer  (pie 
les  rr/ sont  nulles;  les  équations  (i8)  exigent  alors  que  les  coefli- 
cicnts  cijix  soient  tous  nuls.  Vuiremeul  dit.  si  le  système  est 
compatible,  on  peut  supposer  les  coefficients  Cij^  tous  nuls.  On 
est  alors  raïuené  à  l'iijpollirse  exauiiniie  au  n"  !28,  mais  dans  le 
cas  particulier   oit  ton  a 


Si  le  système  est  (;n  involiilion.  la  question  de  l'existence  cl  du 
degré  d'indéteruiinal  ion  des  s(diitions  est  résolue.  S'il  n'est  pas 
en  involulion,  on  le  prolongera  en  prenant  comme  nouvelles 
variables  d(''|)endanles  //,,...,  u,i  (<jr  étant  rétiuil  à  sa  valeur  mini- 
mum). Pour  cela,  ou  chercbera  à  résoudre  de  la  manière  la  plus 
générale  possible  les  «'•(piations  (iH)  en  rn,,  ...,  ro^,  considérées 
comme  linéaires  en  (o,,  ...,  <■>«  ;  les  coeincients  dépendront  d'un 
certain  nombre  de  paramètres  indépendants  c,,  ...,  i-  _.  On  sera 
ramen<''  au  problème  piimitil,  satd  (pu-  .v  sera  remplacé  par  s  -'-  (j 
•  t  y  par  ^,.  On  est  sur,  ira|)rès  un  lliéorème  géni'ral,  qu'en 
ré|)«''lanl  ce  procé-dé  un  certain  nombre  sullisant  de  fois,  on 
arrivera  soit  à  un  système  incompat  d)le,  soil  à  uu  svsièinc  (Mi 
involution. 

On  [)eul  aussi  pndonijcr  le  système  (i<))  d  une  manière 
partielle  en  adjoignant  aux  *'-qualions  (i(i)  celles  cpii  expriment 
un  n(MMbr<'  if  <C  q   tie   ( •oMd)inai>ons    linéaire-»    de  m, ,  .  .  . ,  rr,^   m 
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loncUons  lliK'alrcs  de  0), ,  .  .  . ,  (0,^  ;  mais  il  faut  alors  que  le  sys- 
tème obtenu  en  annulant  les  0,  les  m  et  ces  q'  combinaisons 
linéaires  de  TU,,  ...,  rrjy  soit  complètement  intrgrable^  les  inté- 
grales de  ce  système  jouant  le  rôle  de  nouvelles  variables  x,  en 
nombre  ii  -h  s  -{-  q' . 

■  32.  Pour  abréger  !e  langage,  nous  dirons  ([ue  les  expressions 
(0,,  ...,  (j),j  sont  le -i  expressions  de  ViAX principales^  les  expres- 
sions ro  étant  dites  secondaires. 

Un  système  d'é(pia  lions  quadratiques  extc-rieures  delà  forme  (i  ^), 
avec  des  variables  principales  (o,  et  des  variables  secondiiires  rrr^ 
fonctions  linéaires  inconnues  des  variables  principales,  sera  dit 
involutifs'A  satisfait  aux  conditions  énoncées  au  n"  28. 

Supposons  que  le  système  (17)  se  décompose  en  deux  système-; 
partiels 

avec  deux  séries  de  variables  secondaires  ra,,  . .  .,  ra.^;  '/(,..  .,  y-/. . 
indépendiinles  entre  elles.  Pour  que  le  systè/ne  lofai  soit  inco- 
lutif.  il  faut  et  il  suffît  que  chacun  des  systèmes  paitiels  le 
Soit.  Soient  en  elVet 


les  nombres  fjiii,  pour  cliacun  des  systèmes  partitds,  jouent  le  r()le 
des  enl  iers 

s,      .î],       ....      s„. 


On  a  évidemmciil 


s    =  a 

Si    =   (T| 


s„  =  <i„-f-  7„. 


Résolvons  maintenant  les  équations  données  par  raj)porl  aux  ra 
.^taux'/l  !e  nombre  des  paramètres  entrant  dans  les  expressions 
des  Tîî  sera  au  plus  ('ual  î» 


7]  -1-  2.  ITj  -4-  . 
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le  nombre  des  parainclres  entrant  dans  les  expressions  des  y  sera^ 
au  plus  é^al  à 

7',  -f--iff'2-h...-r-  »<,  ; 

pour  que  le  nombre  total  des  paramètres  soit  é^al  à 

il  faut  donc  et  il  suffit  que  les  deux-  limites  supérieures  soient 
atteintes,  c'est-à-dire  que  les  deux  systèmes  partiels  soient  involii- 
tifs. 

Ajoutons  encore  une  remarque  utile.  Supposons  que  le  système 
formé  par  les  7  premières  équations  (17)  jouisse  de  la  propriélti 
que   l'entier  To  f[ui  lui   corres[)ond  soit  nul  (et  par  suite  aussi  les 

entiers  suivants  rr- 1,,)  :  alors   pour  que  le  système  (17)  soit 

involulif,  il  faut  que  le  système  partiel  des  o-  premières  équations 
soit  aussi  involulif.  Les  a  premières  équations  (17)  font  en  efl'el 
intervenir  t,  variables  secondaires;  supposons  qu'on  annule  dans 
les  s  —  !7  autres  équations  (1 7)  ces  7|  variables  secondaires,  et  soient 

les  nouibres  correspondant  à  ce  nouveau  système;  on  a  .évidem- 
ment 

-X,  =  7i  --f-  7',  ,  S.,—  z\.        .  .  .  ,       Sa  =    !>;.,. 

Cela  posé,  !?upposons  que  les  expressions  des  t,  preuiières 
variables  secondaires  contiennent  moins  de  <T)  paramètres  arbi- 
traires, les  expressions  des  autres  variables  secondaires  faisant 
intervenir  au  jilus  o-',  -h  ao-'j  -+-...-(-  n.'s'n  paramètres  nouve.uix, 
les  expressions  des  variables  secondaires  dans  le  système  total 
contiendraient  uioins  de  5,  -f- 25^  +  . . . -h /J5„  par.imètres  et  le 
système    ne    serait    pas  involulif. 

Tout  système  (17)  formé  d'une  seule  équation  est  évidemmeiil 
involulif.  Nous  aurons  à  (Considérer  d'aulies  systèmes  imolulifs 
sMuples,  en  parliciilier  le  sui\ant  : 

I  (0,777,1   ]   -f-   [(.).jT!T,2    I   -H.   ..-+-   [tO/,T;7i,,   I    =   «>. 
1  <"  I  "^J  1  ]   -T-  l  "■'2  '"21'  1   -+-...  -4-   (  (.>,,  TTT,,,  ]   =  O, 


1  "'l'î'/,!  I  -+-  \'-^i^i>i\  -+-...-+-  IW/^TÎT/,,,]   =  O, 
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où  les  vari;il)les  secondaires  w//  satisfont  aux  seules  relations 

on  a  pour  ce  système 
La  résolution  donne 

TO/y=   iLrt/yV,  W/, 

avec    les    - — -r~^ paramètres  «/y/;   on    1  on    peut    ctiungfâr 

d'une  manière  quelconque  l'ordre  des  indices  inférieurs. 

CHAPITKE  IN. 

LKS    VAIUKTKS    A    p    DIMKNSIONS    DE  l'kSPACK   PROJKCTII'    A    n    l)l»IENSIONS.  . 
HVPKBI'I.ANS   OSCl  r.ATKlRS.    UÉSEAl  \    ASYMI'TOTIQLES. 

33.  Revenons  au  système  de  référence  considéré  au  n"  1  dans 
un  espace  projectif  à  n  dimensions.  Les  formules  (i)  ont  introduit 
(^_l_ij2  expressions  de  Pfall'  (o/y  qui  peuvent  être  regardées 
comme  les  composantes  mobiles  du  déplacement  instantané  du 
système  de  référence;  ce  sont  (n4-  i)-  expressions  linéairement 
indépendantes  par  rapport  aux  différentielles  des  (/î  +  i)-  para- 
mètres dont  (U'pend  le  système.  Il  est  facile  de  calculer  leurs  cova- 
riants  bilinéaires.  Lj^alons  en  elTet  les  covariants  hilinéaires  des 
deux  membres  de  lidentilé 

d\,  =  (0/1  A  1  4-  10,2  A  2  4- ...  -H  <o/,„  + 1  \n  +  i  (  t  =  I .   .  . . ,  /J  -H  I  )  ; 

nous  aurons  (n"  *20) 

O  =  W/i  Al -H.  .  .-4-  cj',.,,^,  A„-Hi -H  [û^A,(o/,  ] 

-t-  fr/Aito/i]  4-.  .  .-4-  \dX„+iMi^„+i  ],- 

ou.  en  remplaçant  ^/V,.  ...,  d\„+\  1>;>''  leurs  valeurs, 

/  =  «  -4-  1 

7     !  ^'>'ij  —  l  "•''1  ""ly  I  ~  [  "^'i  "*'/  ]—•••—  l  '•>/.'i-Hi  O/n-i .;  \  I  Ay  =  o. 
Cette    identité    entraùie    évidemment    lc>   suivantes,  ([ui    tour- 
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iil>srnt  les  covarianls  clierclit^s  : 

(  <•>//  =  I  ">n  wiy  ]  -+-  [ ^-«/î  w-.y  I  -f- . . .  —  l  w/,„^.,  u)n^,j  1 
(  (i,  y  =  I,  '2.  ....«-+   i). 

Dans  la  llicorie  des  groupes,  ces  forimiles  sonl  les  formules  de 
structure  du  groupe  projectif  à  n  variables.  Elles  vont  jouer 
un  rôle  capital  dan^  la  suite. 

3i.    Nous  Icious  un  usaj;e  rr(''([uenl  du  ihéorrnif  suivant   : 

Etant  donnés  li  points  mobiles  M,,  ...,  M^  non  situés  dans 
une  même  variété  plane  à  h  —  i  dimensions,  pour  que  la 
variété  plane  à  h  —  i   dimensions  définie  par  ces  h  points  soit 

fixe,  il  faut  et  il  suffit  que  les  différentielles  6^M, r/M/t 

soient  de  la  forme 

r/M|  =  (,),,  M,  -f-. .  .-4-  CD,/,  M/,, 


d'S\u  =  W/j,  M,  H    .  .  .  -I-   M,, h  M/;. 


[>a  <:ondilion  est  ('videninienl  nécessaire,  car  les  pctints  r/M,,  ...^ 
d)\h  ap|)artiennenl  nécessairement  ù  la  variété  plane  suppos<*e 
fixe. 

Ptjur  lié-nionlrer  ([ue  la  condition  est  suffisante,  considérons  le 
svsléme  d'équations  aux  diirérenlielles  totales  linéaires 


fl.r,,   -  <.i/,,  .r,  -r- .  . .  -ï-  <o/,/,.r/,. 


à  h  tr)nction>  inconnues  .r, .  ...,  .r/,  des  paramètres  dont  dépendent 
les  points  niohilcs.  Ce  système  admet  évfdemmenl  //.  H-  i  solution* 
connues,   à    savoir  les  i*""'**  coordonnées    a:,,-,  ...,,//„■  des    point> 

INI , M/,  (  <  1^  I /<  -f-  I  )  ;  on  voit  immédiate  me  ni    aussi  rpic 

sur  ces  n  H-  i  solutions  h  sonl  indépendantes;  oi-  ou  sait  qu  un  tel 
système  ne  peu!  pas  admettre  plus  de  //  solutions  iiulé|MMulanle>  ; 
il  faut  doncqu  il  r'\i««(e  n  -<r  i  —  h  relations  linéaires  à  coeflicicnl-. 
constants  entre  les  n  -\-  i  valeurs  de  chacune  des  A  fonctions  iiucui- 
nues;  autrement  dit  les  coordonnées  tic  chacun  des  points  M,,  ..., 
Ma  satisfont  à  un  même  système  de  //  -t-  i  —  //  relations  linéaires 
à   coefficients    constants,  el    par  ^uile  le>  [»oint^  M,.  ....  M/,  m>uI 
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dans  une  même  variété  plane  fixe  à  h  —  i  dimensions.  C'esl  ce 
qu  il  fallait  démontrer.  , 

Nous  utiliserons  également  cet  autre  théorème  : 

Pour  que  la  variété  plane  mobile  [M,  Mo  .  . .  M/,]  ail  en  com- 
nuin  le  point  .r,  M,  -h  .  . .  -f- JC/iM/,  a\'ec  la  variété  plane  infini- 
ment  voisine^   il  faut    et  il  suffit  que  le  point 

.r,rf.M,  +  ...  -^xndMi, 

appartienne  à  la  variété  plane  donnée. 
En  eflet,  pour  que  l'égalité 

X,  M,  + . . .  +  xu^lh  =  ( J"i  -+-  £i  )( M,  +  û?Mi  )  -i- .  . . -f-  ( -r/,  -f-  £/, )(  M/,  -i-  (/Ma  ), 

où  £,,  ...,  e^  sont  des  quantités  infiniment  petites,  puisse  avoir 
lieu,  il  faut  et  il  suffit  que  x,  JM,  -h  •  • .  +.r/,f/MA  soit  de  la 
(orme  —  £|  1M(  —  •  •  •  —  î/(M/,. 

35.  Nous  allons  faire  des  applications  iminédiales  du  premier 
théorème.  Mais  auparavant  nous  changerons  légèrement  les  nota- 
tions employées  pour  désigner  les  /i  +  i  sommets  du  système  de 
référence;  nous  écrirons  A  au  lieu  de  A,j^.,,  (o/  au  lieu  de  Mn+{,ii 
10,0  au  lieu  de  a>/,  «4.,  et  w^o  a»  l'cu  de  co„^,.„^,  ;  de  cette  manière, 
les  formules  (1)  et  (20)  deviennent 

(  lis.  —  (0(0  A  ^-  lui  Ai  +  . .  .+  H)„  A,., 
(i')  (i  —  \,-i,  .  ..,  Il), 

\   dA,  =  a),o  A  -I-  ton  Al  -H .  .  .  -+-  to/„  A  „ 

l    m',    =  [woo eu/]  h- [wi  w, ,]+...+ [w„  w„,  ]  . 

(      oy,j  —   [  lO/o  Wy  ]  ^-  I  tO/i  CO|y  I  -I-  . .  .  +  1  (0/„  M„j  J 

Cela  posé,  exprimons  que  le  point  A  est  (ixe  ;  les  conditions 
pour  qu'il  en  soit  ainsi  sont 

10 1  =    (O2  =  .  .  .  ^   10,1  ^=   <^j 

il  en  résulte  ([uc  les  expressions  de  Pfa/J  {•),,  ...,  (>»„  sont 
n  conthinaisons  linéaires  indépcndanles  des  coordonnées  (ou 
plutôt  des  rapports  mutuels  des  coordonnées)  du  point  A. 

Considérons  de  même  la  variété  plane  à  p  dimensions  définie 
p;ir  les  p  +  I  points  A,  A,,  . . .,  V;,,  variété  que  nous  désignerons 
pour  ahréger  par   [AA,  ...  A,,].    I.os   conditions   pour  que   cette 


-  lin  — 

vaiicl(-  soil  lixe  soûl,  d'apiès  le  lluMnèine  du  ti"3i. 

UJj,  i„i     ^  .  .  .  =  0J„   =  0, 

W/,/<^  I  =  .  •  .  "  «'>,„  =0  (i  =  \,  ï,   .  ..,  p). 

II  en  résulle  que  les  (/>H-i)(// — /»)  expressions  de  Pfud'  lo,,. 
tu,x>  <>"  y-  prend  Loiiles  les  valeurs />  -r  '  ?  ...,/«  et  <  les  valeurs  i, 
■>.,  ...,/).  sonl  linéairement  indépendanles  par  ra|)port  aux 
(  />  +  i)(/i  — /»  )  paraiMi'lie-^  dont  dépend  la  vaiiété  plane  à/>  dimen- 
sions [  V\,  ...  A^]. 

Considérons  enfin  Vêlement  tonné  du  point  A  et  de  la  variiHi- 
plane  à  p  dimensions  [AA,  ...  A^]  passant  par  ce  point.  Cet  él<- 
ment  dépend  de  n  ( p  -f-  i)  — p-  paramètres  et  les  expressi<»ns  de 
Pfair 

0^, ,      oja,      i-',a  (  /  =  I ,  v.,  .  .  . ,  /;  ;  a  =  />  4-  I ,  .  .  .  ,  rt  ) 

sont  lint'airement  indépendantes  par  rapporta  ces  paramètres. 

Plusgénéralemenl  la  fijiiire  formée  du  point  A,  de  la  variété  plane 

à/;  dimensions  [AA,  .  . .  A,,],  de  la  variété  [AA,  .  .  .  A^  A/,^,  . .  .  A^] 

dépend  de 

ni  fj  -+-  1  )  —  p--^  pil  —  <J- 

p.iramètres  et  les  expressions  de  Plaîl 

(0,,  M.jL,  (O^,  «>iy_,  W,-p,         t.)^^ 

(  t  =  I ,  .  . . ,  p  \  'J-  —  p  -^  i 7  ;  'P  —  q  -\-  \.  .  .  . ,  n  ) 

sont  (\e:i  combinaisons  linéaires  indépendantes  de  ces  paramètres. 

36.  Cela  posé,  considérons  dans  l'espace  projeclilà  n  dimen- 
sions une  variété  à />  dimensions  et  faisons  correspondre  à  cha([ue 
point  A  de  cette  vaii(''l(''  un  sy?tèn»e  de  référence  dont  les  n-\-  i 
sommets  seront  le  |)oint  A,    puis  /^pointsA,,  Ao,  •.-.  A^  situés 

dans  riivpeiplan  tangent,  enlin  //       p  antres  points  A^^, A„. 

Ce   système    de    iM-férence     ne    d(''p(Mulra    naturellement    plus    de 

(^n -\- \)-   paramèircs.    Pour  tout  tlé-placement  luliiunieiil  petit,   on 

aura  évidemment 

(-.4  1)  w;,4.,  =. .  .=  10„  =  o 

et,  d'après  (ao'j, 

!        [(.),    (.),,/,    .     1     ]     -t-        [<')jOJ2,,,+  ,J     -T-.     .     .-f-     [(.),;(0,,.,,+  l]      =     O, 

{•ri  )  > 

(     |».>,C0,,,.   I  -t-   f(Ol  (.).,„    I  H  ...-+-    I   (.),,(.>,,„]  =    <». 


—  irio  - 

(î;)iniue  les  ex|)ressii)iis  to,,  ...,  Mp  soni  liaéairemenl  indépen- 
ilaiiU'S  (ce  sont  des  (îomhinaisons  linéaires  des />  paianièlres  doiU 
dépend  la  position  du  point  A  sur  la  variélé  donnée),  les  expres- 
sions 

'o/a  (  /  =  1 ,  i,  . .  . ,  /^  :  a  =  /y  -(-  I ,  .  .  . .  rt  ) 

stuil  (  n"  17)  des  ctjndjinaisons  linéaires  de  (0, ,  ....  tOy,.  et  les  coetli- 
cienls  de  (t)|,  ...,  tOy,  dans  les  expressions  de  (Oia,  '"^ja)  •••?  ^V» 
foiineni  un  tablean  symétrique.  Aulremenl  dit,  si  Ton  considère 
les  n      p  (ormes  quadratiques  en  w,,  . . .,  to,, 

on  a 

(■23)  ««>/a.=   -  -— • 

[Remarquons  que,  si  l'on  considère  les  expressions  eu,-,  (0^,  o),» 
qui  sont  (n"  3o)  des  combinaisons  linéaires  des  paramètres  dont 
dépend  l'hyperplun  tangent  [AA,  ...  A^].  les  p  premières  sont 
indépendantes  et  les  autres  s'en  déduisent  linéairement  par  le> 
formules  (21)  et,  (2.)). 

37.  Soit  (/  le  nombre  des  ("ormes  quadialiques  <l>3t  qui  sont 
linéairement  indéjiendantes  ;  on  j)eul  choisir  le  s\^tème  de  ré(é- 
rence  associé  au  point  A  de  la  variété  de  manière  que  les  formes 
<l*/<+i.  .•■,*I*/i4.^  soient  linéairement  indépendantes,  les  formes 
^p^q^i-,  ■•  •;  *!•«  étant  identi(pien)enl  nulles. 

Considérons  en  c(Tet  une  courbe  (juelconque  tracée  sur  la  variélé 
et  passant  par  P.  La  tangente  à  celte  courbe  est  dé(inie  par  les 
points  A  et  û?A  ;  le  plan  osculateur  (\\  deux  dimensions)  par  les 
points  A,  dK  et  d^k.  Or  on  a 

dk  =  10,10  A  -f-  (Oi  A|  -(-...  -+-  (»),,  \f,, 
d^  k  ^  (•),  dkx  -+-...-+-  {•>,,  d.K,,  -H . . . 


I< 


(0,(0|a-'-  .  .  .-t-  (o,,(-),,a  lAj,-^.  .  . 


a  =  n 
2,    *a(wi)    •  •  •;  w,,  )  Aa- 


-  loi   - 

les  l<;rmos  non  ('crils  dcpemliiul  linéaireineul  Je  A,  A,,  .  .  .,  A^.  11 
r<''sulle  delà  que  si  lou  cherche  le  lieu  des  plans  oscillateurs  en  A 
aux  difl'érentes  couihes  iracées  sur  la  variété  et  passant  par  A.  ce 
lieu  contiendra  évidemment  l'hjperplan  tangent  à  la  variété  el. 
d'une  manière  générale,  tous  les  hvperplans  à  /> -h  i  dimensions 
définis  par  les  é(jualions 


avec  les/y  paramètres  arbitraires  /,,...,  tp.  Par  suite  la  plus  petite 
variété  plane  contenant  les  plans  oscillateurs  aux  différentes 
courbes  tracées  sur  la  variété  et  passant  par  A  s'obtient  en 
établissant  entre  J?;>+) ,  ••  -,  Xa  les  mêmes  relations  linéaires  que 
celles  quiexislenl  entre  les  formes  <Pp^t,  .  ..,  *I>„.  C'est  donc  une 
variété  plane  à  p  -i-  q  dimensions.  On  peut  l'appeler  V hy^perjtlan 
oscillateur  à  la  variété  en  A. 

Si  maintenant  on  choisit  les  sommets  A^^,,  .  ..,  A^^^  du  sys- 
tème (le  référence  dans  i'iiyperplan  osculateu!,  on  voit  immédiate- 
ment que  les  formes  <I>^^y^,,  .  .  .,  <!>„  sont  nulles. 

38.    Le    réseau    asymptotique.  Considérons    une    variété 

plane  (fl)  à  p -\- q — i  dimensions  contenue  dans  Ihyperplan 
osculateur  et   contenant  ihyjjerplan   langent,   soit 

son  équation. 

Cherchons  le  lieu  de^  tangentes  aux  courbes  de  la  \ariété  dont 
le  plan  osculateur  est  contenu  dans  (M). 

Il  en  sera  ainsi  si  le  point 

est  contenu  dans  (II),  c'est-à-dire  s'il  existe  entre  'l'^+i '''/'+v 

la  relation  IwK'aire 

Le  lieu  cherché  est  donc  un  cône  du  second  ordre  de  sommcl  A 
(et  sltiu'  dans  l'hyperplan  tangent).  Tous  ces  cônes  forment  un 
réseau  linéaire  qu'on  peut  appeler  le  réseau  asymptotique  relatif 
au  point  A.  Les  formes  <1>5,  peuvent  aussi  s'appeler  \e^ /ormes 
asymptotiques  relatives  au  point  A. 


—  15-2  - 

Pour  que  le  [)laa  osculalcui'  d'une  courhe  soil  dans  l'Iiyperpliin 
tanj^ent  à  la  vailélé,  il  faut  el  il  suffît  que  la  tanf;enlo  à  cette 
coui'he  apparlienne  à  tous  les  cônes  du  réseau  asyinplotique.  Nous 
appellerons  donc  tangente  dsymptotique  loute  i;énératrice  com- 
mune à  tous  les  cônes  du  réseau  asyniptotique.  Si  g  <C  p —  i .  il  y  a 
une  infinité  de  tinjiehles  asymptotiques  ;  si  q  =z  p  —  i,  il  v  en  a 
en  ^(MK'ral  un  n  )ndire  fini;  si  q^p.  il  n'y  a  |)as  en  j;éncral  de 
tangente  asy ni |)lo tique. 

Deux  tangentes  seront  dites  co//y(/4'7<t%5  si  elles  sont  conjuofuées 
par  rapport  à  tous-  les  cônes  du  réseau  asyniptolique.  lùant  données 
deux  taiigenles  conjuguées  définies  ])ar  leurs  paramètres  direc- 
teurs (  co,,  .  .  .,  ojy,)  el  (m,,  . . .,  ro,/),  lorsque  le  point  A  se  déplace 
sur  la  variélé  dans  la  direction  d'une  de  ces  tangentes,  Ihyperplan 
langent  en  A  aen  commun  l'aulre  tangenle  avec  l'Iiyperplan  tangent 
infiniment  voisin.  En  ellet,  le  [)oint  xA-\-Xt  A(  +  .  .  .  H-  Xp\p 
app.iitientà  l'iiyperplan  tangent  au  point  A -h  c/A  si  (  n"  ÎH)  le  point 
X(fA-\-Xic/At.-\-...-]-Xp</Af,  appartient  à  l'iivperj^lan  tangent 
en   A,  ou  si 

(  )r  les  conditions 

Toi- r-...--Tn,,- —  =o  (a  =/>-(- I,   ..../>  ~  y) 

expriment   précisément   (jiie  les  deux  tangentes,  considérées  sont 
<;onj  liguées. 

^•).  Les  hfpcrplans  osculateurs  el  les  réseaux  asymptotiques 
iVoidre  supérieur.  —  Considérons  les  variétés  planes  à  trois 
dimensions  osculalrices  en  A  aux  dinércnles  courlies  tracées  sur 
la  variété  el    passant    par-  A;    elles  sont  dclinies  par  les  points  A, 

<:/A,  d'^ A  cl  d-^ A.  Or.  en  m'-gligeant  les  termes  en  A,  A,,  A^, 

A;,+  ,,  ....  A/,+y,  on  a 

^/ '  A     :  <!',,, ,  d\  /;  ^ ,   >  .  . .  -t-  «l>/,_Hr/  d\  ,,^,, 

\  =  n 

-p-k-il  +  X 
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Posions 

les  ^\  sont  des  tonno  cuhiques  en  (o,,  0)0,    ...,   (o^,  cai-  des  équa- 
tions 

w,)  =  0         (  /  r=:  I ,  . . . ,  /?  ;  X  =:  />  -I-  y  -+-  I  ,  . . . ,  ^  ) 

on  déduit  par  les  (ormidcs  (20) 
«  =  /'  +  '/ 


(24)  ^     [w/xWa).l  =  0, 


relations  ([iii  monti-enl  (  n"  17)  r|ue  les  ex|)ressions  ojjj)  sont  des 
eond)inaisous  linéaires  de  (o,,  ...,  to^,. 

Supposons  que  |)arnii  les  n  — />  —  q  formes  eubiques  y"),  il  y  en 
ail  exaeleineni  /•  linéairement  iudépendanles  ;  on  en  déduira,  eomme 
au  n"  36,  (jue  la  plus  petite  variété  plane  contenant  toutes  l(;> 
variétés  planes  osculatrices  à  trois  dimensions  aux  didérenles 
courbes  tracées  sur  la  variété    et  passant   par  A  est  à  p -{- ({ -\- r 

dimensions;  de  plus,  si  l'on  choisit  les  sommets  Ay,^^^,, A^^y_,., 

du  système  de  référence  dans  e(>tte  variété  plane,  les  foniKîs  cubi- 
ques Wp^gj^y,  ••••:  ^V p^q^r  scrout  linéairement  indépendantes  et  le> 
formes  cubi([ues  ^V p_^g_^,-Jt.{i  •••■>  ^I\/  seront  idenliqu<Mnent  nulles. 

(A'itc  variété  plane àyo  H-  y -h  /'  dimensions  peut  s'a|)peler  l  hj- 
perplan  oscalateur  du  second  ordre  en  \  à  la  vcirii'lé ;  le  réseau 
de  (("mes  du  Itinsiéme  ordre 

le  réseau  <isymp(oli(]uc  du  second  ordre^  les  formes  M'>  les  formes 
asynq)t<)liques  du  second  ordre. 

iO.  Il  V  a  entre  les  formes  asymptolicpies  du  |)remier  oi'dre  et 
(•elles  du  second  ordi'e  une  relation  remarcpiable  :  les  dérivées  par- 
tielles du  premier  ordre  dune  forme  asvmploticiue  du  second 
ordre  quelconque  sont  des  Jornies  asyniptol iqucs  du  premier 
ordre. 


Soil  en  cllrl 


P  +  ,1  i-p    a-/i+-,/ 

a  --  /)  +  1  (1     a  -  /•  -t- 1 


irji  — 


iiiic  loinic  asA  m|)l()li(|iic  du  second  oïdir.  On  a 


()(0, 


àoj, 


or  les  idcnlitrs  (^  2a  )  et  (  y.  i  ),  dUïercntiées  jjariappuir  à  (O/,  donnent 

/  =  /' 
"J( a  —  7  <'J /     ,  '     —  o        (  t  -^  ! p:  %  —  p  -^  ï p  -h  f/  I. 


I  =1 


o  (   t.  /     -:-    I 


0M->, 


Il  en   rcsiillc  (iiic   dans  1  expression   de les   iroi^   >>onune>   du 

second  ineinl)i-e  sont  cigales  el   pai-  suite  on  a 

a=./;-(-r/ 

•>      N?'      '''"a"/,". 


()(<>, 


X~l>-hi 


l<»rinule  (|iii  donio'ntie  le  lliéoréine. 

On  d(''dmt  de  ce  (im  |)réeède  (lue,  le  loeau  a>\  inpiot  ujue  (du 
|>ienner  oi'dre  )  elant  sup|)o>é  connu.  />'  ii'sciui  as)nipl()ti(in<'  du 
second mclre  n'est  pus  (irhilairr.  Si  en  parlieiilier  le  réseau  a>Mn- 
|)l()U(|(ic  est  défini  par  un  certain  noinhrcde  relations  linéaires  à 
<'oe((icients  conslajils  entre  le>  coiHicieuts  de^  lorino  <^3(.  soit 

'•/ 


les  co«'fri(  i /nts  a,,/;  des  rorines  cul)i(|ues  ^V ,   de\roiil    salislaire   au\ 
r-elalions  Mii\anles.  en  uoinhre  p  loi>  plus  ^land. 


^//(fiJA-        <• 


^■ijflijl,     -  O 


/>   -  i,   i P)- 


Su|)|)()S(»ns  par  f'\(MH|)lf*  ([(ic  les  lormcs  a-vm|>l(iti([iir-  <ln  premioi" 
ordre  se  «ItMliiixiil  I  iiicaiicmriil  do  loiino  ic(la(ijilc-<  vco/tUy:  le 
r(''M'aii  a^\  iii|)l(>li<|iit'  ol  ddiiii  par  lo  cdiidil  i<»ii-< 


"il       «lï 


a,,,,     .  o 


<'t  |iar  >mlc  le  rOx'aii  as\  inphti  Kjiic  du   ^(•((iiid   oïdii'   -alislcra   aux 
ooudit  KtlJ-- 

(liij  ~   <>        (ij  -^  I,  V,.  . . .,  /î); 

les  loiincs  (•ul»npit->    M'-,   n  auioul  dituc  (uic  d<  ^  Icrnirs  de  la  loriuc 
fn<),(i) /(>)/,.  \c^  indices  /.  y'.  /   ('laul  iIinI  iiicl  •>. 


il.  Il  |)eul  anixer  (nie  le^  eiuidil  loii^  iin|)»)'5(;e.>  |>ar  \v  i<'ï-eau 
asvinpl()li(|ue  du  preiniei'  (trdre  au  r('seau  a^^N  iiipk)tl([ne  du  second 
(trdre  ne  conviennenl  (pi  à  de^  roinies  cultMpie^^  idi'ul  Kjuemenl 
nulles  :  c  (•>!  ce  cpii  airi\e  dau>-  I  exemple  precédenl  st  p  --  2.  Dans 
ce  cas.  I  liNpeiplaii  osciilaleiir  du  second  ordre  se  confond  a\<'c 
IliNperplan  osciiialeui  i\i\  premier  ordre  cl  Ion  |)eut  (hinontrer 
lacilenienl  (pic  cet  /i]  />('//>la/i  ast  fixe  (jiuirul  le  point  A  se  déplace 
sur  la  narieté.  (  )n  a  en  ellel.  (pie!  (pie  soil  I  indice  ).        ff-\-(/. 

Mil       <>         '''       I.  2,  ..../>-*-  y  ). 

I*ar  siiile  I  n"  ^}i  I.  IliNperplan  |  \   \,   ...    \/>+y  |   ''""1   lixe.    La   \ariet<'' 
es!  donc  conlenue  dans  un  li\per|>laii  fixe  à /j -|- ^  •'""<'"^'*"'^- 

La  iiHMïic  conclusKiii  suhsisie  suiis  la  seule  condition  (pie  I  li\- 
p(M°plan  oseiilaleur  du  s(M'oiid  ordre  roincide  en  (  Inupie  |ioiiil  \ 
a\('e  I  lixpcrplan  oscuhileur  du   premier  ordre. 

i-^.  On  pourra  conveiiir  d  appeler  laii ucnic  asvDiptolKjite  du 
second  ordre  loule  l  an:;  en  le  ^encrai  rice  commune  des  (ônes  11')=  o  ; 
en  \crtu  du  llieoiéme  du  ii*^  rii).  loule  lan^enle  asxmplolnpie  du 
premier  ordic  es|  laiii^enle  as\  mplol  upie  du  second  ordre,  mais  la 
recipro(pi('  n  esl  iias  \  raie. 

(  )ii  pourra  enliii  delinir  les  li  \  peiplans  osculaleiiis  du  troisième, 
du  (|iiatrieme,  etc.  ordre,  ainsi  (mic  les  lormes  as\  mptot  npies  de 
cliaciin  de  ces  ordres.  Les  d('rici'es  partielles  d'ordre  h  d' une 
forme  as\nipli)ti(pic  du   ni"'""'  ordre  snnl  des  formes  as\niplo- 


—  lo6  - 

tiques  d'ordre  m  —  h.  Si  Chyperplan  oscillateur  du  m"'""'  ordre 
coïncide  en  chaque  point  A  auec  UJiyperplan  osculaleur  du 
(m-i)'^""'  ordre,  ce  dernier  liyperplan  est  fixe. 

43.  Convenons  de  dire  que  deux  réseaux.  linéaires  de  cônes 
d'ordre  h  (de  sommet  A)  appartiennent  au  même  type  projectif 
si  l'on  peut  passer  de  lun  à  l'autre  par  une  transformation  projee- 
tive  (laissant  invariant  le  point  A),  ou,  analjtiquemenl  parlant,  si 
l'on  peut  passer  de  l'un  à  l'autre  par  une  substitution  linéaire 
ellecluée  sur  les  coordonnées  o),,  ...,  co^.  On  peut  alors  se  proposei- 
de  déterminer  toutes  les  variétés  à  jo  dimensions  dont  !«•  réseau 
asymptotique  du  premier  ordre  appartient  à  un  l^p<'  |)rojcolil 
donné,  ou  encore  toutes  celles  dont  les  réseaux  asynqitolujues  ilu 
premier,  du  second,  etc.,  du  /i"'"'*  ordre  apparlienncul  à  des  ivpes 
projectifs  donnés. 

Pour  donner  une  idée  de  la  mélliode  à  suivre.  |)r(nons  deux 
exemples. 

Proposons-nous  d'abord  de  trouver  toutes  les  variétés  à 
p  dimensions  dont  le  réseau  asymptotique,  supposé  d'ordre  p. 
est  réductible  à  la  forme 

X,  loj  -I- .  .  .  +  X/,aj^j  =  o. 

Ou  aura  ici  q  =/>,  et  Ion  [)Ourra  supposer  choisis  les  somuict> 
du  système  de  référence  de  manière  à  a\oir 

Cela  posé,  les  variétés  cherchées  peuvent  cire  i-egardées  comme 
les  solutions  du  sysléuic  de  Pfall": 

\    W/,+  1         =.  .  .=  10„  =  o, 

\   ^^•^i^„^i     =  W,  (j  =  I,  2,    .  .  .,  />), 

(2^)  ^  ...... 

J    I0y,,,+/     =^  O  (l  -i^  J\   l,   J  =\,    i,    .  .  .,  p), 

[  (o,-,2/,+),  — -  O  (  t  =  I ,  .  .  . ,  />  ;  À  =  I ,  .  .  .,  n—  >p). 

Les  j)remiers  membres  des  équations  de  ce  sysléuic  sont  (b^<  com- 
biïiaisons  linéaires  des  (expressions 

10/,     Wjt,     M  -j.         I  /  =  I ,  . . .  ,  />  :  a  =  /)  -^  I ,  . . . ,  n  ) 
(pii  sont  linéairement  in(h[)cndantc>  |)ar  rapport  aii\  (blltreuticllo 


(les  n{p  -\-i  )  — //-  paramètres  dont  dépend  l'élément  gt-nérateur  de 
la  variélé  (formé  du  point  A  et  de  l'hjperplan  tangent  [AA,  ...  A^]). 
Le  système  (a;))  est  donc  de  la  nature  de  ceux  qui  sont  considérés 
au  n°  29.  Calculons  alors  les  équations  quadratiques  alternées 
dérivées  des  équations  (aS).  En  appliquant  les  formides  (20')  et 
tenant  compte  des  équations  (a5),  on  obtient 

I  ' /' 

\       [<'>((^'-' /M  ,■./<+/— W/i—Woo)]—    V  [w/,oj/,-,]  =0        (i  =  I,  2,  .  .  .,  />), 

i   —  I  w/  wy/ 1  -+-  [  Wy  M,,+j^,,^i\  =  0  (i^j;i,j^\,i....,p), 

'        \^<),M,,^i^,p^i]  =  o        (i  —  I,  2,  ...,/?;  À  =  1,  2,  ...,«  — Î/J). 

Ici.  les  équations  (26)  sont  d'elles-mêmes  de  la  forme  (1-)  et  les 

expressions    j)rincipales    sont    u),,    m.> Mp.    Les   expressions 

secondaires  sont 

10,  j.     Mi.+i^p^j         (i  ^  /;  i,  j  =  \,  1,  ..  .,  p), 
W/.+/,î/<+),         (i  =  i,  z,  . .  .,  p;l  =  1,  ■:>.,  .  ..,  n  —  >p}; 

elles  sont  au  iionibro  de  p  (  /i  —  1  ). 

Le    nouïhrc  5,    est    ici   le    nombre    des    équations    linéairemenl 

indépendantes 

« p 

ï/  (/■>/,+i,/>-^i  —  ''>//  —  '"'oo)  --  ^  ÇA  '-'A/  —  O, 

:/  ''>y/  -+-  ^j''*/>+J,/>+i  =  o, 
ç;  ''> /t-hi ,j p-^l  =  o; 

on  trouve  immédiateuieni 

Si=^p(n—  p). 

Pour  a\(»ir  le  noud)rc  .Vo,  il  faut  adjoindre  aux  (-(pialions  précé- 
dentes les  sui\  anies  : 

:/  {'•'/j-t-i./i-i-i  —  '•'(•/  —  '''>ou)  —  ^  Ça-  '''/.'  ~  o, 

ç'/  ''tj,    -f-   $y  ',)i,+j_i,^i  =  0, 

ç/  '''/j+(.ï/>+X  =  ^  • 


--   l.-iS  - 
on  (Km  lu  il  (le  loiilfs  (■(•>  (■•(|iial  iou^  (  M  lr>  ç, fl  Ic^  ;,  ^ttiil  d  i  hll  laift's) 

on  a  donc 

X,  -4- .s\,  =  p{  n  —  II,  (l'oîi  s->  =  /'(  /'  —  i). 

Il      est      rvi<lcnl      iiiauilt^naiil       (|iif     lo      onlicis      Vi  -f- •^':2 -h  •'>'•,! , 
•'>'i  -h'?2"4~^3  +•''■.•   ■■  •  ^oiit  loiis  ('i^aux  à  .f,  -j- s -j  ;  donc 

Des  \al('iiis  I  !(ni\  <''("^  |)oiir  1rs  .von  dcdiiil 

.V I   i-  ■>.  Si  -4-  î  .s'x  •-...-(-  />S/,      pin  -(--  /^  —  -2  )  ; 

(II-    si    l'on    ivsoiil    It's   rriiiations   I  :>(i  i    par    rapport    aux  />( />         i^ 
expressions  (o,-,,  Mpj^jpj^j on  li'oiivc 

(o/y    -  a,/ (•)/-•-  hijiMj. 


(•>/>r,.p^i —  '''/( — ")i)n        /'('•'/ —  ^  l>ki^<^k^ 

/,  .--  / 

avec  les  ^>( //-[-/'  ''- )  parainrlrcs  arliil  raircs  ('r,/,  />,/.  <'/  /.  f>h  i,'i\- 
Le  système  (  2.)  i  Pi7  donc  en  irno/it/io/i  e.l  1rs  vondi's  rherrliécs 
(Icpcmlent  de  s-i  i  -  i>\  p  i  )  J  oitrlions  (trlutifiiies  de  deux  an^'U- 
rnenis. 


ïï.  ()ii  peut  s<>  plii<('r  à  iiii  autre  point  île  \iie  et  rej^arder  les 
\ariete>  eliereliées  eomine  eni;en<lrée.s  par  lem  -  li\  perplans  laiii^cnts. 
Les  e\pre.sM(»n> 


">x>      "*/a  (  /  =  1 ,  7 /y  ;   a    --  />  -f-  i. 


sont  lini'aireiiienl  indepeiidaiiles  par  rapport  all^  iy*-f-i)(//  /;) 
paramètres  dont  dépend  llnperplaii  taiii;eiit  |  \\,...  V/.|-  ()rles 
eondil  ioii>  au  \(pielles  ddii  siitis|iiire  la  \arictt'"  sont  données  parl(\s 


i.^n 


r('l;ilioii>> 


(1-)        •  ioy,,,w  ^o        (i  ^  j:  i,  /  =1,  1,  ...,/>), 

'   w,  2,,.,  )  =  o         (  i  ^  } ,  Jt,   .  .  . ,  p.  f.    -  i .   . .  . ,  n  —  '^p  )', 

les  relations  i  ■".u  )  iiHniIrcnl  en  ciïrl  (|iic  (>>i_p^;  ne  <lé|icinl  (|iii'  tle 
(0/ cl  (|uc  |)ai'  siiilc  le  rcx-aii  asvin|)lf»ti([ue  appailicnl  au  Upc  |)r()- 
jcclil  \  (Milii.  Les  ('•(piahons  ( '^~  »  soni  bien  (le  la  naUiie  de  celles  (jiii 
>()nl  eoMsidérées  au  u"  t29,  mais  ici  ce  s(uil  les/?  expressions  (o/^y,^/ 
(pu  sont  |)iiii(ipales.  Le-  (MiiialKm-  ipiadial  i(pies  exh'iieuics  d»''i'i- 
vées  des  é(piations  (  '.i'  )  sont 

1  I  W/"-»/,/<+/  I  =-■  O  ('  --    I,   ■'-,    ...,/'!, 

\        [">,.i>^,'>i,,  ■  i.ii>+'/\  -   <»  (/  —  I  .-.>...../>•,  À  =  1 ,  •'. n—  j.p). 

Ici.  les  expressions  secondaires  (pu  lij^urciiL  dans  une  cpiclcoiupie 
des  ('(piallons  (a8)  soni  indépendunles  de  e<dles  (pii  lij;iircnl  dan-- 
les  autres:  pai'  coiisccpicnl  (  n°  32).  le  svst('nie  est  en  involutnui  et 
les  \aleurs  des,.  ....  s„  >  Ohlienncnl  en  ajoutant  les  \aleurs  <\i- 
ces  nombres  pour  chacune  do  é(|uations  i  ^<S  i  ;  on  lidii\eain>i 
immcdialeineul 


.s-,    -  p[ti—  p  ),  s-i  —  p{ p  —  I ; ,  jf, 

comme  avec  la   première  melliode. 


*■/.  ^  ■  ", 


ià.    Les   varié'Ics    prcci-dcnles   j()Ui><^ent    dune    propru-h'  remar- 
(pial)le.  (Considérons  les  é(pialions 

(,j,  —  o  (  /        1,7 /'  I  : 

cfiacunt;  de  ces  tu/utitions  <'s(  voinplrlcnmnl  inlégrablc  :  on  a  eu 
cllel.  sur  toute  \ari<"l(''  lnt('-i;rale  i\y\  svsti'me  (•>..')). 

m\  ---  I  (i)rtn<o,  I  -H  ^  [oj/,  (.>/.,  I  -  :  f  (o,('i«/,^,.,,-K,  —  -i'-Jo,,)]  ; 
/. -1 

comme  (i)^  s  annule  a\ec  (>),.    Iccpialioii  d),     ^  o   cs|    jtuii    cumplèlc- 
ment  inl»''«;ral)le  (  n"  27  ). 


—   iOO  — 

Ce  résullaL  peut  s'inlerprck'r  géonuHriquenienl  de  la  inanière 
suivanle : 

Les  équations  tOi=  o  d«'/inisseiit  p  variétrs planes  à  p —  i  di- 
mensions tangentes  à  la  variété!  en  A:  il  existe  sur  la  variété  p 
familles  de  variétés  à  p  —  \  dimensions  tangentes  en  chacun 
de  leurs  points  à  l'une  de  ces  p  iiariétés  planes. 

Convenons  de  dire  (|irune  \ariéLé  plane  Lani;('nle  à /> —  i  dimen- 
sions est  cZ/i/m^Mr^'e  si,  ('onsidér(''e  eomine  une  variété  plane  ^o«/y/^, 
elle  fait  parlie  du  réseau  asyniplotique.  Apj)elons  de  même  variété 
distinguée  i\  p — i  dimensions  une  variété  située  sur  la  variété 
donnée  et  telle  qu'en  eliaeun  de  ses  points  elle  soit  tauj;('nte  à  une 
variété  [)lane  lanj^enle  distinguée.  Nous  voyons  alors  que  si  en 
chaque  point  A  de  la  variété  donnée  le  réseau  asvmptotique 
admet  comme  cônes  de  base  p  variétés  planes  doubles,  la 
variété  donnée  admet  p  familles  de  variétés  distinguées  à 
p  —  1  dimensions. 

46.  Clierelions  niainlenaiil  les  \ari(Hés  à  p  diïnensions  dont  le 
réseau  asymplolique  peul  se  ramener  à  la  forme 

A  1  0)2   -H  ...  -f-  ).,,  «)}/  ^  O  (ff-Cp). 

On  est  iei  dans  un  eas  partieulier  inléressani,  eelui  où  les 
q  formes  quadratiques  asymptotiques  peu^'ent  s'exprimer  en 
fonction  de  moins  de  p  variables.  \m  eondilion  néeessaii-e  et 
suffisante  pour  (pi'il  en  soit  aiusi  esl  (jue  V hyperplan  langent 
dépende  de  moins  de  p  paramètres. 

Sup|)osons  en  elTel  (pie  l'iiyperplan  tangent  dépende  àv  p  <i /> 
paranièlres  ;  d'après  (mî  (pii  a  été  vu  au  n"  .31.  il  taut  et  il  siitlit 
pour  cela  (pu^  parmi  les  {p-\-\)(n  — p)  expressions 

il  y  en  ait  exaeicmeni  /)'  indépendantes;  or  les  seules  (pu  ne  soient 

11  I  1         •     1       •     •        0"''a  1-  1  I       •     •        '^'''a 

pas  nulles  sont  les  demi-dei-ivees ;  or  dire  (lue  les  dérivées  — — 

ne  dépendent  que  de  (o,,  ....  (.)  -,  c'est  dii'C  que  les  formes  <!>„ 
peuvent  s'exprimer  au  movcMi  de  (o,,  ...,  (o  ,  et  ne  peuvent  pas 
s'exprimer  au  moyen  d  iiii  moindie  nombre  de  variables. 


-  Ifi[  — 

IV'ciprcxjLienu'iii.  si  les  <l>3(  ne  dépendcnl  (jiie  de  co, ,  . .  . ,  to  ,,  il  eu 
est  de  même  des  (o/a,  et  comme  les  co-j  sont  nulles  d'elles-mêmes, 
riijperplan  tauf^enl  dépend  exactement  de  p'  paramètres. 

Cela  posé,  revenons  aux  variétés  pour  lesquelles  le  réseau  asynip- 
totique  est  engendré  par  q  variétés  planes  doubles  à  p  —  i  dimen- 
sions, et  définissons  ces  variétés  en  coordoimées  tan;;('nli('lles. 

On  i^ourra  supposer 

Le  système  de  l'IalTqui  définira  les  variétés  cherchées  sera 


(•-'-9) 


Jp-^./  ;  o  (  «  =  I  .  -2,   .  .  .,  <7), 

>p  +  q+l     =^  O  (  X    =   1  ,  2,   ...,«  —  /V  —  g-  I, 

V,/'+'     ==  O  (yV  f  ;  y  =  I ,  ■^'.  •  •  • .  />  ;  «'  =  ï ,  '^,  •  •  • ,  ^  ). 

J/./.+-r/  *-).  =  o  (i  =  I ,  .  .  . ,  /? ;  X  -=  I .  .  .  . ,  /i  —p  —  q). 


On  a  ici  q  variables  indépendantes  et  ce  sont  les  expressions 
('J/,/;+i  (^^^  '  5  ">•-:  •  •  -1  </)  qui  sont  principales.  Les  équations  quadra- 
tiques alternées  dérivées  des  équations  (  i^p)  sont  al(>r> 

[W,,,;+-,0),J     =    O  (    «■         -     I,     .    .    .,    y), 

/Q    ^     ,  —  ["^'./'+'"Vl^|wy./,-yW,,+^,,,_^,J  =  O         (i  9^ j;  i,j  --=  [,  ...,q), 
(3<))     ^ 

—  [(o/,p-^,(o/./]  =  o        u'  =  I ,  . . . ,  7  ;  ^"  —  ^  -+- 1 ,  . . . ,  /)  I. 

[^i,i>+ii",>^,,,, *-,/+'/.]  =  <>       (  t  =  I,  .  ..,  7;  X  =  I,  .  .  .,  n  ^ [>—  q). 

On  li"ouve  facilement,  comme  plus  haut,  (pie  le  système  e>l  en  invo- 
lution  avec 

Si  =  q(n  —  q),         Si--=  q(q  —  i),         a,  =^  .  . .  =  s,  =  o. 

Les  variétés  cherchées  dépendent  donc  de  q{c/  —  \)  Jonctions 
arbitraires  de  deux  arguments. 

11  n'y  a  d'exception  à  cette  conclusion  ipie  si  q  est  é<;al  à  1 .  Dans 
ce  (;as,  les  variétés  d('pendenl  de  s  ^^  n —  i  fonctions  arbitraires 
d'un  ar^umenl  ;  ce  sont  les  enveloppes  d'une  variété  plaucà/;  dinicu- 
>i()ns  dépcndanl    d'un  |)aiamèlre  ;  U(»us  les  retrouxcrou^  plii^  loin. 

47.  Kludious  luainlenanl  les  vari(''lés  h  p  diiuensious  dont 
rhyj)erplan    lau<;ent    dépend    de  q  <.  p  paramétres    et   dont   l'hy- 

perphin     osculateur    a     le    nond)re     maximum    n    {-  '^-3. de 

dimensions. 


-   l()2  - 

Oa  noiiria  sii|i|)(tN»'f  ici  (iiic  les  lniiiH'>  (jii;t(lr,i(KHi<'>  it^vnlpl()- 
tiqiies  ne  dépendcnl  ([iie  de  o), (o,^.  NOiis  |K>scntiis 

l»,,,,    ---   (■)/.  <1>  ,y,  ■>AMih)j  (  /  /  -y:    '.  y     "    I  .  2,    ....  7  I 

en  u|)|)elinil  A,,7  .,    Af/y^  les  'I   '^  '^ — '    sdiuniets    du   svsl(iii«'  de   nitV'- 

rence  ([iii,avec  A,  A  i A/,,  d<';leriiiiiieiil  l'li\  |)(M|diui  ()>(iilaleiir. 

iNoiis   désignerons    par   l.  m les  indices  compris  entre  ^/    I-  i 

et /^,  et    par  a,  Jj les    indices    des    sonunels    du    système    d<' 

référence  non  sitnt's  dans  ["livperplan  oscnlateiir.    On  a  évidem- 
ment 

'•'/(//•  ^  O,  fO/  /y,  rr    O,  ">/a        "  i  I        <l  -^  \ /'  >. 

Des  derniéi-cs  ('-(piations  on  dédiiil,  en  prenant  Ifs  covaiiants 
hilinéaires. 

I  <'■»/<"//  1  "  (  t  -=   I  ,  '2,    . .  . ,  Y,)i 

I  (o,-;/^  I  ^-  [  t.v(o//l  =  O         (  t  .-.  y;  /,  ./■-=!,  ■>.,  ....'/). 
Ces  rtdaiions  exii;ent  (jn'on  ait 

(,)/,■  =  K/Wi        ( t  =  I ,  .  •  • ,  ît :  l  =^  f/  -h  \ />). 

on  ffi  es!  un  coet'licicnl  convenablement  clioisi. 

Considérons  alors  le  j)oint  A/  U/A  et  clioisissons-le  |)onr  non- 
veau  sommet  A/ du  sysl»'iiuî  <le  rt-tV-rence  :  cela  revient  à  supposer 
U/  =:  o.  On  a  ilonc 

«}/,  =  o        (  /  =  1 ,  ....  Y  :  /  -^  Y  -H  I .  ...,/»!. 

Celte  ('(jnalion  donne,  par  les  covananis  l)i  linr-aiif^. 

[(.)/„(.),  I         o. 

I/exprcssion  w/,,  ne  d»''pend  donc  (pie  de  <.),  :  par  suite  si  <j  est 
pfns  s^rtffif/  (jur  I  ,  on  a  aussi 


On    en    déduit     <pie    r/A,,^, 4 k f,    ne    dépendent     que    de 

A^_^, A/,  et  par  suite  (  n"  31  )  lu  vmii'-té  plane  \  A,,^,  ...  A^  | 

dit  fixe. 

Aulremenl  dit.  l'hvperplan  tani^ent  en  \  contient  une  variélc- 
plane  lixe  i\\)l\p — q  —  i  dimensions.  Consi(}érons  alors  une 
autre     varié-l»-    plane    lixe    [W)   à    //  — /'H"'/    dimensions    n  ayant 


—   163  — 

iiiKMiu  point  coiimiiiii  ;i\<m;  (II);  (>ll<^  a  en  coinnnin  a\ec  la  variét»'- 
(iaiiiu-e  une  vaiH-l*''  à  q  (liiiipiisioiis  dont  l'Ii  \  pprplaii  laiii^cnl. 
(I<''p<'iicl      (le       q      païaiiuM  ic^      cl       Ihyperplaii       oscillateur      fst 

a  7^-  — (liiiicuMoii->  :    eu   joignant   tons  so  point-»  anx  (JifT»';- 

rents  points  de  \\\)  on  a  la  varK'tf'  clieiclH'e. 

Les  variétés  cliereluM's  ont  le  im'nie  (lei;n'  de  j;éin'ialitf  fjiie  les 
\ari(''l<;s  à  q  dimensions  de  res|)aee  à  /; — P  ^~ 'l  dimensions; 
oUes  dépendent  donc  de  n  f)  fnnrlions  arbitraiic.s  de 
q  iif^ iiiiicnts. 

iK.  La  eonelii>ion  pi(''e(''dente  ne  >  applnpie  pas  siy^^i,  e'esl- 
à-dire  SI  riivperplan  tan<;ent  à  la  varific  ne  (h-pend  (jiie  d'un 
|)aiamèt  i<'.  lei  eneoi*^  <ui  a  coiiime  pin--  liant 

"Vi       "         (  /       ■>,...,  p). 

La  carael.crisli(|ne  de  rhy|)erplaii  lan<ïenl  est  (n"  'Ai)  le  lien  des 
points  , /A  -f-.r,A,  -\- ...-{- .r,,  A  f,  tels  fjiie  le  point 

.7v/A    -  .71  (Y  \,  -i-  . .  .  +  .r,,(l\i, 

appartienne  à  lli  vpeiplaii  lan;L;riii  ;  e"c>l  done  la  \.iriél(''  plane 
I  \  Aï  A:i .  .  .  A/,  I .  Li  earaett'iist  npie  de  cette  vaiiel»'  plane  est  le 
li<'u  des  points  .rA  -+-  .r^,  Ao  +  .  .  .  -+-  Xp  \  f,  tels  (jiie 

<•  e^t  doue  la  saiiété  |>lane  [A.^  \:, .  . .  A,,].  L»  caractéristique  de 
cetti-  xarié'té  plane  esl  le  lien  de-;  |)oints  rr-i Aj  -\- ■  ■  ■  —  Xp.\f,  r.cis 
(pToii  ait 

<n-  Pcipial  ion 

conduit  à 

<•(■    (jui   montre   que    (Oj,, r.)^„    ne   di-pendent    que    de  o,.    La 

earaet(''risti(jue  de  |  \;_,  A  ,  .  .  .  \,,  j  (^sl  donc  une  varii'té  plane 
•«  />  —  '>■  dimen>ion--  (pion  peut  ton  jour-  supposer  être  [  \, ...  A,,  1  ; 
on  aura  alor> 

">.io     -...---  (O/.n  --  '•• 

On  di'du  II  de  ce>  dernières  ('(jualitMis 

['•'.12''»2ci|  •  ■  •  (  ">/.-.  Ojol      -   n. 


-    10  i  — 

ce  qui  montre  que  0)30,  ....  o)/,2  i^e  dépendent  que  de  oj,  ;  par 
suite,  la  caractéristique  de  [A,j...Ay,]  est  une  variété  plane 
à  I  dimension  de  moins  qu'on  peut  toujovirs  supposer  être 
[Ai . .  •  A^].  avec 

OJ12  =  .  .  .  =  0)/,2  =  O. 

On  continuera  ainsi  de  proche  en  proche  et  l'on  pourra  toujours 
supposer  que,  dans  la  suite  des  xariétés  planes 

[AA,A,...A^],  [AA2...A/,],  [A2...A^],  [.A.3...A,,],  ...,  [A/,_,A/d.  A,„ 
chacune  est  la  caractéristique  de  la  précédente;  on  aura 

M/, Il  =0         si         m  <i  l  —  1 , 

[w/,/_,w,]  =  o. 

Gela  posé,    considérons   le   point  A^,  ;  il   ne    dépend    que    d'un 

paramètre,  car 

dA.,,  =  w,,.,,_i  A/^_i  -i-  W/,/,\j,; 

il  engendre  th)nc  une  courbe  dont  la  tangente  est  [A^Ay,_,]; 
comme  on  a 

le  plan  osculaleui-  à  cette  courhe  est  |  A^,  A,,  ,  A^,_2  |  !  !'>  variété 
plane  osculatrice  à  deu.v  dimensions  est  |  A^  A^_(  A,,  _2^^7J  :i  1  6' 
ainsi  de  suite;  linalemenl,  sa  vari(;té  plane  osculatrice  à  p — 1 
dimensions  csl  [AAo-.-Ay,  |;  cette  variété  plane  engendre  la 
variété  donnée  qui  est  ainsi  le  lieu  de  la  r^aririé  plane  oscitla- 
ti'ice  à  p  —  I  dimensions  d^ une  courbe  gauclie. 

Réciproquement,  partons  d'une  courhe  gauche  (C)  lieu  d'un 
point  M  fonction  d'un  paramètre  /  et  considérons  la  variété  à 
p  dimensions  lieu  de  la  variété  plane  »  p  —  1  dimensions  osculatrice 
de  (C).  On  a,  pour  tout  point  A  de  celte  variété, 

dm  d'^U  rf/'  'M 

les  p  paramètres  dont  dépend  la  position  de  A  sur  la  variété  étant 
/,  57,,  ... ,  Xp_i .  On  a  alors 

dA^dx.-^^dx,-^^... 

rf/'->M         ,    /d^^  rf2M  f^/'M\ 


—  1G.J  — 

ou  voit  que  rhy|)er|)lan  oscillateur  à  la  variété  est  (l<''terminé 
par  les  p  -\-  i  points 

■     177'     'dF'     ■■■'      dti>'' 

il  ne  dépend  donc  (jiic  d Un  paramètre,  à  savoir  t. 

Les  variétés  dont  riivperplan  tangent  ne  dépend  (jue  d'un 
paramètre  dépendent  évidemment,  d'après  ce  qui  précède,  de 
n —  I  fonctions  arjjilr.iires  d'un  ari^nnu'nt.  comme  on  l'a  trouvé 
directement  an  n"  40. 

iO.  Proposons-nous  enfin  de  d/'lev miner  les  varifUes  à 
p  dimensions  dont  le  r<''seaii  asymtolique  est  le  plus  grnêral 
possible     (  r liypi'rplan     oscillateur     étant     alors    à  

dimensions  U  mais  dont  le  réseau  asymptotique  du  second 
ordre  est  engendré  par  p  variétés  triples  n'ayant  d'autre 
point  cotnmun  que  A. 

INous  pourrons  clioisir  le  système  de  rélércncc  de  manière  que 
les  lonnes  asvmptoliques  du  premier  ordre  soient 

'l>,,7,  =  oj,- ,         *(/,  =  •}.  ojiOij         (  i  9^  J  ;  i,  j  =  \.  •>.,  .  ■  .,  p } 

et  K.'s  lormes  asymploliques  du  secoiul  ordre  soient 

M'/'  ~  (u'f         (i  =  i,  1,  . . . ,  q). 

Nous  aurons  donc 

d'M    -.  (Of  .\,,,,-i-  'itoitOîA  ,î, -h. .  .-4-  wj,  A (/,,,, +  . . .. 
f/'  M  ---  m'I  \i'~  io'i  A.'-f-.  . .  -H  «oj^  \/,'  -I- .  . . , 

les    lerines    mui  i-cnls  ('tanl.   dans    la   première   kuinnle.  Imk'muo 

enV.A,,....   \/,:  dM\-^  la  seconde  lornuiie,  linéaires  en  A,  \( 

Ap,  A(,,^,  A  ,n  ,  ...,  \fpf,y\[  pourra  enlin  existerdautres  sommets 
du  système    de     i<''rért;nce    (jue     A,  A( ,  .  . . ,  A^,  A(,  ^ ^  /vO- 
Aj,  ...,    A/,  ;  n  )us  le-,  app(dlerons  A^,  Ap.  elc. 
Cela  pose',  on  a  df-m  )iili<''  au   n"  i()  la  formule 


- —  =  i   7,  — ; '*\/iJ'; 

.  ///,■ , 


oti  cil  (Icdiiil 


«i.ii  /■  =   KJ; 


—    MU) 


l'Jj/.W—  " 


(i^j  ^  fi:  i,j\A-  -^  I /' 


D'aprrs    cela,    les    variélcs    cheicliécN    peiivenl    cire    rc^aidccv 
CdHiiiie  les  solutions  du  svslciuc  île  l*lall   : 


11), 


w, 


(•)/■-.  o.         'Ojt       o  ; 


<•)/,/   =  o. 


'j  I 


(:5n 


(O//'  -^  u,  (O/y  -^  O,  (O/a  —  C), 

(O,//)/'        Ui/,  w  /y, ,■'--,  o,  ''•'lyAw' "      l>. 

Les  équaiioiis  (.le  ce  syslèine  expiiiueiil  ilc>  i-clalioii>  liiiéaiies 
entre  les  ex|nession>  (.)/,  (>>,/,  (.)/ .  (o-^,  (i>/(yAM  «''/yS  ^'^/a?  ^"(/y)A  <  «'^  /y  a 
qui  sonl  lincaiienicnl  inih-pendanles  par  rapport  aux  ])aranièlie» 
(lui  déliiiisseul  la  position  de  la  li-iiirc  iorméc  par  le  point  A. 
riiyperplan  lans;<'ut  cl  riiyperplaii  oseulateiir. 

Le  système  (piadialiipic  cxh-iienr  dér'ivt'-  de  (   h  )  est  : 

-(  =  ' /' 

j     «/(;/,      -  Iw/I  (■),,•/,(,/-+-  (o„„         ■^c.J,7)J4-     ^       l<'>/,(  (.)(//,  ,,v,  —  wx-,)]^  o, 

I  /,  ..6  i 

^  =  ' /■ 

«y,//;    ~  [(.J/(lO  ,y,,,7,— '.V'~'J-t-       ^  i'"A"»j/,)y/J    -      O, 


H,  ,,      b,  [(0,1  w,,,,.,^    -      7.(0,7  )|  -h  [(OyllO(,y  ;,y, --  (0,n,—  (0„—  iOjj  I  | 

A-=l /' 

-+-       \         f  (O/,  (  (O  ,/.  ,,7   —  10 /,y  )  ]   —  O. 

i  ,  /'    ' p 

•+       X       t">/i"*7./'\;7   I  ----  •>. 

'  =  ' r 

H(//),'  s=^  I  (0,1  a),v   -  (o„o—  w,/,- ^,7    -    (O/,)]  —     ^      ho/,(o/.,]  -    o. 


♦^'y/'  ^  [muo  ij    ,7  J  =  O, 
«,y7,  /,'         [l'J/f"y7.,(/7)l  —  ". 

♦*(//;a    --  ltû/(o,o(|  =  O. 


KiT  — 

(lliiiciiiw  des  f<jiiiilit)iis  H,ii^y^^=(ï  tait  iiitervemr  une  expression 
secondai  i«'  loi^^  qui  ninlervienl  dans  aucune  autre  des  équaliuns  ; 
elle  est  involiilive  avec 

-7,  =  I.  7i       .  .  .—  ■:,,       o. 

De  même  le  i:r()U|»e  des  /y  équalions 

^1  ij  1       ^2  /y,        ■  ■  ■■       t^y  U  ■ 

on  i  cl  J  ,>,()nl  deux  (^dilléi-enls)  des  indices  i,   >.,  ....  /'.  lait  inler- 
venir  — e\|)re>-M(>ns  secondaires 


(.),/    /j    —-XUiJj.,        M  jj-^ijy 


V''     "■•  Ui'iJ'  ~  '"«0  "~  "*"  ~"  '"Vy  : 


<|ni  n  inler\  lenmiil  dans  iiiiciinc  des  aulre>  (-(lualions  du  SNslèmc. 
et  le  système  parliel  Idrnic  pai-  ces  p  t([ual  ions  est  iinolulil  (lin 
<lu  n  '  ){!2  I.  avec 


7|=/>.  ■:,rz.p-, 

Il  ne  reste!  donc  à  cl  iidn-r  (lue  le  svstème  des 


7/,_l  =   1,  S,,  =--   I 


C(|nali(>ns 


(  /  .-;•  \,  1,   ....  /M 

et  à  voir  s  il  est    imolutil.  Il   tait    inlcr\enir  les  expressions   secon- 
daires 

I  I        /'  '  '   /'    -^  ^   '        /   V  11 

<iui    sont    au    nomlirr   de  •  \)v   cui    Iriunc    lacilrmcnl    qui" 

pcMir  c<;  svslènie  jiailnl  on  a 


<■!    I  lUi    \crilic   sans   peine   cpic    les    \;ilcuis  des  expressions   secon- 
daires   en    loiiclioii    de    (O,.  ft);^ (.)^,    irilroduiscnl     cxactemcnl 

/''i  />    -  I  )  I  ■ 
|)aiamcl  les  iii  lui  raircs. 


—   IGS  — 
Le  système  (3i)  est  donc  en  involution,    el  l'on  a  en  particulier 

_  p(p-i) 

Les  variétés  cherchées  dépende  ni  donc  de  ^-—^ fonctions 

arbitraires  de  p  arguments. 

Remarquons  que  la  variété'"  la  plus  générale  à  p  dimensions 
dépend  de  n  —  p  (onctions  arbiliaires  île  p  arguments,  mais  on  a 
ici 

n  <  - — 

■2 

Enfin  on  peut  rrm;»rquer  cpie  cluicmne  des  écpuitions 

(Ol  =  O.  .  .  .  ,  Mf,  =  O 

est  complètement  intégrable,  c'est-à-dire  qu'il  y  a  sur  la  variété  p 
familles  de  variétés  à.  p  —  i  dimensions  tangentes  en  chacun  de 
leurs  points  à  l'une  des  p  variétés  planes  qui,  regardées  comme 
variétés  tri()les,  définissent  le  réseau  as\mplotique  du  second 
ordre. 

CHAPlTHh:  V. 

LES    VARIKTKS    DKVKI-OI'PABLES.    l.tS    VAIUKTÉS    I)K    COinBLRK    CONSTANTE 
DANS    TN    ESI'ACE    NON    EUCLIDIEN    DR    MÊME    COl'RBURE. 

oO.  Plaçons-nous  maintenant  dans  un  esj)ace  euclidien  à  n  di- 
uKUisions  el  prenons  d'abord  un  syslènie  de  référence  formé 
d'un  point  A  et  de  n  vecteurs-unités  rectangulaires  1,,  .  .  .,  I„.  On 
a  les  formules  (ri)  et  l'on  trouve  facilemeni,  comme  au  n"33,  les 
covariants  bdini'-aircs 

"'/  =^  I "V.'  w/,/- 1       i'  =  ',  •  •  -1  ";, 

k  =  Il 

••"'7  =^  [  w.'V.  W/.V  1  ■      (/■--./;'■,./  =  I ,...,"  )• 

\  /,  =  1 

Faisons  coirespondrc  à  clKUjue  point  Vd  Une  variété  à  yo  dimen- 
sions un  svslème  de  l'èférence  avant  |)our  origine  le  point  A  et  tel 
que   les   />  premiers   vecteurs   !,.    L.    ...,    !/,   >^oient    tangents   à   la 


(  )>) 
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\  a  ri  été.  On  aura 


tOp+i 


=  . . .  =  w. 


Nous  dirons  que  la  variété  est  drveloppable  lorsque  son  ds- 
sera  celui  d'un  espace  euclidien  à  p  dimensions,  c'est-à-dire 
lorsque  la  variété  sera  cipplicable  sut  une  variété  plane  à/)  dimen- 
sions (de  l'espace  euclidien  donné  E,i  à  n  dimensions  ).  Pour  qu'il 
en  soit  ainsi,  il  faut  et  il  suffit  qu'on  puisse  faire  correspondre  à 
chaque  point  A  de  la  variété  un,  point  B  d'un  espace  euclidien  E^ 
à  p  dimensions  de  telle  sorte  que  le  ds-  du  point  B  soit  égal  à 
celui  du  point  A,  c'est-à-dire  égal  à  (Oj-|-. .  .-|- (.)J^.  Si  alors  on 
pose 

Ci\l    =:    (ij  ,  J  ,  --•-   OJ.,  J  2  H-  .    .  .  ~   (Oy,  ,1  p, 

en  désignant  par  .!,,  .L,  ...,  J^,  un  système  de  p  vecteurs  de 
l'espace  E,,,  on  auia 

d\i  I  i/\i  =  Xoj,io/.  J,  I  J/., 

et,  par  suite,  les  vecteurs  J,,  ...,  .1^,  seront  de  longueur  i  cl  rec- 
tangulaires entre  eux. 

Cela  posé,  prenons  dans  res[)ace  E^  un  système  de  référence 

mobile    (dépendant    de    —- paramètres    arbitraires);    soient 

Oy,  Q,y  les  composantes  de  son  déplacement  instantané.  La. va- 
riété  donnée   de   E„   sera    dévcloppable   si    l'on   peut  déterminer 

les     ■    ^ —  paramètres  du  système  de  référence  de  E^,  de  manière 

à  satisfaire  aux  équations 

(34)  0,  —  (.),         [i  —  i.  x,  .  .  .,p). 

Les  équations  (piadratiqucs  extérieures  dérivées  de  (3^  )  sont 

(35)  ^  [  (..  /,  (  0/  ,  —  (Oy;.,  )  J   =  O, 

avec  les  w/i  comnu^  expressions  principales  et  les  0^/— (Oa^  comnu^ 
expressions  srcoiulaircs.  Or,  si  l'on  cherche  à  résoudre  les  équa- 
tions (35),  ou  trouNc 


Oy/  —  <"y/  =  y^  ilju 


XI.VIll 


-    17(1  - 
ave  c 

el,  nalurclienienl. 

Ou  (Icduil  l'acilemcnl  de  c<\s  lelalions  que  tous  le.>  coerii- 
cieiits  Oij/t  sont  mils.  Il  faut  donc  adjoindre  aux  é((ualions  (il)  les 
suivantes  : 

(36)  ^ji—  Mjj. 

Les  équations  quadratiques  (extérieures  dérivées  du  système  (.54^ 
v\  (3(3)  sont  maintenant 

Si  ces  conditions  ne  sont  pas  xériliées.  Je  système  (  '.\\)  est  in('om- 
palible;  si  elles  le  sont,  le  système  (^4),  (36)  est  complètcmfni 
inlégvable  et,  par  suite,  la  variété  est  dé\elojipal)l<'. 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  la  varirlé  suit 
dé^'eloppahlc  est  donnée  par  les  équations  quadratiques  exté- 
rieures 

(3:)  ^    |w/a<'Vx]  =  "  (X  =  /^-f- I,  .  .  .,  «K 

a  =  /)  +  1 

51.     Introduisons    maintenant    les   /i  —  ft   formes    (piadratupies 

asymptoliques 

'l',,^i,     ••••    'iv*: 
on  a 

J^es  conditions  (3-)  expriment  donc  i/ue  les  /ormes  qiaidra- 
tiques  *l*/,+i,  . .  . .  •!>„  des  variables  (■),,  ....  u)f,  sontexlt'rieure- 
ment  o)tho<>onales. 

(les  formes  (juadraliques  sont  susceptibles  d  une  int<'rprclalion 
eu(lidienn(\  (  )n  a,  en  ellel,  pour  toute  e(»urhe  tracée  sur  laxariclé. 

les  ttrmes  non  écrits  dépendant  des  \ecteurs  I,,  ....  I^,.  Oi'.  si 
l'on  appelle  (-1  le  vecteur  rourhure  de  la  courbe,  (  -  -  ]  le  vec- 
teur courbure  normale,  on  a 


171 
ri,  par  buile. 


\^c>  Jointes  ^U.j^so/il  donc  les  coniposanles  s((i\  ant  les  n  —  [)  axes 
rectangulaires  1/,+  ,.  .  .  .,  1,;  du  vecteur  cnurhure  normdle,  mul- 
tiplié par  ds'-. 

Pour  (juane  varirtr  soif  drcc/ojijxiO/e,  il  faut  cl  il  su  (fil  (juc 
les  composantes  suicanl  n  —  p  (ues  rectan f^ulaires  du  ^'CC- 
teurds'^i  —  )  soient  des  formes  (juadmlitiues  extérieurement 
orthogonales. 

o^.  On  arrive  à  des  résultais  aaal()<;ues  en  se  plaçanl  dans  un 
espace  non  euclidien  de  courbure  C.  En  prenant  un  s\stènie  th- 
réfV'rence  normal,  on  a 

I  (l\  =  (.j|  A, -;-...-+- (o„A„. 
(  .)o  )         •, 

f   dkj  =  —  C  ('j,  A  -i-  (0,1  A 1  -f- ...  -4-  (•>,„  A„         (  t  —  I n  i. 

avec 

(O/y  H-  toji  --  <). 

Les  formules  {:>.o'  )  deviennenl  alors  ici 

I   '"'   ~_^  lw/,(o/,/], 

I  '"/v  —  —  c  [  (o,  w^  1  ^  ^  I  "^"'  "*''J  J        (  *'  ?^  y  :  t,  y  =  I , /n. 

Considérons  une  \ariel»'  a  p  dmicnsiuns  a|)j)lu:al)lc  mii'  une 
variété  plane  de  l'espace  non  euclidien  donné  E„,  ou  encore  appli- 
cable sur  un  espace  non  euclidien  V.p  à  p  (linwnsions  de  même 
<^)urbure  C.  i>e  raisonnement  lait  au  n"  ^JO  jx'ut  se  répéter  mol 
pour  mol.  On  aura  à  considérer  le>  écpiations  (.)4)  Cjui  conduis<ml 
aux  ('•(nialKtus  (  .).'i  i.  pui>  (Wi).  (lomme  on  a  ici 

/.    /. 
hij  =  -  c  I  0, 0,  J  -^>r  I  0,,  f)^.,  )         (/,  y  =  I  ,•>,....  yu  ). 
/. -1 

on  sera  conduil  à  la  menu*  condilion  linale.  e\|)rime»'  par  le^  <-(pia- 
tions  (.')-  I. 

Pour  (jue  1(1  carif'té  soit  déccloppnhlc  {c  es(-i)  dire  appli<(dde 
sur  une   variéd-  plane  de   l'espace  linus  lc<juel  est  la  iftricfc), 


—  17-2  — 

il  faut  et  il  sujfit  que  les  composantes,  par  rapport  aux 
points  A, ,  . . .,  A„,  dupointd^A,  soient  des  formes  quadratiques 
extérieurement  ortliogonales. 

Si  Ton  considère  dans  l'hyperplan  polaire  de  A  par  rapport  à 
la  quadrique  absolue  le  point  dont  les  coordonnées  sont  ^/>+i<  ••■! 
^,11  ce  point  est  sur  la  projection  normale  de  la  normale  principale 
à  une  certaine  courbe  de  la  variété  et  à  une-  distance  réduite 
du  point  A  égale  à  la  grandeur  de  la  courbure  normale  de  celle 
courbe. 

Si  l'on  substitue  dans  le  système  de  référence  aux  points  A,,  ..., 
A„  n  autres  [)oints  quelconques  situés  dans  l'hyperplan  polaire 
de  A  par  rapport  à  la  (piadrique  absolue  {n  vecteurs  si  l'espace  est 
euclidien),  la  condition  pour  qu'une  \ariété  soit  développable 
devient  évidemment  la  suivante  : 

//  faut  et  il  suffit  que  les  n  —  p  formes  quadratiques 
<I*/j-i-),  •••;  ^n  soient  extérieurement  conjuguées  par  rapport  à 
la  foinie  quadraticjue  H(:c^^,,  . . .,  Xn)  qui  indique  le  carré  de 
la  distance  réduite  au  point  A  du  point  dont  les  n  —  p  der- 
nières coordonnées  sont  Xf,_^i,  . . .,  x,,^  les  autres  étant 

o3.  Nous  avons  démontré  (n"  120)  que  si  /•  formes  quadratiques 
réelles  extérieurement  orthogonales  ne  peuvent  pas  s'exprimer  en 
fonction  de  moins  de  n  variables,  le  nond>rc  /•  est  au  moins  égal 
à  /î,  et,  si  /■  est  égal  à  /?,  les  r  formes  sont  linéairement  indé- 
pendantes et  se  déduisent  par  une  substitution  orthogonale 
de  n  formes  carrés  |)arfaits. 

Nous  déduisons  de  là  que,  étant  donné  un  espace  euclidien  nu 
non  euclidien^  et  dans  cet  espace  une  variété  déieloj)pable 
réelle  à  p  dimensions,  si  Phyperplan  tangent  à  la  variété 
dépend  de  q  paramètres,  Vhyperplan  osculateur  est  au  moins 
à  p  -\-  q  dimensions,  et,  s'il  est  exactement  à  p-\-q  dimensions, 
on  peut  choisir  les  sommets  A^,^,,  ...,  A^  du  système  de  réjé- 
rencede  manière  que  ^I*/>+m  .•■,  ^p-\-q  frôlent  les  carrés  parfaits 
de  <i  formes  linéaires  indépendantes  en  to,,  ...,  lOy,,  les  formes 
quadraticiues  <ï'/,_^.,/_,_ ) .  .  ..,  <ï)„  étant  identiquement  nulles. 

On  peut  énoncer  ce  théorème  sous  une  autre  foiinc  : 

Etant  donnée,  dans  un  espace  euclidien  ou  non  euclidien  à 
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n  dimensions.,  une  variété  développable  réelle  à  p  dimensions,  si 
iliypcrplan  oscillateur  est  à  p -\- q  "^ -i.  p  dimensions.,  r hyper- 
plan  tangent  dépend  de  q  paramètres  au  plus,  et  s'il  dépend 
exactement  de  q  paramètres,  on  peut  choisir  les  sommets 
■^P+ii  •••,  A„  du  système  de  référence  de  manière  que  ^pj^\i  ••-, 
'^pjri  soient  les  carrés  parfaits  de  q  formes  linéaires  indépen- 
dantes., ^i,^q^\,  . . .,  ^n  étant  identiquement  nulles. 

54.  l'our  savoir  quel  est  le  degré  de  généralité  des  variétés 
développables  [)rccédenles,  choisissons  un  système  de  référence, 
comme  il  a  été  explique-  au  n"  13,  en  parlant  d'une  forme  quadra- 
liquc  absolue 


ii  =  ^  -+-     > 


avec  i—L-i — l  pai-amclres  arbitraires  aij.  Les  relations  identiques 
qui  existeront  entre  les  expressions  de  Pfaffto,,  (o,o,  w,y  seront  : 


W/o 


(4o) 


^*->, ...,/>), 

A  =  l 

CWjj                     ==  o 

(a=/)  +1.  ...,«), 

2^  ^il<^xl'=  O 

{i  —  \,  .  . .,  p:  a  =  /;  -4 

A=  1 

0)^a                            =  O 

(x,  p=/)  +  I,  ...,«), 

,  n), 


On  pourra  toujours  supposer  que  les  formes  't/^+i.  •••,  ^p+q 
sont  égales  à  tOj,  . . .,  u)^ ,  de  sorte  que,  conune  au  n"  iO,  les  varié- 
tés cherchées  seront  délinies  par  le  système  de  Pfalï  (29).  Les 
équations  quadratiques  extérieures  dérivées  sont  encore  les  é(jua- 
tions  ('^o),  mais  les  expressions  secondaires 

W,,        Wy,,        l<>f,^j^p  ^.,-,       10/,/,       0}p^,-p^^^) 

ne  sont  plus  indépendantes;  elles  sont,  d'après  ( 40),  liées  par  les 
relations 

W/^+(,/.  +  j  -H  <J>/>-hj.p  +  i  =0  (  t,  y  =  1 ,  2,   .  .  .  ,  7  ). 

D'après  cela,  si   i  et  y'  sont  deux  ([uelconques  des  indices    i, 

2,  . ..,  q,  les  expressions  scondaires 
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entrent  ihins  deux  d  deux  seulement   do  (•qualions  (  A<>  \.  à  s;i\(iii; 

—  [">/,  />+i^"j']   - 1  <'V/'-f-./ "/'+;./'+'■  1  =  ^' 

—  I '"/./'+>''•''./]  —  [w/,/;+/ W/'+,/./)+i  I  =  <»: 
ees  deux  ('■qunlions  (orniciil  nu  svslènie   involiilil   ;i\ec 

Le  sxslrmc  (  •>.())  est  donc  liii-nièinc  inNuliilil.  avec  les  Videni-s 

Si  =  C/(  ri   —  Y  ),  .1.2  = ,  S:i=    .  .  .   =  S,i  =  (.. 

l'ar  cDjist'njiienl,  les  rariélcs  (léi'eioppnhlrs  réelles  à/)  diinen- 
sions  po(ir  lesquelles  Cliyperplan  langent  dépend  de  q'^p  païa- 
nirires,   le  nombre  de  dimensions  de  l' hypcrplan  osculatcur 

ayant  la  valenr  mininiap  +  q.  dépendent  de  ''—i- fondions 

arbitraires  de  deux  arguments. 

Ka[)|)clons  (n"  Km  que  les  vaiiélés  non  dc-veloppahles  dont  le 
réseau  as\  nq)lo(Kjue  apj)artienl  au.  même  l\|)e  projeclif  (h'-pcn- 
denl    de   q[q    ~\)  lonetiojis  ai'hilraires  de  deux  ai"<iumenls. 

Il  \  a  i'xce()tH)n  pour  q  =z  \  ;  mais  alors  toutes  le>  xaruMés  dont 
I  11 V|><'r|)lau  lani;cnl  ne  dépend  que  d'un  paranu'Mre  sont  <léve[(»p- 
pahlcs  ;  elle>  dépendent  de  //  -  i  ronetM)ns  arl)ilraire>  d Un  argu- 
ment et  sont  engendrées  (n"  i<S  )  par  les  variétés  piano  ix  p —  i 
diincnsious  os<'ulatrices  à  une  courbe  gauche.  ( -e>  \  aru-lés  dé'\  e- 
lop|)al)lcs  sont  les  seules  (pii  cxislcul  loiscpie  //    —  p -\-  \  . 

ih}.  l'vluduins  uiainlenant  1  autre  cas  extrènu'.  Suppo.son.s  (pu- 
I  liAperplan  osetdateur  d'une  vai'iété  dc\e[oppal)le  réelle  à/>  diuien- 

I  /'  1/'  --  î  )     ,        I-  •  i  i     ■   ■ 

sious  >oil  au  numiuc  niaximiini  —        -       ne    oimensM)ns.   l,lioisj>- 

V. 

sons  un  ><\s(énH'  de  rérerene<'  délini  en  parlant  de  la  Inrmc  cpia- 
dral  iipic  absolue 

<>  ==  — -f.  H(.r,, ./■•,,  ...,.r,,  1  -t-  ll'(.r,,,  ,,  . ..,.»•„  k 

où  II  et  M  sont  deux  formo  (punirai  i(pie>>  déllnie^  j>o>il  i\  e>  pro\  i- 
soirement  arhitrairo. 

Les    |)olnts     V,,  \o \„   i\{\   sNsIcme    de   référence  sont  dan> 

riivperplan  polaire  de  A  |)ar  rapport  à  la  (puulri(pu' absolue  :  lessom- 
uu'ls  A,.  ..  .,  V^,  seront  clu>isis  dans  l'hx  perplan  laui;enl  el  lo  som- 
mels  \/,  +  , V„  sfTonI  alf»rs  d;uis  l'Iivperplan  normal.  On  p(uirra, 
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I  -    •             .                           •  ■     1       P(p-*-  f>  ■      r                 ,                    /?(/>  4-  il 
fil  (Icsiguanl.  pai'Uf  j,  [ij  )  les  '—^ indurés  />  -r  i.  •  ••• ' 

cl  |)ur  A  les  indices  stilvanls,  supposer  (pi On  a 

'*v<i  =  "•/ •       *u7  =^  ■^■'■>r->j,       'l'x  =  '>     ('■  -^y;  ',J  =  '>  '^^  •••!  /' >• 

l.n  coiulilioii  pour  la  \arielé  d'èlrc  développable  ne  sera  plu> 
(pic  les  roniies  ([iiadralupies  <!>(,•,),  <l>(//)  soient  eKU'rieuremenl  orllio- 
i;onales,  mais  (/a  elles  soient  exlérieuremcnl  conjuguées  par 
rai>port  à  la  forme  <iuadraùque  11  .  Il  r(';suUe  de  là  que  celle 
(orme  II  n'est  pas  arhilraire  :  on  trouve  ("a('ilcment  (pie  ses  coeffi- 
cienl>«  satisloiil  aii\  coinlitions 


(\^) 


"{ii){jj)  —  "('Vf 'Vu 


50.  Cela  pos»'\  les  sariél(''S  clicrclit''es  seronl  les  solutions  (lu  sys- 
tt'me  de  Pfafl': 


O))  =:   (), 


(A-i) 


Les    ('•([uatioiis    cpiadraliques    e\t(''rieui"eN    (Uh-iv(^es    des    (':fpia- 
lions  <  'l'A  )  sont  : 

-^  =  1 /' 

■©/(//)=  ['"/('■'(/V  771 '2 '.>/,•  )  I  4-        ^        {'■>/c(''>li/.  lit)—  '•>/vi)\  =0, 

/.  /  / 


A^, 


^i3) 


'•  =  ' /' 

-H  [',)yC'.)(,7  „7,—  M,/— 0)yy  )  |-t-        "N         |  '"/,('-)( (7.) '/yl  —  '"/.■/ )  ]  =  '\ 

*  =  1 /' 

-r-  [  '.>j(  r.ij/,-  (iJi  —  r,,/^.,)\  "i"       ^       [  '"/•■  '"      /    "yl  J  =  "' 
A  /.  ,.  , 
*--=' /' 

t>/).  ""  f  '••/ '":/(>>.  I  -<-     ^      f  "'/.  '-'  '/.V/,  1  =  '>• 
A    •  / 
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Les  expressions  |)rincij>ales  sont  ici  (0|,  . . .,  (o^,  fetles  expressions 
secondaires  sont  : 

'•>lii)(ii)       2  0)//,       l>>(;7)(;7)        '•'>/,      '•>JA)(ii)j      '''i.iiiiiji  —  ^'''/yr      ''\'J)(l'J)  ~  ''^''  —  '■'W' 

mais  e//e.s  «e  sont  plus  ùidépendantes .  En  efïet  la  forme  Q  dépend 
d'un  certain  nombre  de  paramètres  arbitraires,  à  savoir  tous  les 
coefficients  de  la  forme  H  et  ensuite  tous  les  coefficients  de  la 
forme  11'  assujettis  aux  seules  relations  (4')-  ^^^*'  suite,  les 
expressions  to/,  (o/o,  w/y  sont  liées  (n"  13)  par  les  relations  iden- 
tiques (lo')  qui  s'écrivent  ici  [en  tenant  compte  de  (4-^-)]  '■ 

\  *  =  /' 

l     '.),o  ^  C  ^  «//,■  o>/,  =  O  (  t   =  1 ,  2,  . . . ,  /?  ), 

1  A-  =1 

(■11)       ^    ">ao=o,  (7.  =/7-{-I,  ...,  «), 

1  /.=/'  p=« 

1     /.--=!  Q  =  /;  +  1 


a  =  n 


(45) 


a.  =  /)  -+  1 
(X  =  n 

\    A/y|//,-^      ^^      \  <^^ii)a'•'^J/>.OL-r-  dj U)%''\ii):>.         «(/y)a'''*(i7.)a — (^JI,)(x''\ij<X.\  = 

a  =  /)  + 1 


Les  identités  (44)  'ï*^  nous  intéressent  j)as.  Quant  aux  iden- 
tités (45),  elles  expriment  des  relations  entre  les  expressions  secon- 
daires du  système  (43)  : 


''\ij)  il')  =^  '''c'y)  ('■')      ''*J'i 

W(y7.)((/)  =  '''(yVOdO) 

'■''(''M'y)  ~  ''hii)i.ij)      •' '■■''■yi 

^{ijXU)  —  ''\ij)ii/)~  ''^ii—  ''^jji 

'•\ilo{ij)  =  ''Hif''niJ)~  '"'^7' 

'•>(/. 70  ( '7)  =  '''(/./')  ('7)1 

'•>I'','X  =   '''((■/!>, 

f'>n7)),  =  '"'('y'))-- 
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Désignons  inaiatcnaaL  par  '/,[ij)g.  1^  coni])inaison  linéaire  des 
expressions  secondaires  W(/y)p  (  [i  =y>  H-  i ,  . . .,  «)  obtenue  en  pre- 
nant la  demi-dérivéc  par  rapport  à  la  variable  Xy_  de  la  forme  qua- 
dratique K  et  en  remplaçant  dans  cette  demi-dérivée  cbaque 
varial)le  xq,  par  fO(//)p.  Comme  le  discriminant  de  H'  n'est  pas  nul, 
les  n  — p  expressions  '/{ij)oL^  où  a  =  /?  -f-  i ,  . . .,  /?,  sont  des  combi- 
naisons indépendantes  des  expressions  lOjj-yjx- 

Avec  ces  notations  les  relations  (45)  deviennent 


•3')    \  ^'^iju/c  =  yjii)f 


(4-3')    j  ''^'J\ik  =  7Aii)Ui')-^y.uk)iii)~-yjij){iii)  —  -/jknij)  =  o      {19^  j;  i9^l<), 

\   A,7|y/,  =  X(,y),A7)  -H  -/jklyjj)  —  7Mk)ul)  —  7.{jl){ih  =  O         {i:^l\jy^k), 

et  les  équations  quadratiques  extérieures  (43)  peuvent  également 
s'écrire 

(43')     ë/a  =  ^   [io/,-/;,/,,a]  =  o  («  =  i ,...,/?;  a  =/> -f- 1 ,...,«  )• 

k  =  \ 

57.  r^es  expressions  de  Pfaff  A,7|yA  ne  sbnt  pas  toutes  indépen- 
dantes; si  en  elTet  les  indices  f,  y ,  A,  /  sont  distincts,  on  a  l'iden- 
tité 

A ij  I  /./  -h  A //.  I  /y  -I-  A //  I  y^.  =  O. 

D'autre  part,  on  a  é\i(lemment 

A/y  I  /./  =  A/./  I  ,y  =  —  A  y/  I  /,/  =  —  A /y  )  //,.. 

Cela  posé,  on  pourra  toujours  se  borner  à  considérer  les  exj)res- 
Mons  h.ij\ki  pour  les(|uclles  on  a 

t  :  y ,      ^  <  ^,      j'ki, 

et  enfin  on  pourra  aussi  supposer  «5  A",  car  si  /  était  supérieur  à /,, 

l'éqnalion 

A,y  !/./=  o 

serait  une  conséf|uence  des  équations 

A/./|y7=  O,  A/,y|,7  —  0. 

.Nous  (brons  (pic  I  expression  A/y|;v/,  où  les  indices/, y',  A",  /  satis- 
font aux  inégalités  précédentes,  est  ai'  poids  j  ;  nous  dirons  de 
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mriiie  (]iie  l'e\[)r('>si(>n  '/  a^a.  •"'   '  =  /  *'^'  iic  poids  i.  l^e  |)(»i<ls  de 
^ii\ki  <'^l  It'  poids  iiiiiMimini  des  cxpiessioiis  y  cru  elle  conlienl. 

Gela  posé,  nous  allons  calculer  pour  les  étjuations  i^\^  )  le> 
valeurs  des  nomlM-es  .S|,  . . .,  .s„.  Si  les  ev[)i'essioas  '//yja  étaient 
loutes  indépendanles,  les  expressions  y  ,/)a  pour  lesquelles  a  a  une 
valeur  donnée  nenlreraienl  que  dans  les />  équations 

or    ces   p    écpiations    fornieraicul     un    sxstènu'    iiuolutif    a\  ec   les 
\aleurs 

des  (-aractères  Sj.    Le  système   total   serait   donc   involutd  avec  les 
\aleurs 


5/,-i  =  ■■>■(/' — p).         ^i,=  'i — P- 

Le  sjslèine  (  'î')  )  conser\e  la  niénie  lornie  si  Ton  etleelue  sur  les 
variables  |)iincipalcs  (0|,  .  . . ,  (o^,  une  sid)Stilution  linéaii-e  (juel- 
e(tn(jue  ;  on  [)eiil  donc  supposer  que  les  ^  systèmes  de  valeuo 


,1  >       •••7       ,/' 


dont  il  est  tfuestion  au  n"  Ht^.  >e  rédui>^enl  à 


I.     <> o: 

o,      I ,      .  . . ,     o: 


o.     o, 


Le  nombre  .V(  est  alors  \c  nombre  des  expressions  y(i/)a  indépen- 
dantes, c'est-à-dire  le  nombre  des  expressions  y  indépendantes  de 
poids  I  ;  le  nombre  .v,  -\-  s-,  est  le  nombre  des  expressions  indépen- 
dantes de  poids  i  et  3,  et  ainsi  de  suite,  le  nombre  s^-\-  s-i-^-  ■  •-\-  ^h 
le  nombre  des  expressions  indépendantes  de  poids  i ,  •>.,  ...,  Ii. 
Or  il  j  a  en  tout,  d'après  ce  <pii  a  è-té  dit  plus  baut,  respecti\e- 

ment 

7,,     rti,     7,, 
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rxprcssious  y  de  poifi^  i  ,  :^.  ...,  p  \  loiil  cevieiil  donc  h  ciilculer  1(^ 
nombre  dv  relations  indépendantes  qui  e\isl«'nt  entre  les  expres- 
sions de  poid>  I.  les  expressions  de  poids  i  et  2,  et  ainsi  de  suite  ; 
soient 


ces  noinf)r(;s.  C)n  aura 


j,  —  j/       -/• 


Cela  posé,  il  n'v  a  aucune  relation  \-ii\ki  =  '^  <l«^  poids  1 ,  puisrpie 
/    >  i^  I.  Prenons  celles  (pii  sont  de  poids  2  : 

Atii/,/=o        (/,^i.  />/.,  /^•i): 

si  flans  ces  relations  on  ne  (((nserve  que  les  expressions  y  de  poids  2, 
elles  se  réduisent  à 

'/-(•'/){11)  =  0  (/  =  ■/.  .  ..,  p), 

7.(i/,(i/)— /(•'/.)(i/)  =  0      ,(/^<';/'-  /  = -^ /->); 

elles  sont  é\  ideuiiuent  indépendantes  et  sont  au  nrunbre  de 

(p  -i){p  —  ■>■)       />(/>—[) 

o  —  1  -i — —i =  — • 

■i  ■>. 

Si  maintenant  dans  les  relations  de  poids  3 

A/3 1  />/  —  n         (  /  =  I  ,    >  ;  /,■  ^  /,  /  ^  3,  /  >  k  ), 

on   ne  conseiNc  <pie    les  exprosions   y  de  poids  3,  elles  se  rédui- 
sent à 

/,i3/){i/.^  =  0         (/  =  I ,   A  ;  /.  =  I ,   i  ;  1 1  /,■  ;  /  i  { ), 
/.(»/  (;Ai—  yjMi  {il)  —  o         (/■    -  I ,  i  ;  ^  \  /;  X  .  /  =  ■>,   ..,,/>,: 

elles  >oiil  niamrestcmenl  iiidéprudanles  et  sont  au  nombre  de 

■}.  ■>. 

Dune  manière;  j^énérale  >i,  dans  le.s  relation>  fie  poids  y\ 

\,7i/./  ~  •»         (t'    -  ' ./  —  '  :  f^ ^h  l^j^  l>  /'). 

on  ne  conserve  (pn-  les  expressions  y  de  pciids /',  elles  se  réduisent  f» 

/.{jiHiic)  =0     ('■./•  -^  I ,  '■' ,  ..•,./  —  «;  '  =.  ^  :  '=>../-+-',  •  •  • .  /'  I. 
V.iji,u/~.  —  V.ij/.)ii/'^  o     (■/  =  I,  VI,  ...,/  —  I  ;/.  <  /;  /.,  /  r-.y,y-  I,  ...,^); 
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elles  sonl  manifestement  indépendantes  et  sont  au  noml)re  de 

(p-j  -^-0        .,      +  (./  —  i)- — - — :;^ — 

( /  —  \  )  ( p  —  /'  ^  l) 

=p- — _ — 

De  ce  qui  précède  il  résulte  que  Ti  est  nul,  que  -:■>  est  le  nombre 
des  expressions  A  de  poids  2,  d'une  manière  générale  que  t/,  est 
le  nombre  des  expressions  A  de  poids  h  : 

p{p  —  \)  p  (./'  —  ^Up—J  -^^^ 

Ti=0,  ~2  —     '  •••'  ~J   — ' 


Pip  —  -^) 


On  aura  finalement 


/         '^P 

■y  =  V—  '^j  ^  (p  —  j  -^  0  l 'i  - p  ''—r- 


p  (p  ^  \) 

s,,  =  n,,—  1,,  =  n • 

58.  Calculons  maintenant  le  nombre  des  j)aramètres  entrant 
dans  la  solution  générale  du  système  (43').  Si  les  expressions '/(/y)^ 
étaient  indépendantes,  on  aurait 

où  les  coefficients  c^ijk)a  sont  arbitraires,  avec  la  restriction  que 
les  trois  indices  f,  y,  k  peuvent  être  écliangés  d'une  manière  (picl- 
concpie;  le  nombre  de  ces  paramètres  serait 

!Tl  H-   2  7o -t- .  .  .  -f- />  IT/,. 

Or  il  est  évident  que  les  paramétres  doivent  satisfaire  aux  rela- 
tions 

(  A ,7 1  /,/,)/  ^  f,,7,-/,  ^j/l)  ■+■  c^jhi)  (lA)  —  ci^ihi)  (jk)  —  cuici)  ii'>)  =  o  ; 

nous  pouvons,  d'ajjrès  ce  qui  a  été  dit  plus  liaul,  toujours  sup- 
poser 
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mais  nous  pouvons  toujours  aussi  supposer 

Eu  efï'el,  on  a  les  identités 

(  A,7 1  /,/,)/ -f-  (  Ay/ 1  i,,i)i -+-  (  A// 1  i,n)j  =  o , 
(  A  ij  I  /,  /,  )/-+-(  A  ij  I A /) /.■  -+-  (  A/y  I  //,)/,  =  o  ; 

la  dernière  monlre  (l'abord  que  si  /  est  supérieur  à  A,  la  relation 

(  A/y|/f/,j/=  O 

se  ramène  aux  relations 

(  A  ij  ^,it)/,=  0,  (  A,y  I  /,  /)/;  =  o 

pour  lesquelles  l'indice  qui  joue  le  rôle  de  /  est  inférieur  à  celui 
rpii  joue  le  rôle  de  //.  On  peut  donc  toujours  supposer 

Si  maintenant  /est  >ii|)(  liciir  à  /,  la  relation 

(A, 71 /,/,)/=  (» 
se  ramène  aux  relations 

•  Ay/ 1  /,/,  )/  =  O,  A(//  I  /,  /,  j  =  o 

dont  la  dernière  satisfait  aux  conditions  \oulues  et  la  première  y 
satisfait  aussi  siy</i"  ;  si  /  était  su[)érieur  à  /. ,  c'est-à-dire  si  l'on 
avait 

'■^X  <y</</ï, 

celte  première  relation  serait  une   consé(pienc(;  des  relations 

(  A/,y  I  //,  )i=  O,  (  A  /,/  I  y/,  )/  =  O 

(pii  satisfont  elles-mêmes  à  toutes  les  conditions  voulues, 
h'inalemenl.  nous  n'avons  à  considérer  (pie  les  relations 

(  A,y|^7,  )/=  O 

pour  lesquelles  on  a 

i</,         X</J,         iik,        j<h,         l^j. 

Nous  dirons  (piune  telle  relation  e>l  y\c  poids  l.  Si  de  luèuie  nous 
appelons /jo/c/.s-  i\\\  coefficient  C(,y»3j  le  plir^  petit  de>  indices /.y.  /  . 
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n(ni><  \(i\()iis  <|iie  le  poids  de  rV,/| /;/,)/  csl  !<•  |)]us  <;rand  des  |)(tid> 
d<'s  cootlicicnU  c  (|iii  v  fif^iirent. 

Cela  posr.  considérons  d'aboid  les  i-elalious  (A,y|/;/,j/^  tj  de 
poids  I  ;  ou  lc>  déduit  des  relations  entre  l(»s  ex|)ressions  y  en  rein- 
plaeanl  y  jj-^^  par  c  t/j^y^  ;  il  ^  en  a  donc,  aiilanl  (pie  de  icla lions  entre 
les  y,  e'ot-A-dirr 

Pi"(;nons  inainlenaiil  les  relalion>  i  '^ii\  f,/i)-2  -'-  '^i  <!•'  p<»id>  :>.  :  >i  dans 
<'es  relations  nous  ne  eonsei\ons  que  les  (^oellieicnls  r  de  poids  i, 
elles  se  déduisent  des  i(dations  A,^| /;/ =  o  de  j»oids  supérieur  ou 
éi;al  à  >,.  où  l'on  aurait  enlevé  les  expressions  y  de  poids  i  cl  où 
Ton  auiail  icrnpiaeé  toutes  les  autres  e\pr(*ssions  y  ^y^^  par  r  ^ii',^  '• 
il  en  résulte  que  l<'s  lidations  {  \,j\f,/,)-2  -=  o  sont  toutes  indéjven- 
danlfS  entre  elles  cl  ind(''pendanle>»  de  celles  de  poids  i  et  «pie  leur 
nombre  est 

Le  raisonnement  peut  v\\('  conliuiK'  et  l'on  voit  liiiaicmcnl  (juc 
les  coellieienls  c  sont  liés  par 

relations  indépendanles.  Le  nombre  des  païamélrcs  c  indépen- 
<lanls  est  donc 

Le  système  de  Pjujf  { ia  )  esl  dojic  en  i/no/iitio/i  cl  1rs  idriétés 
cherchées^  qui  sont  les  rariétes  développahles  à  p  dimensions 
les  plus  iii'nénilcs  de  Fespaee  à  n  tlimt'/isio/is.  ilcpen tient  de 

s,,=  n 

fonctions  arbitraires  de  p  arguments. 

59.  ()npeut  remarquer  (jiie  la  discussion  précédente  revient  à 
eelb^  du  sysléme  (rétpialions  aux  dt''riv<''cs  parliellcs  linéaires  du 
second  ordre 

tiXk'^ft         iiTidxj         oxjÔTi        Ojr,OT/^ 


—  I8:{  - 

<iii\  // — />  ii)ncli<>ii>  inconiiiit's  z-,/)-  :y  <l''>  />  \;iii;il)lc>  iiulciicn- 
fIailU;s  J?(,  ...,  Xf,.  Si  l'on  lall  abslracliou  des  fonctions  ;>.  la  solti- 
lion  <;cnéraie  du  svslt'nic  |)ir('édenl  dépend,  d'après  ce  (pi'on  a 
lrouv(''.  de  p  fonclions  aihitrairrs  de  p  ar^unwnls.  (le  sN>lrnîc 
<'()Mli(-nl 


.  i>  i  n  -1-  \  )  ,■ 

<(|iialii»ns  a  - — lonchons  inconnues. 

'  •> 


00.  Les  rariétês  dé^eloppalth'S  à  p  (Uinensions  dont  l  liyper- 
plan  Laagenl  dépend  de  q  p  parcuni'li  es.  -  .Nous  nous  ju-o- 
posons  niainlcnanl  de  dét<;rniiner  les  variétés  dé\  eloppables  doni 
rinperpian  lanj;ent  déj)end   de  y       p  |>aramètres  et  dont  l'Iiyper- 

I                 I                  I               1                                          'Z'  V  "+'''»      I  • 
|»ian  oscnlalcnr  a  le  nombre  ina\inniin  p  -f-  - — '-  tl<'  (hniensions. 

iNous  supposons  naliireileinenl  Y  '?  <<"'  '*'  '''*•"'  '/ =  '  '•  déjà  <''té 
étudié  (  n""  18  el  5i  i. 

Nous  avons  vu  an  n"  i7  cpu-  le>  variétés  à /)  (liinenMoii>  donl 
riivperpiail  tan<;cnl    ne  dépend   ([ue  de  q -^   p  |)arainél  les  el   dont 

riiyper|)lan  osciilaleiir  es|  ii  p -^r  - — ^--^—- dimensions  eonliennenr 
une  variété  plane  (1x6(^11)  ii  p  —  y  —  i  dimensions.  N(ui>«  poiivon>. 
comme  au  n"  -17,  supposer 

avec 

{    ">/iii;  =  <>,  '"/('J   —  "•  "»/>.  =  '»  i  I  =  q  -r\ p  ). 

Prenons  daiiire  pari  dans  la  \ariele  plane  li\e  (\\  )  p        q  poinl> 

(ixe>  lîy^ ,   \\ j,  el    cliois|,sson>  ji        (f  coellieienl>   it,f^^ '//, 

tels  (pie  les  poinl^ 

l'>y^-| —  M,/_n.\,        ....        Wj, —   '/,,  A 

soieni  <Jaiis  l'Iivperplan  polaire  de  \  pin  riipporl  à  la  (|uadri(|rie 
al)solne  (ou  xuenl  des  \c(lenrs  d;ni>  ICspiice  einlidiein  :  on 
pourra   choisir  ei's  points  comme  p<iiuls    \y,, V/.-   la  \ariele 
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cherchée  de\ra  donc  satisfaire  à  h»  condition  que  k^s  points 

A/-+-  li/\         (/  =  V  4-1,  ...,/)) 
soient  fixes.  Cela  donne 

[   du/  -+-  f')/rt       =  o, 

(4")  \     '"'//     -f-   "/'->/      =0  (/      =1,2,...,^), 

(   Mf,n  4-  "/  '■>/„  =  O  (  m  =  7  —  I ,  . . .,  /?  ). 

finalement,  les  variétés  cherchées  sont  les  solutions  du  système 
de  PfafT  formé  par  les  é(|iiations  (46),  (47)  et 

(48)  r,)(,7,  =  o,  r.,(,-yj  =  o,  0)X=O. 

Les  équations  quadratiques  extéiieures  dérivées  de  ce  système 
se  réduisent. aux  équations  (43),  mais  où  les  indices  /,  y,  A  ne 
prennent  que  les  valeurs  i,  a,  . . .,  //.  On  arrive  donc  à  la  conclu- 
sion (jue  les  rariétés  cherc/iées  dépendcnl  de 

7(7  —  1) 
Il  —  p  —  - — 

fonctions  arbitraires  de  </  arf^unients. 

()1.  Nous  avons  vu  au  n"  ^l  que  si  p=z.\^  nu  système  quel- 
conque de  formes  quadratiques  réelles  linéairement  in(lé|)endanles 
extérieurement  orthogonales  se  ramèmc  toujours  par  une  substi- 
tution ortliogonale  à  un  système  de  formes  carrés  parfaits. 

Supposons  d  une  manièr<'  générale  (|u'avec  un  système  de  réfé- 
i('n('e  normal,  les  formes  asvmptotiques  linéairemenl  in(h'|)('u- 
dantes  <I'/,-n .  ...,<!'/,+,;  soient  h-s  carrés  parfaits  de  n — p  iormes 

linéaires  0;,+.,,  ...,  ilp+r  en  (o,,  .  . .,  10,,^   les  formes  <I\,+,m-( ^,1 

étant  i(h:nliquement  nulh's. 

(îhaciine  des  variétés  planes  tanoentes 

est  une  variété  plane  tangente  distini:n<'e.  (  hiand  le  point  A  se 
déplace  d'une  manière  cpieh.onfpie  sur  la  variété,  rhyper[)lan  noi- 
lual   a  en   commun   avec   l'hypcrplan   noiinal  infiniment  voisin  \c 


point 

si  h'  poiiil 
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X  \  -r-  Tp-i-i    \fj-t-l  -I-  .  .  .  +  X,i    \,i 

X  dS.  -\-  Tf,^i  d\/,-i-i  -+-...  —  .r,j  d\ ,j 


appcUliciil  à  l'li\  pcrplan  uoiinal  :  on  voit  lacileinciil  ani>i  (jiic 
l'hjperplaii  normal  admcl  comme  variélé  plane  eaiaeléiisliqiie 
la  variété  plane  [  Ay,^,.^|  . .  .  A„  J.  La  variélé  plane  normale 
I  A\^;^.,  . . .  A^,^,  ].  qui  est  l'intersection  de  l'hvperplan  normal  et 
(le  riivperplan  oseulaleur,  peiil  s'appeler  i' /lypci/ila/i  normal 
princi/MiL 

Cela  posé,  lorsque  le  point  A  se  dépiaee  lanj^enliellemeul  à  la 
variété  plane  tangente  distinguée  Q^  =^  o,  l'hvperplan  laormal  a  eu 
commun  avec  l'hvperplan  normal  iufinimenl  voisin  le  point  A^  de 
l'hvperplan  normal  principal.  Ce  point  Aa  est  dans  l'iivperplan 
polaire  de  A  par  rapport  à  la  quadricpie  absolue  (  ou  est  un  vecteur, 
si  l'espace  est  euclidien  ).  On  peul  lappeler  le  centre  de  courbure 
|)rincipal  relatif  à  la  variété  plane  tangente  distinguée  considérée. 

L'hvpolhèse  faite  revient  donc  à  admettre  ICxistencc  dans 
V kypevplan  nornidl  principal  à  r  dimensions  de  r  centres  d-f 
courbure  principaux  conjugués  entre  eux  et  conjugués  de  A 
par  rapport  à  la  ciuadriquc  absolue. 

(iCtte  propriété  appartient  à  toutes  les  xariétés  développables 
réelles  à  moins  de  (pialre  dimensions,  et  aussi  à  toutes  les  sariétés 
développables  réelles  dt)nl  lin  pcrplan  tangent  dépend  d'un  nombre; 
quelconque  (^  ^/j  de  paramètres,  l'IiNperplan  osculateur  n'étant  pas 
à  |»lus  de  />  -(-  7  dmiensiiMis. 


CIIAPITKE  M. 

LES    VAIUÉTKS    I)'r.\    KSPACK    A    COt'RBUlU-:    CO.NSTANTK   DONT   LE    ds^    KST 
KGALEMKNT    A    COUIUUKK    (O.NSÏANTK.     MAIS     DIFKKKKNTK     DK    CKLI.K 

DE  1,'espaci;. 

6;2.    Nou>   alhuis  ^(u^■^   placer  maintenant   dans   un  espace  non 

euclidien  de  courbure  C  el  chercher  dans  cet  esj)aci'  les  variétés  à 

p  dimensi(Mis  doni  le  ds-  est  de  courbure  constante  C,  c'est-à-dire 

ddUl    le  ds-  est   celui   d  im   e>|)ace  à  p   (liineiiMon>  de  cniirbiirc  C- 

Xl.vill.  i3 
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Conservons  1p  point  <lc  \iic  du  a"  oO.  Les  \ariélés  clierchées  sf»ni 
celles  pour  lesquelles  le  système  de  F*fafl 


est  con)|)alil)le  ;  il  entraîne  coninie  conséquence  les  équation.^ 


mais  ICI  on  a 


/.  =  i 

k  =  n 
'•'ij  =  —  C  i  W,  My]  -V-^  [  '.^i^  0)//]. 
k  =  \ 

On  en  déduit  la  conditiDii  néeessaiic  et  sut^isantc  »'\|)rin»ce  par 
les  relations 

a  =  /i 

(C  —  C)1m,m,]  -:-    V     [„,,^M,^]=o  (/'.y  =  I,  7,  ...,/>!. 

Ces  relations  soûl  encore  vraies  si  l'espace  donné  est  euclidien  ; 
il  suffit  alors  d'y  faire  C  ^=:  <». 

La  condition  nécessaire  et  suf lisante  pour  (jk' une  variété  à 
p  dimensions  d'an  espace  de  courlnire  C  <<it  son  ds-  de  cour- 
bure constante  c  <'st  cfue  Le  ds'^  de  la  variété  et  les  composantes 
//o/7?îa/f's  <I>/,^,.  . . .,  <I>,j  du  recteur  d'-\  soient  extérieurement 
conjuguées  par  rapport  à  Informe  (quadratique 

( C  -  c  )  u^  -i-  u'j,, ,  -h . . .  -+-  »/;-;. 

Considérons  la  projection  -m-  lli  \  pei|»liin  uoiiual  à  la  \ari(''li'' 
en  A,  (\n  point  d'-\  -i-  C  A.  On  a 

d\    =    0)l  A  1  -f-    '.>2  A2  -+-•••  +    '->/)  A;,, 

d-  A  =  {'■>[  "J  1 ,1  n-  .  .  .  +'">/>  '-'/^n  )  A  -4-  'l',,-^  I  A  ;,4. 1  --  .  .  .   +-  1»^  A  „  -I-  ,  .  .  , 

les  termes  non  eeiil>  ne  depeiitlanl  (pie  de    \  , .  ....  A,,  ;  r.r 
fj,  W10-+-. .  .4-  '■>,,'■>,<„=  --  C  (  '•>]  -h  . . .  —  f-^f,)  =~  C'I'  : 


à 
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donc 

proj.  I  d'  \  -T-  c  ds-.\)  =  (  c  —  Cl  'l'A  -r-  «^/,^.l  A,,^,  -- .  .  .-t-  <I'„  A,,. 
Les   c(tm|)()saiilr>    de    c^'U^'   |)r(i|('(li(m    piir  iaj)^)orl   aux  j)Oinls 

J^(i  coiidilion  pour  que  La  rariiUé  soii  de  courbure  conslaïUe  c 
est  que  ces  n  —  /^  -h  '  composantes  soient  extérieurement  con- 
juguées par  rapport  à  la  forme  quadratique 


C-c  ""•'/'+' 

c'est-à-dire  par  rapport  à  la  forme  quadratique  qui  exprime  la 
puissance  du  point  (x.  Xp+i ,  . . ..  x„)  de  C  liyperplan  norinalpar 

rapporta  Vliypersphère  de  centre  A  et  de  rayon  réduit  . 

Cet  énonce  nous  penuei  imiuédialeinenl  de  voir  ce  que  de\  ient  la 
condition  quand  on  choisit  nn  sysième  de  référence  qnelconcjue. 

Heniarquoris  avant  d  allci-  pluN  loin  ([iir  le  rc-scan  liin-aiic 

À'l>  -r-  À/,^1  '!>;,+ 1  -H . .  .  -+-  À„  '!>„  =  () 

(jui  s'inlroduil  maintenant  eonqjiend,  ouli'c  les  cônes  du  réseau 
asjii,iptolique,  le  cône  isotrope;  on  peut  lui  donner  le  nom  de 
réseau  a symptot ico-isotropc . 

03.  INou->  ximmcs  conduit  à  considérer  les  svstéuies  de  iéléren(;e 
introduits  au  n"  Il  et  caiacti'risés  : 

i"  l*ai"  la  loitnr  linéaire  K  (|ui  indiijue  la  nia>>e  relalJNe  d  uu 
p(»inl  (|ueleoiique  M  |)ar  rapport  au  |>oiul-unit(''  A  ; 

>."    Par  la  l'orme  (piadrati(pie  II  (pii  représente  la  puissance  d'un 

point  (pielconcjue   M  par  raj)port  à  l'In  persplière  decenti-cA  et  de 

'  I    -  > 

ia\oii  reilmt  —  . 

v/c  — C 

^ou>«  Mip|)0'>ei(>ns  les  point  >  A  , ,  ....    V^,  dan-  |  "Il  \  pei|)l  an  polaire 
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(le  V  par  rapporl  à  la  qua(]iiqiie  absolue,  et  par  suite  de  masse 
lelative  nulle;  la  fornic  II  sera  également  la  somme  dune  forme 
(piadraticpie    en    ./,,    ...,    Xp    el    d'une    forme   quadratkjue    en 

X pj^\  5    .  .  .  .  OC ,i_^\    '. 

I    K{y)  =  C;,+i:r /,+,-+-..  .-I- c„+i  3",,+,, 

,  ,  1  '.•••■/'  /'+■ "+' 

\\(X)  —  2^aijXiXi-\-       2^       a^^x^T'^. 


a.  fi 

Les  eoordonnées  Ç/;_,_|,  . . .,  ?«  du  point  A  sont  données  par 


a 


«+) ,/j+i ç/>i^i"T~-  •  •"+"  "rt-(-i,«+i;/j+i 


C-c 


6i.  jNous  avons  inlroduil,  au  n"  15,  (/^  -f-  i  )  ( /?  -h  '■*■)  expressions 
de  l'fair  (0/,  (0//  li(''es  par  les  relations  (la),  (ivi)i  (il)-  Les  eova- 
riants  bilinéaires  (\(\  ces  expressions  s'obtiennent  facileuienl  par  le 
|)rocéd('  appliqué  au  n°  33;  on  trouve 


(M) 


Posons  encore 


/.  =  n  +  1 


/■■  =  H  +  1 


X-.1 


et .  par  miiIc, 

/,■  —  /»  H-  l  A  =  ;;  4-  1 

A  =  I  /.  =  1 
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65.    Les  idciitilc's  (la),  (13),  (i4)  et  (  i5)  se  réduisent  ici  à 


(■33) 


(5-i) 


"/)-t-i"^/^+i" 


f/i-t-i  w„_t.i  =  o: 


(5)) 


(■>r.)      / 


>.  =  n  -(-  I 

<^?a  =  —  ^    ?).<'J/.x  (a  =/)  +  !,...,  n-+- ij; 

"'=/'  +  ! 
>,  =  «-(-  1 

\  >,  =  n  +  1 

rfa/y  =  S(aik W./A  +  «y A- w,/, )         (i,  /  =  \,  .  .  .,  p), 

/.  =  I 
/.  =  /)  ),  =  «  +  1 

/,  =1  >,  =  /'  -+  1 


C-c 


■a/.' 


(  i  =  \ ,  .  .  . ,  /)  ;  a  =  /;  -f-  I ,  .  .  . ,  /i  -l-  i  ), 

),  =  H  -I-  1 


da^(^  =  ^    C aa).  w^). -+-  ajjx w»).  j  +  c^T^  '  ^*  "/-'^  ~  "^^ >'-''* • 


/,=:;)  + 1 


I  a,   [i  =/>  -t-  I,    .  .  .,  71  -f-  I  j. 


Ra|)|)('lons  (jiie  les  rclalions  (54)  sont  des  consécjuences  des 
relations  (53),  (55),  (5(i)  et  (jue  les  relations  (55)  sont  des  con- 
séquences d(;s  relations  (53),  (54),  (56). 

06.  Prenons  maintenant  iuk;  \ariélé  à  p  dimensions  lieu  d  un 
point  A  et  elioisissons  A,....,  A,,  dans  Tliyperplan  lani;enl  ; 
V,,^,,  ....  V„_|.,  scioMi  (lan>  I  li\  |)(M))lan  normal.  On  aiiia  lc>  é(|ua- 
li(tns 

(lui,    d  après   (5.5),    se    réduix'Ul   à  //     -   p.    Les  écjualions  quadia- 
ti(jues  t'xléiicufo  (pu  eu  dcrnenl  xml 

/•    r 
7  l  o)/..  10/,  a  ]  =  o  (y  =  p  -^  \  .  .  .  .,  n  -hi); 


—  im  — 

elles  expriment  f[iie  (o/y,  est  l;i  il<'iui-(.l(''ri\  ée  |»nr'  i;i|)|)(Ht  à  (o,  d'nuc 
eerlaiiie  lornie  nuiMlial  iqiie.  Posons,  daiilic  pari. 

rf''  \  -4-  c  ds^-\  =  '1'/;+!  \/,-Hi— ..  .-h  '^„^,  \„  +  i  — .  .  .. 
les  termes  non  éeiits  (lé|)enflanl  de  A,,  ...,  A/,  ;  on  \oit  qu  on  a 


'•'a=^WA«OAa-^  C  ?o('î', 


INOms  Doserons 


2    Ow, 


/a  -+-  C  ?a/./- 


I    (>'^a 

-    "i —  =  ^/a  -  w,a--  C  Ça// 


un  caleid  laede  donne 


«5;) 


A  =11  ).     -H-f-l 

rrr^a  =  ^  f  W/7,  "/,  a  )  ^-     ^     I  '^/>,  '"/.a  1 
(  /  =  I , yr>  ;  a  =  />  -(-  I n  4-  I  ) . 


L  inlrodiiet  loii    de    e<'s    ex[)re^sl(^n^   m,\   Minphlie    le>    >erondes 
relations  (  )()  )  ([in  dexiennent 

A     -  /'  >.  =  «  +  1 

(  '")(;'  j     ()  =  2_,'''il'  '"a/i--^-     ^    «a),CT/>,     I  '"  =  I />  ;  2  =  />  -f-  I , . . .,  /'  -T-  i). 


/.  =  1 


/,  .=  /.+  ! 


La  masse  iclalixi'  par  rap|)ort  à  A  du  point  </- A -j- C  fl'v- A  est, 
daprès  la  valenr  trouvée  an  n"  6^,  égale  à  (C  —  C^$;  on  a  doni- 
lidentit*' 


(5,s: 


(   c    —    C)<l'    =    (•;,+  !  'I^H 


'■„^i'1V,^ 


(M'ite  identité  résnlle  du   reste  dt'>  première»  identito  (  .') 'j  )  multi- 
pliées par  («),  et  sommé(î^  |>ar  rapj)ort  à  /. 

()7.    On    peut    interpréter   géométriquement   les  lormo  (piadi'a- 
tiqiies  <I>5j.  (Considérons  une  coiirhe  traeéi^  sur  la  variété;  on  a 

(Is-  p      ' 

en  (h'signant   par-  la  eoiiihure  de  la  eourhe  et  par  I  un  point  tel 
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(|uc  I  I  I  rzr  I    ri   >\{\\r  (lauj.  l"li\  pcrpliiii  |)(ilaire  de  A  par  rapporl  à 
la  (|iia(ln<|iie  al)N(>lii('  ;  pai'  siiitr. 


r/-' A    -  c  c/s-^  \  =  ,  c  -  C  I  ffs'  \  -^  -^  I  =  I  c  —  Cl  ds'-  (  A  -t-  -  I  \ . 

Il  rcsiillc  (le  la  (|(ic  A-.v  J'onnrs  «l>a  sont  les  coordonnres  fin 
point .  (le  musse  relative  (c  —  C)  </.v-,  obtenu  en  portant  à  partir 
de  A.  sur  ht  projection  normale  de  la  normale  principale  à  la 
courbe^  une  longueur  réduite  égale  à  la  courbure  nornaile 
m  II  II  ipliée  par —  • 

On  pnil  ('■•^aU'mciil  iiiUT|)r(''l(r  le  nombre  des  l<trnH'>  U>^  linrai- 
rcnicnt  nul»  iiciidaiilo.  Siippnsonv,  ce  (iiii  est  perinis-,  (|im;  les 
formes 

soieiil  Inn'Oiremenl  iniic'pendanlo,  le^  l"orme>  <^;,^,^-^ ,  .  .  .,  <l^/+i 
élanl  idenliriueincnl  milles.  Clierelions  la  caractérislicpie  de 
riivpei'plan  normal  (piand  !<•  point  A  se  déplace  d'une  manière 
(pieleon(pie  sur  la  \aiiélé.  Le  point 

appartiendra  a  cette  caraetéi-isticpie  si  l'on  a  idenlKpK'ineut .  cpiel 
(|uc  soit  /i=  1 y>, 

>.  ^  n-i-  1 

V     ^),  <•-»>./  =  •>  : 

multiplions  joutes  ces  ('■(juations  par  ^/,a  et  sommons  |>ar  rapport 
à  /■  :  nous  aurons,  en  tenant  compte  de  (."><)  ), 


A —H    ,1  a=;«-(-l 


Désignons  par  //,,+, 'hi^t   '"'""  coordonnées  tanj;enlielles  île 

riivperplan    polaire    du     |>oinl     {xp^x, t'n+t^    P=>'"    ia|)porl    a 

riivoerspiière  de  centre  Vet<le  laMui     , •  les  (Miualious  pré-cé'- 

•  '         '  ■         /c  -  C  '  ' 

dénies  se  rt'iluiront  à 

\>.-n  +  l 

M— r  *  ' 


l!)-2  - 


cl    elles   expiiiiieiit   que   l;i  forme   quadratique   S«p,<^u.   est  identi- 
([uenienl  nulle  :  |)ar  suile,  elles  se  réduisent  à 


11  résulte  de  là  que  la  vcuiélé  plane  caractéristique  de  l' hyper- 
plan  normal  est   la.  variété  plane  polaire  de   \\p^^  ...  '^p+r\ 

par  rapport  à  l' Jiypersphère  de  centre  A  et  de  rayon  . 

V  c  —  C 
Vax  particulier,  cette  caractéristique  est  à  n  — p  —  r  dimensions. 
Ou  a  naturellement  n  -|-  i  >/>  -|-  /■.  Si  /«  -|-  i  =  y>  -}-  /%  le  nombre 
n  — p  —  /•  est  égal  à  i  et  l'iivperplan  normal  n'a  |)as  d  euvclo])pe  ; 
si  n^p-\-r.  il  a  une  envelopjie. 

()8.  Supposons  uiaintenant  que  le  [)oint  A.  au  lieu  de  se  de|)laeer 
(l'une  manière  quelconque  sur  la  variété,  se  déplace  tangenliellemenl 
à  une  variété  plane  tangente  à  p  —  i  dimensions,  to,  =  o  par 
exeuiplc.  Cherchons  dans  quel  cas  l'hvperplan  normal  peut  avoir 
eu  comuiun  avec  l'hvperplan  normal  infiniment  voisin  un  point 
(jui  n'ajjparlienne  |)as  à  la  caractéristique  qui  vient  dèlre  déter- 
minée. Si  Ton  considère  l'hyperplan  polaire  (Uf,+  , it„^i)  de 

ce  point  par  rapport  à  1  livpersphère  (IS),  l'une  au  nuiiiis  de  ses 
cooi-données  u f,^,,  .  .  .,  Up^,-  ne  sera  pas  nulle  et  la  l'oruie  qua- 
drati(|ue  S^^u/Pj^  aura  ses  dérivées  partielles  nulles  (piand  on  y 
fera  (.),  =  o;  [)ar  suite,  celte  forme  quadratique  sera,  à  uu  facteur 
constant  près,  égale  à  o)"f,  c'est-à-dire  un  carré  parfait.  I>a  xariété 
(o,=:o  sera  dite  alors  une  variété  plane  tangente  principale  ci 
l'on  pourra  donner  le  nom  de  centre  de  courbure  principal  corres- 
pondant à  l'un  des  points  (pie  l'hyperplan  noruial  a  en  commun 
avec  l'hvp<'rplan  noruial  infiniment  voisin  cpiand  le  point  A  se 
déplace  le  long  de  la  \ariétè  |)lane  tangente  principale. 

On  clioisira  |)ar  e\(Mnplc  h;  |)oint  situé  dans  la  variété  |)laue 

L    */M-l  •   •  •  -^/J-I-'J  • 

ce  j>oinl  est  liien  déleruiiné  m  1  hvpcrsphèrc  (  «  )  est  de  ravon 
|)uremeut  iuiaginaire  (c  <I  C)  parce  qu'alors  deux  variétés  plau«\s 
polaires  réelles  n'ont  aucun  j)oint  réel  commun. 

(){).   Les   variétés  réelles  de  courbure  c  <C  C  dont  le  réseau 
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asymptotico-isotropc  est  «l'ordre  niiinmum .  —  Prenons  niainlc- 
nanl  une  variété  à  fj  dimensions  de  courhiite  constante  c  inférieure 
à  la  courbure  C  de  l'espace.  La  forme  quadratique  H  par  rapport  à 
laquelle  les  formes  «t,^  sonl  extérieurement  conjuguées  est  définie 
positive;  d'autre  part,  la  forme  ^^ds'^,  qui  en  est  une  combi- 
naison linéaire,  ne  peut  s'exprimer  en  fonction  de  moins  de 
p  variables.  Il  résulte  alors  du  théorème  i;énéral  du  n"  20  que  parmi 
les  n -\- \  — p  formes  <I>a  il  v  en  a  au  moins />  linéairement  indc'-- 
pendanles  et,  s'il  y  en  a  exacteuieiil  />.  on|)ciil  les  >u|)poser  canes 
parfaits. 

Par  conséquent,  si  une  variélé  réelle  à  j>  (limcnsions  a  une 
courbure  constante  c  inférieure  ci  la  courbure  C  de  l'espcice, 
le  nombre  n  des  dimensions  de  cet  espace  est  au  moins  égal 
à  ip  —  I .  Si  n  ^2/?,  la  caractéristicjue  de  son  liyoerplan  nor- 
mal est  au  plus  an  —  •>.  p  dimensions  ei^  si  elle  est  exactement 
à  n  —  '1  p  dimensions^  la  vciriétc  admet  en  chacjuc  point  p 
rariétés  planes  tangentes  principales  n'ayant  d'autre  point 
commun  cjue  le  point  A. 

Supposons  que  la  caractéristique  de  rii\pcrplan  normal  ait 
exactement  n  —  .ip  dimensions.  On  pourra  alors  Mipposci' 

Le  centre  de  courbure  principal  correspondant  à  la  variété  plane 
tangente  principale  (o,=:o  est  l'intersection  de  llivperplan 
(  V,,^,  .  .  .  Voy,]  et  de  la  variété  plane  polaire  de  [  V .  .,_o . .  .  Vo^,], 
puisqu'on  a  pour  ce  point 

Or  si  l'on  cxjjrimc  que  les  formes  *!>«  sont  extérieurcmenl  con- 
juguées par  rappoil  à  la  forme  II,  on  trouve  (pie  les  coefficients 
(ly,^  de  cette  forme  satisfont  aux  relations 

a,,^,,,,^j=o        (i^-/;     '',J-i,> /'): 

par  suite,  le  centre  de  courbure  principal  cliercbé  est  le  point  A^^^., 
(pii  est  (;n  elFet  conjugué  par  rapporta  chacun  des  |>oints  A^,^.,,  ..., 

11  resuite  de  là  «pie  les  p  centres  de  courbure  principaux 
correspondant   aux  p   variétés  planes  tangentes  principales 
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sont  conjugués  deux  à  deux  [xtr  rapport  à  i hypersphèrc  (-) 
de  centre  A  et  de  rayon  réduit 


>/c-C 

Kt'ci|»r(i(|  iK'mcnl ,   >ii])|>os()iis  tnic  ]a  (•;iia('lcii>li<[iir  tic   1  Iivjxt- 

|)laii  normal  dauc  sarléU-  doiinéc  à  p  (liincnsions  soil  à  n  —  ■:>.  p 
dimensions,  qiir  la  variélé  admelle  p  variélrs  [)lanes  langenles  prin- 
cipales et  que  les  p  centres  de  courbure  correspondants  soient 
(•on)iii;iiés    pai-    ra|)|>()il    à    lli  \  peisplièrc    {^)    tic    centre  A   et  de 

raAoïi  reduil . 

y/c  — C 
On  sait  que  si  ^  points  réels  distincts  sont conjui^ués  par  i-ap- 

porl  à  une  quadricpie  sans  points  réels,  ils  ne  sont  pas  dans  une 
nicin(3  variété  jilauc  à  p  -  i  diuieusions.  On  |)eul  donc  prcndi'c 
les  yy  centres  de  courhure  principaux  pour  soinniels  V^;^,....,  V.j^,. 
Or  Xp^i  est  linlerseetion  de  i'hyperplan  [  V^,^, ...  \._j/;  |  <''  <'*'  '•' 
variété  plane  polaire  de  |  V/,^._,. . .  \.j^,|  ;  donc  la  forme  quadra- 
tique cair<'  parlait  (pii  corropond  au  centre  de  courhure  |)rin- 
cipal  A^,^,  est  la  l'orme  *\*p+s]  donc  les  p  formes  linéairement 
indépendantes  <!>/,+  (,  ...,  <J>2/^  sont  d(>s  carrés  pai-fails  <le  formes 
linéaires  nécessairement  iinN-pendanles  ; 

'1'/'-»-/=  w/         {i  =  ',•' •p)- 

On  \oit  immédiatement  que  les  |)oints  \p^\,  ...,  A^^,  étant  conju- 
j;ués  par  rapport  à  (i]).  on  a.  pour  la  forme  II, 

«/>+/,  p+j  =  « '      1 1  '- ,/'  :      ',./  =  '  — ,  /"  ; 

et  (pie  par  i<\i\{e  les  formes  *])^  sont  extérieurement  conjuguées 
par  rapport  à  Informe  Tl.  La  xariélé  est  donc  de  coiirlnire  cons- 
tante c. 

On  p<'Ut  ajouter  la  remarque  importante  (pu- si.  pour  une  variété 
à  p  dimensions,  la  eai'a('téristi([iie  de  1  hypcrplan  normal  est  à 
n  —  >p  dimensions  et  si  la  xariélé  admet  p  variétés  planes 
tanjicnles  j)rinci|)ales  n  avant  d  autre  point  commun  (pie  A.  cc.v 
rariélés  sont  rectangulaires  entre  elles.  Gela  résulte  de  ce  que 
la  former/5-  est  une  combinaison  linéaire  des  carrés  de  ^  formes 
linéaires  (pii,  égal(''c>  à  z(''ro,  définissent  les/;  \ariétés  |)lanes  lan- 
i;enles  [)rincipales. 

70.  JNous  a\  (tris  \  11  (u"  (57)  que  les  formes  *^a  sont  les  coordonnées 
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lin  poiiil  <l('  iiiiose  rclalive  [C  —  C)  ds-.  ohlmii  ru  poilaul  à  [)iMlir 
de  A  iiiic  loufiucur  réduite  égale  (en  direction,  grandeur  ri   >ens) 

à     la    coiiil)iir('    nnrniale    —    inidlinliér    par    —  •       Par     consé- 

p„  '  '         c  —  C 

(iiH'iit ^  —  t>i  la  (li--lau(r  rédiiilc  an  |)(>inl   V  du  |toiiil  II  de  l  liy- 

C        O    p/( 

nerplan  normal  doul    le>  eoordonnées   s(tul  j^     ,-  •   Dans   les 

'      '  I  c  —  C  1  f/s- 

xariclés  étudiées  dans  le  uuiucro  |)i(''(édeul .  <ui  a 


ic  —  C)f/s-^       (c  —  C)  ils-' 

CCS  ci>(H»l(>uuccs  sont  d(uic  |ii()|>orli()unellcs  aux  earit's  dés  cosinus 
directeurs  de  la  tanj;(Mitc  pai-  rapport  nn\  p  tanjientcs  principales; 
les  coefficients  de  proporlioniialilé  sont  lacdcs  à  obtenir,  puis- 
(pi'ou  a  I  foruiide  (  ^8  )  | 


(c  —  C)ds''-       '"       (c  —  C  )</.«-' 

\v>  j)  Icriucs  (In  sccinid  iin  inhrc  -^(Uil  <'\  nleuinicul  lo  carres  des 
cosiuns    direct<'nr>;    ce    soni     li-«    masses    relali\es    des   p    points 

:k r      ^/,-i.,donl    le   point    11   e>t    le   l)ar\ceutre. 

(  C  —  C  I  f/.v-       '     '  ' 

Par  consc(|neut.  hi  coiiihitrc  normale  d  une  couvhf  quel- 
roniiHc  tfdcre  sur  la  rarit'h'  s'ohtienl  en  niultiplianl  par  c  C 
lu  distance  réduite  au  point  V  du  haryccntrc  des  p  centres  de 
cnnrhure  priucipaur.  chacun  d'eux  étant  affecté  d' une  masse 
relative  égale  au  carré  du  cosinus  directeur  correspondant  de 
la  tangente  à  la  courhe. 

Dans  le  cas  de  l'espace  r-nclidien.  la  masse  relati\e  dc\  ient  la 
masse  ordinaire. 

71.  Le  système  di ffé  rc  n  ti  e  l  >/  u  i  dé  fin  il  les  rariétés  de  cour  hure 
constante  c  dont  le  rési'au  asymplolico-isotropc  appartient  à 
un   type  projcctij  donné.  Considéi-on>-  un  réseau  linéaiie  de 

cônes  flu  second  ordre  appailenanl  à  nu  !  >  pe  proiectif  donné-  ; 
nous  su[)posel•^Ml^  natniellenieiil  rpie  lim  an  moins  des  céme>  du 
n-seaii  est  sai>s  points  réels  (antres  que  son  sommet  i.  Doiiuoiix-iunis 
les  cônes  de  base  de  ce  réseau,  c'est-à-dire  b^  lormes  linéairement 
indé[)endantes  <I>^.+., *l'/'-vr-  •'ii  ^implifiaul   aniani  (pie   possible 
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leurs  coefriclents  soit  ])ar  un  choix  convenable  des  variables,  soit 

|>ai-  un  choix  convenable  des  cônes  de  base.  Les  formes  ^p+t 

^i*p+r  poui'ront  alors  dépendre  d'un  certain  nombre  m  de  para- 
mètres arbitraires  /<,,  //o,  ....  (i,,,.  Nous  ferons  usage  d'un 
svslème  de  référence  de  la  nature  de  ceux  envisagés  au  n"  63,  les 
coefficienls  c^,  «/y,  «ap  <^^es  formes  Rcl  }i  qui  le  caractérisent  étant 
uniquement  assujettis  : 

i"  A  la  condition  (lu  on  ait  lidcntitc 


' r 


K-^p  +  r 


(c 


—  C)^rt,/w/w/=   2^  ^x'i'/.; 


>,=,.+i 


:>-"  A  la  condition  que  les  forâmes  tl>;,+  i,  ....  *!>/,+/■  <I'^,^.,h-i  =rO, ..., 
<1),^^,  =0  soient  extérieurement  conjuguées  par  lapporl  à  la  forme 

p-\-l...,n-\-\ 

a.p 

(^jcla  posé,   les   équations   de   Pfan'  qui    dclinisscnl    les   \ar-iétés 
cherchées  sont 


(59) 


I    ()'^a 

^i%=  -  --. — 

1    OM,- 


'/;+l  —  "1  •  •  •  •  w„  +  |  =  o, 

(i  =  i ,  . . .,  />:  X  =  7>  H-  r ,  .  . . ,  «  -H  I ). 


Les   équations   quadrati(pics   extérieures   dérivées,    si  l'on  pose 


1 /' 


•l'a  =   "y,  «/ya  ">/■  Wy  (  a  =  /?  +  i ,   . .  . ,  /H-  l  ), 


sont 


(<)0  ) 


1=-!' 


/ 


/,=,, 


/.  =  '1  -t- 1 

V 


(1  =  1,...,/?;   a  =/>-+-  1 ,  .  .  . ,  n  +■  \). 


"/7),w)a  I 


Les    expressions    de    IMall   prrncipalcs   sont    ici   (0| ,  .  .  .,  oj^,  ;   le.» 
cxpr-essions  de  IMaflsccondair-cs  sont 


A=/. 


/.'7a  =  Z,//a  =  ^«/ya  — ^  (  «/7.a«>V''  ^  "yAa^'^'/.  )  +     ^     «/y).'")a  ! 

A^l  >,r    /.  +  ! 
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ce  sont  (les  coml)iiiai>()ns  lint-aiies  de  dui,  . .  .,  du^n  el  des  expres- 
sions 

(  /,  y  =  1 ,  .  .  . ,  /'  :   a  =  />  -H  I ,  .  .  . ,  />  -f-  /•  ;   f:  =/>-+- 1 ....,//  -f-  i). 

Pour  sa\(»ii'  (jucllo  iclalioiis  identiques  existent  entre  ces 
expressions  diii^  oj/j,  CL)a[i,  revenons  aux  identités  (53),  (5'i),  (5.")  ) 
enlre  lescpielles  nous  de\ons  éliminer  les  dillérentielles  des  para- 
métres (autres  que  «,.  ...,//„i)  qui  entrent  dans  les  expressions 
des  Ca,  rt//n  «a3-  Or,  les  premières  identités  (55)  sont  déjà  vérifiées 
d'elles-mêmes  d'après  la  (Condition  i"  énoncée  tout  à  1  heure,  f.es 
seedudcs  i-elations  (5G  )  s'écriNcnl    [formules  (5()  )] 


*  =  /'  1  =  ,,-*- 

\o  = 

(5(i') 


/  ''■  =  1'  A  =  ,,-i-r 

^0  =  7    a,/,(o^/.  -h      >      ay,i  -  - —  =  o 

]  k  —  l  >,  =  /;  -t-  1 

(  (  t  =  I ,  . .  . ,  /^  ;  a  =  />  -(-  I ,  . .  . ,  n  -T-  1  ). 


Il  faudra  ajouter  à  ces  identités  : 

i"   Celles  qu On  obtient  en  dilléicnliant  les  relations 

(C  —  C)aij=    2^    c),Uiji         (i,j  =  \,...,p) 

et  tenant  compte  des  valems  de>  dillérentielles  doij,  dc\,  donnéo 
par-  les  formules  (55)  et  (  5()  )  ; 

>."  Celles  (Hi'on  oljtl<'nt  d'une  manière  analogue  en  difiéi^entiaul 
les  relations  linéaires  enlre  les  a,(<j  (|ui  expriment  que  le- 
formes  «Pg,  sont  extérieurement  conjuguées  par  rap|)oil  à  la 
foruu;  ïrta^Xa.rp. 

Ces  dernières  identités  dépendent  essentiellement  du  t\pe  pro- 
jectif  donné  pour  le  réseau  as>  mptotico-isotrope.  Calculons  donc 
celles  qui  correspondent  aux  conditions  i".  Elles  donnent,  comme 
on  le  \t''i  ilie  ^an>  peine. 

a  =  //  H- 1 
(<)n  ^     (■.j^ytj.j^=o         (i,j  =  \,  ...^p), 

a  =  /)  4- 1 

où    les  •/,,,,,   sont   les  expressions  de  iMalT  secondaires. 

lieinai<pions    du     icsie    (pic    le-    identité-    (  5()' )    ne    lomiiis-eiil 
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aucune  relation  «-nlrc  les  expressions  secondaires.  Comme  celles 
(|iii  résiillenl  des  conditions  2"  ne  font  nianifestenienl  pas 
inlervenii"  les  expressions  o^^o  on  peut  donc,  tant  qiCil  ne  s'cif^it 
(fiie  de  décider  se  le  système  (jq)  est  en  ùnoltitio/i  et,  dans 
Viifflrniati<,e^  c/uel  est  le  degré  de  généralité  de  ses  solutions, 
faire  abstraction  de  ces  identités  (  ')(V  ). 

7î2.  Applifjiions  <e  (pii  précède  aux  \ariélés  considérées  aux 
n""  ()9  el  70,  autrement  dit  aux  \ariétés  dont  le  rc'seaii  asvmptotico- 
is(»trope  appartient  au  Ivpe  projeclil 


^  /-p")?,—  <>■ 


Les  é(pialions  (5y)  se  réduisent  ici  à 

!0)2j  —  o  (  X  =  p  -r-  \,  .  . . ,  /l  -h  \), 

(  t  ^  y  :  /,/  =  t  ,...,/>:/.  =  I .  ..../<  -f-  I  —  >  p  \. 

Les  équations  quadraliques  extérieures  dérivées  sont 

/  '■  =  ' /' 

(Go)  <  j^-, 

*^' ,/'+,/  =  \  "■''  '•*/^+/./>+y  ]  —  [  ^j  ^'hj  ]  =  o, 

On  a  donc 

(  '     '  y  :  '\ ./  =  '.  ...,/»:/.=:  I  ,  .  .  .  ,  «  -h  I  —  yty  ). 
Les  identités  ((ii)  sont  ici 

/  A—  I m- 1  — /i 

\     C^,  H,(<'V-,_/,/,4-/—   2   (0,,)  -h  >^  C/,+/,  (.)/;t.,./,H.X=    O, 

(61)  /  -^^ 

Quant       aux      identilt-s     résultant     des     conditions      2".      elles 
s'obtiennent  ci»  cxpiiinant   (pic  les  cocllicicnls  (/^^^./y,^/  sont  nul». 
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<e  (jiii  (loiiiic 

'^  *'■-'■)        â  —  ^  ('^!/<^-^^/^+-/.■W/'+y.2/v^-/l■^-  "/J-H./.  2/'+/.  <'•>/'+/.  2/>+/.)  =  <> 

f  A  =  l 

(]('[i\  posé,  les  rcialions  (<)i  )  monirciit  ([iiOn  peut,  pour  chaque 
valeur  (le  i,  inivc  ahsliacl  ion  (Je  l'une  des  //  -(-  i    - />  eqiialions 

^/,y>-t-i  =^  ")      •■•'  6/./(-(-i  =  u: 

MOUS    choisirons     requatlon     (-)/^^/:=:o.     Les     seules    e\pressi<>n.s 
secondaires  qui  restent  soni 

w/y,     Mf,-^,^  A         (  i  -^  j  :  i,  J  =  [ />:/.  =  1  ,...,/*  -f-  I  —  /> 

Posons 

/.=-„  +  ! -2,, 

/,/JH-/:/>-(-,/  =    (^p-hJ.p-i-J  '-'^/t-hi./l-t-/  ~^  y  j  "/'-H ./. 2/'-»-/,  ''J />-!-/,?/'-(-/.•■ 

^  -  I 

On  peut  uiellre  celles  des  ('-(pialions  (  fio  )  (pu  subsistent  sous  la 
(orme 


(«<)') 


avec  les  identil(';s 

(«il')  C,,  +  ,liij/     -r-ff^^jM/j    =  O. 

<  'iî  )  /.p-*-i.f>-*-j~''  /./'-+-y. /'-*-'■  ^^  •^'• 

L  ('\|>ressioii  (<>/,-^,\2/>+/>  n"(!nlre  (pie  dans  [((piation  0,.,  ^^=o 
(pii  est  involutive  avec  Zf  =  \ ,  7-,=  .  .  .  =  7^,=  o.  Les  expressions 
''>//■  ''Jy/'  '/^,-^,,,,+ /,  '/n+j,,^,  M Cnlicnl  (pie  dans  les  deux  é(pialions 
H,  y=  o,  0:  ^,  =  C,  et  ces  (pjMl  l'e  expressions  son!  Ii(''es  |)ar  deux 
relations  (()  i '),  (^  (;,-'/)  :  il  en  resiille  racileiueiil  (pie  les  deux 
équations  sont  involnll\€r  avec  7,  =  :>..  Tj  -^^  ...  -tzt^^o.  Par  suite 
le  svsiéine  (■")())  est   en  ir.v(  lulion  a\ec 

st  =  pin  -r-  \  —  ■>.  p  )   -  i>(p  —  \\  ^  pni  —  /'  s         s,  —  ...  —  .V,;  =  o. 
Les    rarif'lfîs   c/w/r liées    ilépciulciit    <!<'   j>  <  n    -  p\  Junclions 
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arbitraires  d'un  ariiunienl .  Si  n  =  2  p  —  i.  ce  nombre  est  égal 
à  p  (p  —  i).  Donc  da/is  l'esjtace  à  ip  —  1  dimensions  de  cour- 
bure constante  C,  tes  variétés  à  p  dimensions  de  courbure 
constante  c  <  C  dépendent  de  p  [p  —  i)  fonctions  arbitraires 
dUih  argument. 

Les    ca/actérisfif/ues    sont    les    variétés    à    p — ^1    (limensions 
obtenues  en  expiimant  que  les  .S|  équations 

aux  inconnues  y /i^i^p^j.,  10//,  <J^p+i,2p+A  se  l'éduiscat  à  un  moindre 
nombre.  On  trouve  ainsi  s,  familles  de  caractéristiques,  à  savoir 
les  ^  familles  {n-\-i  — ^'ay^  i-uples 

"<,  =  0  (i  =  1,2,.  ...p). 

et  les  p  (p  —  1)  familles  simples 

(les  dernières  sont  réelles.,  puisque  les  coefficients  «,,^//,_f./,  —  Cpj^i 
sont  manifestement  positifs.  Les  premières  n'existent  ])as  si 
n  T=:z  -ip  —  i;  ce  sont  les  variétés  principales  à  n  —  i  dimensions. 
(hianl  aux  autres.,  elles  sont  liées  aux  courbes  de  courbure 
normale  minimum;  en  eflet,  si  l'on  pose  to/::^  y.,ds,  la  courbure 
normale  est,  à  un  fadeur  constant  prés,  la  dislance  réduite  au 
|)()inl   V  du  point  de  coordonnées 

c  —  C    c/a-^    ""  c  —  C  ' 

Or,  si  /  est  cette  dislance  léduite,  on  a 

'  =  /' 
'       ;;     ~n  —  7  ,^/'+'-p-*-' 


c-C      ^    ''^' •'""'.  c  -  C  )2 

avec 

c  —  C  —  Cp-t-i  a'f  H-  .  . .-+-  CipOLJ,:, 

le  uiinmuiiii  de  /  est  donné  par  les  ('(pialioiis 


3(  T    =    *î 


C/'+l 
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Supposons  par  exemple  p  =  k  /i  =  5  ;  les  centres  de  courbure 
A.,,  A,;,  Ag  fornienl  dans  le  |)lan  normal  un  triangle  conjugué  par 

rapport  à  la  circonfcrence  de  rentre  A  et  de  rayon  réduit    , 

Si  l'on  représente  une  courbe  par  le  point  H  barycentre  des  trois 
sommets  A-,,  A,,,  Ay  affectés  de  masses  relatives  égales  aux  carrés 
des  cosinus  directeurs  de  la  tangente  à  la  courbe,  les  surjaces 
caractéristiques  sont  représentées  par  les  hauteurs  du  triangle 
AjAj  Ag,  hauteurs  qui  passent  par  A;  le  point  A  lui-même  repré- 
sente quatre  lignes  asymj)totiques  dont  les  tangentes  sont  symé- 
triques deux  à  deux  par  raj)port  aux  trois  langenles  |)rincipales. 
Les  six  familles  de  surfaces  caractéristiques  se  partagent  en  trois 
couples  de  deux,  deux  surfaces  du  même  couple  se  coupant  suivant 
une  ligne  de  courbure,  deux  surfaces  de  couples  différents  suivant 
une  ligne  asymplotiqiie. 

73.  En  général,  si  //  est  (juciconque,  le  j^oint  A  nappartieni  pa^ 
à  rhyper|)lan  [  A^,^, ...  V^,,]  qui  contient  les  p  centres  de  cour- 
bure principaux,  ce  qui  revient  à  dire  qu'il  n'y  a  pas  en  général 
de  lignes  asymptotiques,  puisque  la  courbure  normale  ne  peut 
être  nulle  que  si  le  barycentre  des  points  A,,^,,  ...,  Vj,,  affectés  de 
masses  convenables  est  en  A.  Clierdions  tcuites  les  variétés  pour 
lesquelles  le  point  A  est  dans  lliyperplan  |  A^,^,  ...Ao,,].  Il  faul 
et  il  suffit  pour  cela  qu'on  ail 


j\ou>  clioisiroiis  donc  un  système  de  référence  qui,  outre  les 
conciliions  énoncées  plus  haut,  satisfasse  aux  coiidilions  précé- 
denles.  D'ajjrés  les  formules  (  .Vi  ),  ces  conditions  nouxclles  iiilio- 
duisenl  enlic  les  f.),r^  les  rclalnnis  identiques  nouvelles 

'  ^  I' 
(6))  ^  ;/;-«-/  '■>,.+,;  v>+h-  —  «>        (/.=  I  ,..., /J -f- I  —  ■</>). 

/,  =  1 

Comme,  «l'après  i  (io),  (•),,_,_,  .j^,_^a  ne  dépend  <pic  de  (•),  et  cpi'aucune 
des  coordonnées  tp^i  n'est  nulle,  il  en  r<''sulle  (pi'il  faut  ajonleraux 
é([ualioiis  (.H))  les  équal Utils 

xi.vni.  i4 
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Par  <onséqu<'i>l,  la  xaiictr  pJauf  jAiA^...  '^■>/f\  *'^^  tixe  el  les 
vai  tétés  clierchées  n  existent  en  somme  que  dans  l'espace  à 
2  p  —  1  dimensions;  elles  dépendent  de  p  (p  —  i  )  fonctions  arbi- 
traires d'un  argument . 

lA.  Le  systi^me  différentiel  qui  définit  dans  l' espace  de  cour- 
bure constante  C  à  n  dimensions  les  rariétés  à  p  dimensions  de 
courbure  constante  c  dont  le  réseau  asymptotico-isolrope  est 
d'ordre  maximum.  —  Prenons  marrïlenanl  le  (;a.s  exlrême  ofi  !•' 

reseau  asymplolieo- iso!r()|>e  est  d  ordre  maximum    — >    a\ee 

nalurellement   | 

./)(/)  -4-  ')  ) 


Le  sjslènu'  (le    IM'ad   (|ul  dél'uiit  les  xariélés  ehereliérs  peul  être 
supposé  formé  des  écpialions 

(  M,,,i  —  o,         ....        w„=.o: 

(   ^/)  =  o, 

où  l'on  a  employé  des  notations  analogues  à  crlles  des  iV**5i>et  sui- 
vants. Les  équations  quadrali(jues  extérieures  dérivées  soûl  iden- 
tiques aux  é(jnations  (  "i.^)).  Les  expressions  seeondaircs  <>)(,/)«  ""''nt 
liées  : 

I  "  Par  les  iclalions 


a.-/i  +  I 

:>."  Par  les  relations  déjà  établies  (45V  Si  l'on   po^e,  comme  an 
n"  oO, 

les  relations  (uii  lienl  les  expressions  secondaires  y,/ 3^  deviennent  : 
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i"  Les  r»;lations 

a  =  n  +  I 
(05'  )  H/y  ~       y^      ;„  •/_  ,y)oj  =  ()  (t,  ./  =  I  .       ..,  p): 

«  =  /'-+-! 

2"  Les  relations  (]éjà  ciaMies 

ay )  \i/\j/.  ~  y.ij,  U   -^  Z  A/  ;/7)  —  /,'•*-!,//)  —  /.(y/,..//.)  =  o- 

Les  équations  (jiiadiaticjues  extérieures  à  considérer  soiil 

Cela  ])Osé.  reniarf|U(»ns  d'abord  (juc  ^j  louies  les  coordonni'-es  ^\ 
sont  nulles,  on  peu!  toujour.s  ellecluer  une  >iil)stitul  ion  linéaire 
sur  (•),,  ...,  u)f,  de  manière  à  ne  |)a>  avoir 

en  ellel.  ->i  I  on  po^e 


2^  lo,  iOj  A  /y   =  2^(0/  <'>y  A,/y,, 


A=,,    h-r 


/,  =  I       h  rz:  1 


\/y^_^    2Jik(jhS.j.h, 


par  suite, 
d'où 


Zj  >  'V)  ''^  ''y  /'  A  /.  /,  =  ^  5 ,  ^/, ,  A  (  kh  ) 


La  nouv<dlc  coordonnée  Çc///»;  ne  pourrait  ('-Ire  nulle  quels  fpie  >oienl 
les  coi;flicienl  s  de  la  siihstilulion  cpie  si  toutes  les  coordonnées 
\(ij  étan-nl  nulles,  ce  (pu  i'>«l  inipo>sd)lc,  le  piunl  \  ne  poii\iml 
a\oir  toutes  ses  coordonnées  milles. 

Ce  point  étant  admis,  nous  détînirons  comme  au  n"  *)7  le  |»oiil> 
des  expressions  secondaires  \  ij  jj  el  le  poids  des  expression'^  ^//l*/  > 
(piani    an   premier  meiiilne   l>,/  de  1  é(|uation  ((.)'»),  son  pouU    ^eia 
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par  définition  le  plus  pelil  des  deux  indices  i  ely.  11  existe  al()i> 
entre  les  expressions  secondaires  de  poids  i  les  p  relations 

cpii  sont  manifestement  indépendantes.  Quant  aux  relations 

B,/=  O  (i  =  2,  .  .  .,p), 

elles  introduisent  entre  les  expressions  secondaires  de  poids  i  el  :i 
des  relations  nonvelles  en  nombre/?  —  i,  indépendantes  des  rela- 
tions A/y  I  A/=  o  de  poids  2,  car  ces  dernières  ne  contenaient  pas  les 
expressions  '/ (ïi)(pp)-,  tandis  que  les  relations  60/=  o  sont  résolubles 
par  rapport  à  ces  expressions.  On  pent  continuer  ainsi  de  proche 
en  proche.  Des  valeurs  trouvées  au  n"  57  pour  5,,  s<>,...^  .v,,  (»h 
déduit  les  nouvelles  valeurs  relatives  au  nouveau  système  de  Pfall' 
en  changeant  n  en  n-\-\  et  en  retranchant  p  —  / -(- i  de  5/ ;  on 
constate  alors  tout  de  suite  que  les  valeurs  des  s,-  ne  sont  pas 
changées. 

Quant  au  nombre  des  paramétres  rentrant  dans  la  solution  géné- 
rale du  nouveau  système  (43  )?  '*"  raisonnement  identique  à  celui 
qui  est  lait  plus  haut  montre  qu'il  n'est  pas  altéré  non  plus.  Par 
suite,  le  système  de  Pfciff{S^\)  est  en  imolution  et  les  variétés 

cherchées  dépendent  de  n  —  ^—^ 'fonctions  arbitraires  de 

p  aigunients. 

7o.  Les  variétés  réelles  à  p  dimensions  de  courbure  cons- 
tante c>C  et  pour  lesquelles  la  caractéristique  de  l'hyper- 
plan  normal  est  à  n  -  p  —  i  dimensions.  —  Si  la  courbure  C 
est  supérieure  à  C.  le  théorème  du  n"  G9  tombe  en  défaut  et  le 
réseau  asymptolico-isolrope  peut  être  d'un  ordre  quelconque, 
Etudions  le  cas  extrême  où  il  est  d'ordre  i ,  c'est-à-dire  où  l'hyper- 
plan  iiormal  admet  une  variét<''  plane  caiactéiisti(pic  à  n  — p  —  1 
dimensions.  l)n  aura  ici 

Les  variétés  seront  tléiinics  par  le  système  de  iMall"  : 

»/J-f-l  =   o,  ■  •  -,  '•>«  +  !   =  O, 

(65)  {     TU/,;„+l   =    M,-  (t    =    1,    -A,    ..  .,/>), 

nsi^p-i-i,-  =0  (  t  =  1 ,  7. , . . . ,  /»  :  A  =  I , . . . ,  «  -f-  r  —  ^  ). 
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Le  système  quadratique  extérieur  dérivé  est 

j  /^' 

Les  identités  (6i)  deviennent  ici 

/  A  =  n  -t- 1  —  /) 

(    C/,H.,  (w,y-4-  lOy,)  =  O  (  i  ^  J  -^    i ,  J  =   l  ,    •> ,    .  .  .  ,  /j). 

Quant  aux  autres  identités,  elles  résultent  des  relations  qui 
expriment  que  les  formes  ^l'aj  sont  extérieurement  conjuguées  par 
rapport  à  la  forme  ^ar^^XoiX^;  ces  relations  se  réduisent  à 

qui  donne  lieu  à  1  ulentité 

A=:l 

Les  identités  (67)  montrent  ([ue  l'on  peut  faire  abstraction  des 
équations  ^/,/j+t  =0;  il  ne  reste  alors  comme  expressions  secon- 
daires que  les  expressions  oip^t^p^k;  niais  ces  expressions,  d'après 
les  équations  Si^p,^./,  =  o,  doivent  manifestement  être  null(>s.  Si  nous 
ajoutons  aux  équations  (().')  )  les  équations 

I^H))  W/,^.,,p+A  =  o, 

(pii,  d'après  (()8),  se  réduisent  à  n — p  indépendantes,  on  con- 
state sans  difficulté  que  le  nouveau  système  de  l\faJJ' obtenu  est 
complètement  in (égidhle. 

On  voit  du  reste,  en  se  servant  des  identités  (56'),  qu(*  l(^  point 
\p+i   est  lixe,  et  comme  il  est  sur  l'hypersphère  de  centre  A  et  de 

rayon  réduit    ,  ,  il   est  à  une  distance  constante  du  point  A. 

v/c  — C  ^ 

D'autre  part.  rhy|)erplan  (VA,  .  . .  A^,  A^,^,]  est  fixe;  doue  la  idfli'lé 

chcichi'c  est,  chins  un  cs/xice  à  p  -\-  \  (limcnsinns  de  conrhuie  C, 

////''  hvpersphère  de  rayon  réduit  - 

V  c  —  C 


7(5.  Les  \aiiél(;s.  léellcs  ou  miii^iiiiiircs.  (h;  (;i)iiil)iii'<>  c  d.'ins 
l'espace   à  />  -+-  \^.\  diineubioiis  r('iiti(;iil   dans  le  ciis  j)récédfnl. 

On  |)eiit,  eu  ell'cl.  toujours  laineuer  la  lox'nu'  Idr^f-^JOy^X'-j  à 
"■>,x pj^iX pj^-,.  Lune  au  moins  des  deiiv  formes  (I>/,^|  el  'l'/j+o,  donl 
le  ds-  csi  une  combinaison  linrnire,  est  rédueti])le  à  une  somme 
de  (l^>.  (•arr(''S  ind(''|)endanls,  xui 

'l'y,-Hl  =:  <.')'\  —  (o!t  -t-  .  .  .  -^  10,^  ; 

en  ('\|)iiiuaiil  nlors  (iiic  U*/,^(  cl  *l'/'+:i  >î)Ul  i-xlrncii  icinciil  eon- 
|Ui;tu''es  |)ai'  lappoil  ;i  la  loiini-  iX pj^\  .r' pj^->.  on  trouve  ([ue  ^ p-i^j. 
est  i(lenli(|ueuienl  nulle  m  (j  z^  p^  v\  quelle  ne  dépend  (pie  de 
o)i,  —  (0^  SI  'I  <i  l>\  mais  vv  dernier  cas  esl  impossible,  car  le  ds- 
ne  |)oiirrait  rire  une  combinaison  linéaire  de<l>y,^.,.  ^pj^-^-  On  est 
donc  nc'cessaircmenl  laniciu-  iiii  c;is  du  n"  7^5.  où  il  \  a  une  seule 
(oj'mc  <P  indéj)cndante. 

77.  I^es  points  de  liellraini.  Les  variétés  dont  lotis  les 
points  sont  des  points  de  Bellvami.  -  Nous  a\ons  vu  au  n"  ()!2 
que  si  une  variété  à /;  dimensions  située  dans  un  cs|iace  à  n  dimen- 
sions de  courbure  constante  C  <'sL  elle-même  à  courbure  constante, 
les  lormes  ([uadratiques  'l'/)+|.  •••,  *I*/(.  calculéo  par  rapport  a 
un  svstéme  de  référence  normal,  jo\ii>'-enl  de  la  propriété  (pn^  l'on 
a  en  chaque  point  de  la  \ari(''lé 

\;i     r  I    c>'l>a    I    d*o(l         -,  I  /  •     • 

a  =  /)+  1 

où  A  désigne  un  coeflieient  convenablement  cIkum.  Nous  (liions 
(pr  un  point  d'une  variété  est  un  point  de  lieltronii  %\  les  formes  cpia- 
draliqucs  asymplotupies  relatives  à  ce  point  sati>lonl  à  la  condi- 
tion précédenle. 

11  est  facile  de  voir  que  .>.■/  tous  les  points  d'une  vnnétr  à 
/>^3  dimensions  sont  des  points  de  liellrnnii,  hi  lariété  est  à 
courbure  constante^  c'est-à-dire  (pie  le  coeflieient  \  esl  le  même 
en  tous  les  points  de  la  variété. 

l*(uir  démontrer  ce  théorème.  nou>  utilisi^rons  la  notion  de 
co\'arii(nt  trilincaire.  l'étant  donnée  une  expression  (juadralicpic 
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«•xl<'rieiirc  «k-  la  forme 

il  —^N,j[dx,-  djTjl 
"/' 

(»ù  les  coelllcients  a,j  sont  des  fonclious  des  n  variu1)le>  x x„, 

fin  ;ip|)cllo  ((  covariitiil  Iriliucair*'  de  11  "  I  (•■xprcssion  ciihKjiir  r\i(''- 
liciire 

12  '  =  ^  (  (/ctij  dxi  dxj  ], 
'II' 
où  le  jtiodiiil  evlérieur  Ar  Irois  lar,l<*iii>  <;han^e  de  si«;«e  quand  on 
•V.liange  deux  des  l'acUMtis  entre  eux. 

Si  Ion  edeeUie  nn  <liangeiuenl  (\v  \;iiial)les  lel  qu'on  ail  lideii- 
lilé 

on  anra  é<;alenienl  liilenlilc 

^  [  duij  dxi  dxj  1=^1  dhij  dfi  dyj  \ . 

Si  to  el  TTT  sont  deux  expri^SMCMis  de  IM'aM'  quelconques,  m  un 
coeflicienl  fonction  de  j:,.  ...,  x„.  lé  covarianl  trilinéaire  dt; 
l'expression  /;«  |o)t;t]  esl 

I  dm  (ora  1     -  «j  [  lu'  TTT I  —  m\  torrr'  | . 
Cela  posé,  parlons  de  la  i-eliilion 

2^     jcj/a loyal  =  /f(o,«u^  j 
a  =  //-n 

e|  prenons  les  eovariants  iriliiiéain's  (ksdeuv  ineuiiinrs  ».'ïi  uiilisaut 

les  formules  (^q)  et  en  se  sei'\ant  du   l'ail    que  M,,J^^ (.»„   SH)ut 

nulles.  On  aura 

Zj         Zj     [*"''•  *"'•"  '"j*  ^  ~^        ^    f  •»*'«  *^J /'*"'■  a  I 
*-i    a-/. -1-1  ^  =  1    a     /.  H- 1 

a     "  I^--"  *  =  /i  [1  =  H 

""    jL  ^    [<•'/,'! 'o^at'VaJ-    ^  2L     ['"•« '"./?'•'?«  I 

A     /■  *  =  ,. 


=   [  '^^  <0,  0*y]  H-  >^|  (Of.  (.)/,,  iOj]  —   /.  V(0), 


*  =  1 
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Remplaçons    dans    la    |)remière    somme    du    premier    membre 

7   |(0/;a(i>/a]  p^r  À  1^(0/, (0/],  xlans  la  seconde  somme    7    [w/aW/a]   par 
a  a 

a[(i)/03/i],  el  remarquons  enfin  cpxe  la  troisième  et  la  quatrième 
somme  se  détiuisent  en  échangeant  dans  l'une  d'elles  les  deux 
indices  de  sommation  a  et  [3;  nous  en  déduisons  immédiatement 

[dl  w/  wy ]  =  o         (  t,  y  =  r ,  . .  . ,  p  ). 

Cette  relation  montre  que  d\  est  une  combinaison  linéaire  de  to/ 
et  de  lùj',  comme  on  suppose  />^3,  cela  n'est  possible  que  si  cû. 
est  identiquement  nul.  La  variété  est  donc  de  courbure  constante. 


SUR  LES  ÉQUATIONS  FONCTIONNELLES  ; 
Pak  m.    p.   Fatou. 


(  T  H  O  I  s  I  K  M  K      M  l';  MOIRE. 


CHAPITKE  VF. 

38.  Considérons  un  domaine  invariant  jiar  une  substitution 
rationnelle  et  contenant  à  son  intérieur  un  |)()int  double  attractif  a: 
si  ce  domaine  D  ne  contient  |)as  tous  les  jioinls  du  plan,  il  coïncide 
alors  avec  le  domaine  immédiat  Au  point  ;t,  Ici  (|uc  nou>  lavons 
défini  dans  les  Chapitres  précédenls.  Si  D  est  simplcnuMil  connc\e 
(c'est-à-dire,  comme  on  Ta  vu  précédemment,  si  les  branches  d<'  la 
fonction  R_,  (:?)  restreinte  au  domaine  D  se  permuteni  circulairc- 
mcnt  entre  elles  le  long  d'un  chemin  simple  intérieur  à  D  «l  infi- 
niment voisin  de  sa  frontière),  on  peut  en  elVecluer  la  représenta- 
lion  conforme  et  biunivoque  sur  un  cercle  du  plan  de  la  variabh*  /, 
ayant  pour  ceuli-c  l'origine  el  l'unité  pour  ravon,  de  manière  «pie 
le  point  double  :;  =  a  corresponde  à  ^  =  o,  el  (pie  deux  direcli(Uis 


—  20Î)  - 

(le  droites  iiihidaires  issues  de  ces  deux  poials  liomologues  se 
(•orresj)()udeut  éi;alenient.  L'étude  approfondie  de  celle  représen- 
talion  conforme  conduit  à  des  propriétés  remarquables  de  la 
frontière  de  D  cpii  feront  l'objet  de  ce  Chapitre.  Nous  supposerons, 
pour  plus  de  commodité,  que  D  ne  renferme  pas  le  point  à  l'infini 
à  son  intérieur.  Soient  t=z  g{z)  et  z^=h{t)  les  fonctions,  liolo- 
morphes  respectivement  dans  D  et  dans  A(|^|<C  i  ),  qui  eflfectuent 
la  représentation  conforme  de  D  sur  A  et  réciproquement.  A  la 
substitution  ;,  =  R(c),  qui  transforme  D  en  lui-même,  corres- 
pond la  substitution  /,  =  C5(/)  qui  transforme  A  en  lui-même.  La 
fonction  cp(^)  ^  ^(;:,  )  =  ^•[R[A(<)](  <'st  liolomorphe  dans  A, 
puisque  Rf-)  est  holomorpbe  dans  D;  on  a,  en  outre,  ç>(  o)  :=  o, 
puisque  R(a)  =  a.  A  un  point  ;:,  intérieur  à  D,  l'équation 
c,  =  R(-)  fait  correspondre  v  points  :;  intérieurs  à  D(v  >  i)  ;  corré- 
lativement, l'équation  f,=:c5(^),  le  point  /,  étant  donné  et  inté- 
rieur à  A,  admet  v  ])oints  racines  intérieurs  à  A;  ces  v  points  repré- 
sentent les  v^  branches  d'une  même  fontion  '•s_^{t^)  qui  se  per- 
mutent entre  elles  dans  D  ;  elles  se  permutent  circulairement  le 
long  d'une  circonférence  infiniment  voisine  de  la  frontière  de  A. 
Les  points  crili([ues  de  la  fonction  ^  ,(7)  dans  A  sont  les  homo- 
logues des  poinis  crill(pies  de  la  fonction  R_,  (:;)  restreinte  à  1)  ; 
ils  sont  donc  en  nombre  fini.  Remar(pu)ns  que  |/[  et  \'0(t)\ 
tendent  en  même  temps  vers  l'unité,  et  enfin  que  le  multiplicateur 
de  la  substitution  /,  ^  ^(0  *"  point  double  t  z=  o  est  égal  au  mul- 
tiplicateur de  la  substitution  :;,  :=  R  (  :?  )  au  point  double  a. 

Ces  remarques  faites,  qui  sont  à  peu  près  évidentes  ou  facilement 
vérifiables,  nous  allons  démontrer  une  proposition  plus  cachée, 
à  savoir  que  o{t)  est  rationnelle.  Considérons  une  circonférence  c 
de  rajon  r<C\,  concentrique  à  A  et  contenant  à  son  intérieur  les 
points  critiques  de  a^,  (  f)  ;  les  v  branches  d(î  cette  fonction  sont 
donc  holoiiioiphes  en  chacjiie  point  mlérieur  à  hi  couronne 

et  d'ailleurs  bornées  dans  cette  couronne;  donc,  en  loiil  poinl  de 
la  circonférence  C,(|/|  =  i),  sauf  au  plus  aux  points  tl'un  ensemble 
de  mesure  nulle,  ces  fonctions  prennent  une  valeur  déterminée 
suivant  les  chemins  faisant  des  angles  finis  avecC;  il  y  a  donc 
dans  tout   inler\;dle  de  C  des    points  pour  lesquels  celle  pi'opriété 
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exislc  (  '  );  il  T  en  a  incinc  pour  Jes(jii('ls  les  \ak'iii>  limile>  obtcmics 
dillV-rciil  (le  \alems  doniiér^  à  l'avance  t-n  n<tnil)r<'  Uni  (-).  Soit  a 
un  tel  jjoini  sur  C,  et  traçons  dans  la  couronne  T  la  coupure 
radùde  «A  (|iii  la  transforme  en  un  d(»niaine  simplement  c<»n- 
ne-ve  I':  lo  v  hranclies  de  '■i_t{l)  donnent  comme  ima«;es  <le  \ 
V  domaines  distincts  juxtaposés  dans  la  couronne  comprise  eali-e 
la  eireoideicnee  (1  el  la  eonrhe  c  ,  t  ransf'Ormé<'  de  la  circonte- 
l'enee  e;  I  un  de  ces  <lojnaine.s  aura  une  Ironlière  constituée  par  un 
dvv  jxf  de  ('..  MU  ai-e  fs  de  r  ,  et  {\v\\\  courbes  r^  et  ^(jr  analytiques, 
saui  peut-(Mr<'  en  p  et  q.  mais  aboutissant  eu  ces  «leiix  points  d<' 
manièr<'  (pie  l(uis  les  ])oinls  de  celle  f'rontièie  >oul  de>  poiul- 
simples  el  arcessifjfes.  A|>pelons  r„,  ce  domaine:  soit  ///  un  point 
de  1  iwc  pff  el  ).  un  cliemiii  continu,  formé  pai"  exemple  de  serments 
de  droUes,  al)outissaul  au  point  unique  /n  eu  restant  à  rintérieui 
de  r  ,:  le  point  /  d<'cri\anl  ),,  le  poiiil  /,— :5(n  décrit  iiu 
cliemiu  A,  inléiieiir  à  J'  et  lendanl  vers  la  circoulerence  (i;  si  A, 
avait  au  moins  dciw  points  limites  distincts  //?,  rC/n\  sur  (î)  en 
décri\ant  des  [xtints  m,  el  r7i^  connue  ceiilres.  deux  petites  circon- 
lérences  extérieures  Tune  à  l'aulre,  on  voit  (pie  A,  comprendrait 
une  inlinilé  d'arcs  joii;iianl  un  point  de  la  première  à  un  point 
de  la  seconde  et  tendaul  \ers  ('.:  ces  arcs  auraient  pour  limite  toul 
un  arc  7  de  (,  el  toul  ia\on  aboiilis>aul  en  un  point  de  or  coupe- 
rail  /.,  en  une  luliinlé  de  points  leudanl  \ers  (',.  ()r.  on  peut  tou- 
jours clioisir  un  Ici  ia\on  2,  de  manière  (pie  la  lonetion  ïï_|(/(  ), 
(juand  /,  décril  s,,  lende  \<'rs  une  valeur  «lèlcrmini'c  et  même 
distincte  d'une  valeur  donnée  à  ra\auce:  le  point  /  décrira  alors 
dans!'  ,  un  cliemin  p  aboulissanl  en  un  point  uiiupu'  /i  de  (' 
et  dislinci  SI  Ton  \eul  de///;  m  ceci  est  iuipossible.  cai'  0|  ren- 
conlre  iiiu'  luliuilè  de  lois  A,  en  des  points  inlinimejil  \(jisins  de  C  : 
donc  z  reiut»nLr<!iail  À  en  des  j>oiiUs  inliiiinient  \  oisins  de  C,  ce 
qui  est  incompatible  avec  le  fait  que  A  et  p  intérieurs  à  A  abou- 
tissent respecli\<'iuenl  en  ileux  points  m  el  //  dislincMs.  Il  en  résulte 
que   -^If)   prend    une   valeur    uni(|ue   et    bi«Mi    déterminé-e   en   tout 

(')  I'.  I'atou,  Séries  l/i^o/iornélriques  et  •iéri'es  de  l'aylor  [  Ictti  matlicnui 
fica,  t.  \X\,  1906,  p.  .'571). 

('  )  fàid.,p.  ,>i)'i.  Voir  également  :  K.  cl  M.  Rtesz,  Ueber  die  Haridncrt^einer  Ina- 
titinchen  f'unj;ti^n  ( '|"  v'onitfès  «tes  rn^itlièin^uicirns  sciiadinaveî.  Slorl»l»olni.  ii(ifii. 
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poinl  m  (le  Vdvr  /)'/  disliiui  <!<•  />  <l  q '■  If  iiumiip  rjiixuuKMtirnl 
s"iip[)liqiic  (rinllcms  aux  v  an's  analogM(•^  à  />r/:  ([uant  aux  exliv- 
niilcs  (le  CCS.  aies,  ou  peut  lo«ijoiirs  disposer  do  la  poupin-o  ait  de 
manière  à  les  reinplac*'!'  jKir  d'auli^'s  (|iii  sniei\l  tdiilcN  dislineles 
des  preiiiièies,  en  \eilii  de  la  leiuaniiie  laite  |>liis  haiil  et  exlrait(^ 
de  notn-  NféiiHure  déjà  cite.  On  voit  dowe  (|ii<'  'J(  <  )  |)rend  une 
suite  continue  de  valeurs  s«ir  ('..  <lonl  les  points  représentât ds 
appartiennent  eu\-nuMues  à  ('..  Le  mode  de  démonstration  pré- 
cèdent est  dû  à  M.  Caialliéodorv  (  '  ). 

(■e  point  étant  acquis,  le  primipc  <le  inoloni^einent  par  syiiir- 
lii<'  donne    immcdialemeiit    !<•    r(-sultal    annone<-.    \u  jxtint  /  iut('-- 

rieur-  à  A.  Taisons  eorrespcuulrc  le  point  /  =:  -.  t  étant  linia^inaire 

l 
conjuj^uée  de  /:  ces  deux  |)oints  xuit    lima-ic  luu  de  l'autre  par 

rapport     au     ceicle.     c"esl-à-flire     deux    points    liomolof;ues    dans 

1  inversion  de  centre  o  cl  de  puissance  é<;al«'  a  i.  (  .,onsidérons  aloi's 

I        _ 
la  ('on<tion   de   /    délinie    par  <!>(  f' )  =  =— 71  ',s(  /  i   étant   la   (piantiti- 

çp(f)      '  ' 

ima;j;inaire  conjuguée  de  'f'/).  l-a  fonction  <l>(<')  ainsi  délini<>  à 
Texlérieur  i\y\  eerdc  est  un(î  l'onction  analyticpie  unilornu'  navant 
comnu'  sin;;idarités  à  distance  finie  ou  à  l'inliui  que  des  pôles  rpii 
sont  les  iiua<;es  des  zéros  de  '^(l).  D'autre  part,  elle  piend  sui  la 
circ(uirérenc(;  unité  une  suite  continue  de  \alems  (pu  sont  les 
uu'nu's  (jue  celles  de  la  fonction  ■:i(^l  l  aux  mêmes  points.  11  s'ensuit 
(pu-  cette  fonction  est  le  prolonj;ement  analyticjuc  do  '-pfM  à 
rexterieur  du  cercle:  on  sait,  en  effet,  (pi'uiu-  fonction  continue 
dans  un  domaine  et  auahti([ue  en  tout  poinl  de  ce  (lon)aine.  sauf 
peut-être  sur  une  droile,  est  encore  an<dvlique  ati\  p(unts  de 
eoll<'  droile  (  Paiide\  e  i. 

Il  lésulte  de  cetle  anal\se  (pie  la  substitution  /|  =  'i(  t)  esl  tine 
substitution  lationiudle  à  corclc  fondiiuiental  de  pi-omiére  espèce. 
l'n  eflct,  elle  est  rationnelle  j)uis(pie  '^{t^  n'a  d'autres  sin<;ulaiiles 
(pu-  des  p(Mes  dans  loul  le  plan;  elle  laisse,  d  autre  part,  iinarianls 
1  intérieur,  rexterieur  cl  la  circonférence  i\u  ccrile  A.  l'.nfin, 
elle    admet    <in    point    iu\arianl    intérieur  <pii    est    I  orii;ine    et    |)ar 


(')  Cauatiikodouy,  Untersucfiitngcn  iiber  die  Konformcn  .\l)hHdun<jiCn 
von  festen  und  verandei lichen  Gcbielcn  {Matli.  Annalen.  t.  lAXII.  ii|i', 
[).  107-14',). 
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suite  également  un  point  inv.iriant  cxlérieiir  qui  est  le  poini  à 
l'infini. 

La  démonstralion  précédente  peut  être  rendue  plus  élémentaire 
dans  le  cas  particulier  qui  est  d'ailleurs  Je  plus  important  au  point 
de  vue  des  applications  (|ui  suivent,  où  Ton  suppose  a  priori  que 
le  domaine  D  est  liuiité  par  un  contour  formé  d'un  nombre  fini 
d'arcs  réguliers  de  (courbes  analytiques.  Dans  ce  cas,  on  sail 
démontrer  d'une  manière  élémentaire  que  les  points  frontières  se 
correspondent  un  à  un  dans  la  représentation  conforme  de  D  sur 
un  cercle  (').  Si  l'on  fait  décrire  à  /  un  chemin  aboutissant  en  un 
point  de  C,  ^  =  //(/ )  décrit  un  chemin  aboutissant  en  un  |)()int 
(h'terminé  de  la  frontière  de  D  ;  il  en  est  de  même  pour  ;,-:=:  R(  r  ), 
puisque  R  est  rationnelle;  donc  /,  =  ^(^,)  décrit  aus>i  un 
chemin  aboutissant  en  un  point  bien  déleruiiné  de  la  cii-conférence  ; 
'j)(t)  est  donc  continue  sur  C  et  Ton  achève  la  démonstration 
comme  plus  haut. 

39.  Nous  allons  maintenant  considérer  le  cas  où  le  donuùne 
invariant  D  est  le  domaine  immédiat  d'un  |)oint  double  a  de 
multiplicateur  égal  à  -f- i .  Dans  ce  cas,  a  appartient  à  la  frontière 
(h-  D  qui  n'a  pas  de  point  invariant  intérieur  (on  suppose  tou- 
jours D  simplement  connexe).  On  fera  donc  correspondre  le 
centre  du  cercle  A  à  un  point  quelconque  intérieur  à  D.  La 
démonstration  précédente  est  toujours  valable,  et  Ton  a  encore  en 
[)osant  z^=  h(f)  l'équation  fonctionnelle 

R[/M/,)l  =  A|'f(0], 

la  substitution  /,  =  co(/)  étant  cette  fois  une  sid)stitution  ration- 
nelle qui  admet  le  cercle  fondamental  A,  mais  sans  point  invariant 
intérieur.  Le  point  a  est  un  point  accessible  de  D  auquel  abou- 
tissent des  chemins  intérieurs  à  D  et  déplus  ln\arlants  par  la 
substitution  3,  =  R(*).  Soit  un  chemin  de  cette  espèce  1^  (pii 
contient  les  consè([uents  :;,,  ::.,....,  -Zn...  dnn  (juelconque  c  de 
ses  points,  lesquels  tendent  vers  a;  à  ce  chemin  T>  \a  correspondre 
dans  le  plan  dv.s  L  un  chemin  /  Intérieur  à  A  et  aboutissant  eu  un 
point  déterminé  H  de   C,  de  sorte  que  /  conlenanl  t  contient  aussi 

(')  Picard,  Traité  d'Analyse,  l.  II,  p.  ■2-;6--';. 
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t,  ^=z  'f{i),  .  .  . ,  /«=  o(^rt_,),  .  .  .,  i,  t,,  ...,/«  ayant  pour  limite  h. 
Il  s'ensuit  que  0  est  un  point  double  de  la  substitution  /,  =:  'f  (0  "• 
de  plus,  c'est  un  ))oint  limite  de  conséquents  de  points  intérieurs 
à  A;  c'est  donc  le  point  double  unique  de  multiplicateur  inférieur 
ou  égal  à  I .  (  On  peut  disposer  des  constantes  arbitraires  de  la 
représentation  conforme  de  manière  que  6  =-|-  i.)  Je  dis  que  f)  nv 
peut  pas  être  un  [)oint  double  attractif;  en  elï'et,  on  peut  au^si 
tracer  dans  D  un  chemin  simple  I^  aboutissant  en  a  et  contenani 
les  antécédents  de  tous  ses  points  obtenus  par  la  branche  de  fonc- 
tion inverse  R_^,  (z)  égale  à  a  pour  z  =^  a.  Pour  le  voir  nettement, 
reportons-nous  à  ce  qui  a  été  dit  au  Chapitre  lï,  en  nous  plaçant 
d'abord  dans  l'hypothèse  R"(a)v^o.  Si  l'on  rejette  le  poini 
double  à  l'infini  par  une  transformation  homographique,  comme 
nous  l'aNons  fail  maintes  fois,  de  manière  à  ramener  la  substitution 
à  la  fniinc 

lU-)  =  z-t-a-)---t-...         (a,  réel,  >  o  j, 

et  la  substitution  inverse  à  la  forme 

R_,  (z  )  =  z  —  a ..., 

on  sait  que  les  R,/(^)  et  les  R_„(;)  convergent  vers  l'infini  simul- 
tanément dans  la  région  du  |)lan  extérieure  à  deux,  courbes  de  forme 
parabolique  P  et  P'  ch)nt  les  directions  asymptotiqucs  sont  celles 
de  Oa;'  et  de  Ox' .  i^renons  un  point  c  dans  la  partie  de  cette  région 
située  au-dessus   de   l'ave    réel,    par  exenqile,    avec   un    argunu'ut 

voisin  de  -^  pour  li\ei-  les  idées;  si  |^|  est  suffisamment   grand,   \v. 

i 
point    z_i    qui    se    déduit   de    c    par   une    transformation   asynq)t()- 

tiquenuint    écpiivalcnte    à    la   translation     -  a  sera   encore   dans  la 

même  région  et  par  conséquent  dans  le  domaine  immédiat  du  point 

à  l'infini.  Il  en  sera  de  même  pour  le  segment  de  droite  cc_,,  ainsi 

(|ue  pour  la  demi-droite  allant  de  z  à  l'infini  dans  le  prolongement 

de  O;;  la  transfornu'»;  tle  cette  demi-droite  sera  la  ligne  :;_|X  qui 

ne  coupe  pas  O:;,    puis(jue  l'argument   de  :;_,  est  plus  grand  (pie 

celui   (le   :;.   dette  ligne  sera  d'ailleurs  encore  dans  le  domaine  I) 

et  voisine  d'une  parallèle  à  co;.  On  limite  ainsi  un  domaine  c_,  zcc 

(ui   S   (pil    appaili<'nt  à   0  et   dans   lecpiel   lesR.„(c)  convergent, 

nous   le   savons,    uniformément    vers    /.<'fo.    Soit    S_ ,    I  iinlccédcni 
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immédial  «h'  ce  domaine;  on  voit  de  suite  que  S_,  et  S  qui  . sont 
conligus  suivant  la  Ji«;nt'  ;_,oo  ne  se  reeouvienl  j)as;  en  prenant 
Jes  anléeédenls  successifs  de  ce  domaine,  on  obtient  des  domaines 
contigus  deux  à  deux  qui  foiinenl  par  leur  réunion  un  domaine 
simplement  conncve  limité  d'une  part  par  le  ravon  ex,  d'aulre 
part  par  la  courbe  e  :;_,:;_.... ,  sélendanl  à  Tinlim;  tous  les 
poinis  «le  ce  domaine  appartiennent  à  1).  Il  est  ulile  tle  remarquer 
qu'en  prenant  le  j>oinl  ;:  au  contraire  dans  le  demi-plan  inférieur, 
dans  la  position  symétrique  de  celle  de  tout  à  Iheur»',  on  obtien- 
dra uji  domaine  analoijue  n'ayant  aucun  point  intérieur  commun 
avec  le  premier,  et  pas  d'aulre  point  frontière  eomntun  (jue  le  point 
a  I  inlini.  Les  mêmes  ((msidérations  s'ap|>li(pienl  aux  conséjjuenls 
d  un  jioinl  c  qu'on  pourra  prend«e,  par  exemple,  dans  la  ntènie 
région  avec  un  arj^uujcnt  voisin  de  -et  à  partir  dunuel  on  i)ourfa 
tracer   une    ligne    siiiq)l(;    z z,  :■■,...  z,, .,  .    aboutissant    au    point    à 

Fis.  I. 


l'indni    de    manièie    (|ue    cette    ligne   et    le   rayon  eoo  limitent  un 
domaine  intérieur  à  D,  sauf  au  point  fi-ontière  à  l'inlini  (' ).  Le  cas 


(')  On  (l(»ii  Mi|ipi>scr  pour  cela  que  les  14,.  (c)  ne  preiiiieiil  (|u'une  tois  r.liaque 
valeur  dans  le  domaine  ét«^mentaire  île  convergence  qu'on  a  choisi:  un  tel  clioix 
est  toujours  possible. 
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<le  R"(7.)^=o  se  faïucnr  iiu  pr-crnicr  pai'  la  Irausldinial  u»ii  toii- 
forme  (|c  [::'''),  romnif  au  Chaprlir  II. 

En  ramt-nant  le  point  a  à  dislaucc  Huit,  on  a  l'énonce  suivanl  tjiii 
\a  nous  t^'lie  très  utile  pour  loUjel  que  nous  avc»ns  en  vue  :  lùani 
(iiumé  un  point  double  a  <le  multiplicateur  égal  à  -h  i .  »1  une 
substitution  ralhuinelle.  on  peut  tra<'ei-  deuv  lipn.'s  l>  et  1/  inté- 
rieures au  domaine  immédiat  I)  de  a.  sauf  eu  leur  extrémité  eom- 
mune  a,  telles  que  L  -r-  \J  limite  un  domaine  simplement  eoniiexe  E 
intérieur  à  D  avec  le  seul  point  frontière  e«unn)un  a,  L  eoiitenant. 
en  outre,  les  consé<pients  d'un  de  ses  ares,  et  L  une  infinité  d  anté- 
<'é(lenits  d'un  de  ses  ares  terminés  en  a.  1^  plus,  on  peut  clKusir 
<;es' courbes  de  deux  manières  différentes  et  de  telle  sorte  que  le> 
<leux  domaines  E  et  Iv'  ainsi  obtenus  n'aient  aucun  point  intérieur 
commun. 

Ceci  posé,  revenons  à  la  représenlatiou  coutormc  de  l).  Au 
chemin  L  va  correspondre  dans  A  un  eliemiu  aboutissant  au  point 
double  0,  au  chemin  \J  un  elunnin  ab<uilissant  au  même  point  0; 
en  effet,  M.  Montel  a  montré,  dans  son  Mémoire  déjà  cité  Mir  la 
représentation  conlorme.  que  :  <(  Pour  que  deux  chemins  aboutis- 
sant à  un  même  |)«.Mnt  accessible  x  lassent  correspondi-e  a  a  un 
même  point  de  la  ciiTOnlércnce.  il  laiitel  il  suflît  «pie  h'  domaine 
limité  extérieurement  par  ces  courbes  ne  contienne  que  le  j>oinl 
frontière  a  (').  »  C'est  bien  ce  qui  a  lieu  ici.  Mais  1/  contenant  une 
infinité  de  points  R_„(;?o)^  lî*  ligne  correspondante  dans  A  conlK-n- 
dr.T  une  infinité  de  |><)inls  'i  „(/„'-  >«  étant  un  point  de  A;  h  étant 
limite  d'antécédents  d  un  point  de  A  iie  peut  donc  jjas  étn;  un 
|)oiiit  attractif. 

Je  dis  qui'  la  subslilution  tt=^'^[l)  ne  peut  être  non  plus  une 
substitution  singulière  di'  seconde  espèce.  S  il  en  était  ainsi,  (ui 
aurait  '.c  (  0  )  7^  o  et  les  conse(jiienls  /„=C2„</|  coin  eigeiaient 
vers  H  sur  tout  un  arc  ^ç  de  la  cire<udeienie.  .Soient  alors  /  et  /  les 
lignes  correspondant  à  I.  ♦•!  L  el  aboutissant  en  0:  un  êli-meiil 
de  /,  contenant  les  consècpienls  de  tous  ses  points,  sera  tangent 
en  0  à  la  circonférence  dans  le  sens  de  0  \ers  ^:  un  élément  de  /  , 
c<mlenant  les  antécédents  de  tous  ses  points  I  (dileuiis  mi  inoveii  <le 

(')  Celle  propositiun  i-st  il'aiMeni-s  iiitpitcileiiieiil  cunteiiur  «l;iiis  li-  Mémoiiv 
anlérifur  dr  >f.  Lini\e\o{  (  Sur  un  principe  générai  rie  l'annlysc.  Act<i  Societatis 
scie/i/iaruni  Ft'iinicp,  ll<'Isiiigrors.'igi ')). 
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la  fonction  'j_,  (t)  é^ale  à  H  pour  t  =  9],  sera  également  tangent  à 
la  circonférence,  mais  a\ec  nue  direction  de  tangente  opposée 
à  ô^  (').  Le  domaine  E,  limité  par  L  +  L',  aura  donc  pour  image 
un  domaine  e  tangent  en  9  à  la  circonférence.  Mais  on  peut  rem- 
placer L,  L',  E  par  L"^  I^'"',  E  "^  jouissant  des  mêmes  propriétés, 
E  etE"^  n'ayant  aucun  point  intérieur  commun;  limage  de  E^" 
sera  alors  le  domaine  e^*'  ;  les  deux  domaines  simplement  connexes  e 
et  e"  limités  par  des  courbes  de  Jordan  formées  d'arcs  analytiques 
et  tangentes  à  la  circonférence  au  même  point  et  dans  les  deux  sens 
ont  nécessairement  des  points  intérieurs  communs,  par  exemple  sur 
le  rayon.  Or,  ceci  contredit  riiypothèse  que  E  et  E"^  n'en  ont  pas. 

Il  est  clair  que  cette  démonstration  deviendrait  parfaitement 
inutile  si  l'on  supj)osait  A (  ^)  eontinue ;  mais  il  nous  a  paru  inté- 
ressant de  la  laire  dans  le  cas  général  pour  être  complet,  la  repré- 
sentation conforme  d'une  aire  sur  un  cercle  [)araissant  être  l'un 
des  moyens  les  plus  puissants  que  l'on  possède  pour  obtenir  des 
propriétés  des  domaines  étudiés  dans  ce  Ménuui-e. 

En  résumé,  si  l'on  fait  la  i-eprésenlation  confornu^  sur  un  cercle 
(hi  domaine  immédial  d  im  point  double  de  multiplicateur  infé- 
rieur en  module  à  1  unité  ou  égal  à  -f- i ,  ce  donuiine  étant  su|)posé 
simplement  connexe,  la  fonction  h{  t),  inverse  de  celle  (pii  ellectue 
cette  représentation,  \éri(ie  l'équation  fonctionnelle 

H[/m/i|  =  /'[?(/ ij. 

|::|il(^r)]  étant  la  substitution  donnée  dans  le  plan  des  ;,  et'D(f) 
une  fonction  rationnelle  telb;  qiu'  la  substitution  correspondante 
dans  le  plan  l  j)ossè(le  un  cercle  fondamental;  cette  substitution 
est  toujours  de  première  espèce;  elle  est  singulière  dans  b;  cas 
du  multiplicateur  égal  à  -h  i . 

40.  Supposons  maintt;iuuit  que /<(  0  ^*''^  méromorpbe  sur  la 
cireonfèreuce  C.  Nous  allons  démontrer  qu'elle  est  rationnelle. 
Plaçons-nous  d'abord  dans  le  cas  où  (ot)  correspond  à  une  substi- 
tution non    siugulièri!  adnx'tlant  le  |)oiul    invariant  t  =  o.  Comme 

(')  On  a  vu,  en  edel,  au  Cliapilre  II  qu'au  voisinage  d'un  point  double  de  celte 
espèce,  placé  à  l"orin;ine,  les  conséquents  d'un  point  ne  peuvent  tendre  vers  zéro 
qu'avec  une  valeur  limite  déterminée  w  de  rargumenl,  et  les  antécédents  avec  la 
valeur  limite  lo -t- ir  de  l'argument. 
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noii>  I  a\()iis  (Ic'jii    rciiiiii(jiic. niivniil    |>a<    dr  pc'dcs   (laii>  A  et 

étant  ("gale  à  i  en  module  pniir  |  /  ;=  i.  cl  |)lii->  pcliU;  que  i  pour 
/  =  o,onaiira,  |)our  j  /  |  i  /  << /•.  I  iiiri;alilc 

De  même,  à  r<-\l(rieur  de  A.  l'iiK-^alilé  i  '  |  =  p  >-  '  eiiUaîiie 
o(()\>y.\f\         (•/->!). 

Ceci  |io>(''.  /i  (  /  I  est  |iai-  li\  |»ol  liesc  m(''r()mor|)lie  poui'  |  /  |  ^  p  (  p  >>  i  )• 
Je  dis  ([ti  il  en  sera  de  même  |)oui'  j/|l_xp.  /.  elanl  le  noml»i<- 
(Hie  nous  venons  de  délinir.  ( ^onsMlérons  la  fonclion 

(|ui  e>l  ê^alemcnl  mêroinorplie  dans  le  eeiele  r(|/|^p).  On  a 
d  adleuis.  dan>  A  (  circonférence  comprise  ). 

11  s'ensnil  (|iie  F|c2_,(/)|,  où  C5_|(/)  (lésij;ne  lune  (juelc(»n(|ue 
(les  V  déterminalion  de  la  fonction  invfrse  de'i(  /),  est  é^alc  à  //(  t) 
c[  |)ar  suile  uiiilormc  daii^  A  el  sur  C. 

Je  considère  dans  le  domaine  1"'  (|/|<xo)  la  lonclion 

en  (  lioisissanl  une  -valeur  hieii  délerminée  mais  t|uel(H)n(|uc  de 
,;_,(0  en  un  jioinl  de  ('..  Tant  (pie  /  rcsle  dans  F,,  '^.  ,  (<)  reste 
(Jans  l\  car  si  l'on  a\ail  ,.5_,(/)|^s,  on  en  déduirait  \l\'^y.z. 
On  aura  donc  eu  ciia(pie  poinl  une  \aleiir  hien  dénnie  pour  H  1 /l 
puisque  |-  (  /  i  e>l  Lieu  déliiiie  el  unilorme  dans  I' ;  II  (^/ )  ne  pourra 
avoir  cojnme  siiii;iilarile  dans  T,  (pie  des  p('»lcs  ou  des  points  cri- 
li(pies  al<;él>ri(pies.  ces  derniers  ne  |)ouvant  êlre  (pie  ceux  de  C3_.,  (^). 
Mais  si  /  partaiil  d'iiii  point  /„  d(!  (1  et  demeurani  dans  la  couronne 
(F, — ^A)  decril  iiii  lacel  lournant  autour  d'un  point  criti(iue 
de  'i  I  I  /  I  pour  rc\eiiir  à  son  |)oiiii  dj-  depjirl.  'i_4  (  /  1  resle  dans  la 
couronne  (F  Ai  e|  p. ni  d  un  poiiil  /  ,  de  (  ",  pour  revenir  à  un 
aiili-e  poinl  /  ,  de  <  1.  en  soiie  (pie  1 1  (  /  )  j)art  de  la  \  aleiii'  I'  (  /  ^  ) 
pour  arriNcr  a  la  valeur  finale  II/  i.  Mais  ou  a  pour  loiil  point  /„ 
de  C 

!••(  /   ,)  =  !•',/'_,)  ==  h(t^). 

XI.MII.  l5 
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il  s'ensuit  (jiir  [!(/)  ic\  iciil  ;i  sa  \alriii-  imlialc.  I)  aillni  r^. 
[[(  /  )  ::=z  //  (  ^  I  <lans  A.  ![(  /.  )  est  donc  nnifornio  et  méroniorphc  dansT, 
cl,  <'sl  le  j)f()l«)ii^('mrnL  anal>Jiqiic  »lc  II  {^t  )  dans  ce  domaine.  Un 
voit  de  |)roclie<'n  proclie  (pic  li{t)  <îst  luéroniorplie  pour  |  l  |^x"  c. 
(picl  fpie  soil  ICiilicr//.  Donc  hit)  csl  méi»»nu)i"plic  dans  tout  \r 
plan  cl   \    \ciiflc  l()iip)urN  r('^(piali()n  lonci  loiiiicllc 

\\\ln  l)\--^  h['S)(l  \\, 

puis(pic  les  lone lions  analyticpics  des  deux  mcnil »rc s  >(>nl  l»i<'M  dcli- 
nies  cl  de  plus  égales  ciili'e  elles  dans  A.  Si  'i  (  n  atlmcl  un  pc'ilc  ù 
dislance  finie,  /'(/)  sna  lalioiuK'lIc,  tu  xcriii  de  (cIlc  ('•(pialion 
loiulionnclle  :  en  elli'l.  à  I  exlrrieui'  d  un  e('r<le  de  ia\nn  inrnii- 
nienl  grand,  une  luaiudie  (!<■  la  lonclion  es  _  ,  (^i  (  laniiliéc  ou  ikui  a 
l'inlini  )  fcia  eoircspondre  un  domaine  inlinimenl  pclil  cnliuiiani 
le  pôle  /  =  nr,  où  la  loïKiioii  I»  ;//[;'/  |(/l|!  prendra  i\t---  \alfui> 
iniinim<-nl  \oisines  de  la  valeur  bi(;n  dclernnnéc  (linuMui  infinie  i 
K|//(r7vi|.  Donc  li(L)  n  aura  pas  de  poini  singulier  osrnliel  à 
I  infini.  Pour  (uic  '^  i  /  )  |)osscd<'  iiii  p(~)lc  à  dislanec  finir,  il  >ullil 
4ni  «'Ile  nr  soi!    pas  d<'  la  forme 

-f(/j=  A/'/. 
où    \  csl    une  ((uislanle. 


i-j.  \oiisd(\(Uis  luainlenanl  «xamiucr  à  parL  re  cas  [jarl  nulier. 
IViais  aupara\anl  nous  rcmaripicrons  cpie  la  dcmonsIralMMi  (pie 
nous  Nt-nons  de  faire  ne  suppose  nullemenl  (pie  la  fonction  li[l\ 
fail  la  reju  tseiilalKui  conforme  de  A  sur  une  aire  simple  cl  siiiiple- 
menl  connexe,  mais  scidemeul  (pie  (M-IIc  fonction  est  lueromorplie 
dans  un  cercle  île  ra\on  plus  grand  (pic  I  iinile.  Nous  .dlons  de 
uu'mc  demonlrer  (pie  re(piali(Ui  lonelKUinelle 

l,i  \l'l)=\\\lnn\ 

ne  peut  l'Ii'c  \erifiee  par  aucune  fonction  meroiiKuplic  ou  enticic 
non  raliimnclle.  La  d(''mons|  ration  su|)|>oscia  toutefois  (pu-  K  (  ::  ) 
n'est  pas  du  premier  degré,  ce  «pu  netail  pas  nécessaire  tout  a 
riieure. 

Nous  écrirons  notre  ('(piation  sous  |,i  forme 

it\ci \  —  \{\iti  I  ^\      (  (/  :  ■  I ), 
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puisque  I  \|  doit  ('Ire  éfjnl  à  i.  cl  (in'oii  pciil  t>ri<iilrr  l(;.s  ;ixcs  (U* 
luauM'rc  (juc  sou  iiri;iiiiifiil  (l<'\  iciiiic  mil.  ()ii  pciil  siipposii-  (iiie 
lori^iiu-  Il  vs\  pas  un  |)(~)1<'  do  A  (  /  ),  sinon  ou  rcinplacna  A  (  / 1  pai- 
r-. — :  ULii  vénlie  iirif  «'■uii.'ition  de  même  lormc  Posons 

/i{  r»  I  —  y.. 

On  a  Pi (  7.  t  =  a.  et  iiu  cale  ni  imnn'-dial  mniilTr  (pic  le  dés eloppemcnt 
de  H(  r  )  anloiii-  de  v  =  a  coniinencc  par  un  hM'me  en  (;;  —  a)*?  ; 
a  cs|  donc  lin  potnl  doiihic  de  nnilliplicaleni'  nul  de  la  snbt^lilutioii 
COI  Tcsjjoiidanlc.  Si  I  on  pose  3  =  //  (^  ),  on  a 

|{„  I  .:  I  ==  A  (  /'/"  ) 
et 

liiii  \\„(  Z)  =  y.  pour  |/  |   <  1, 

n        ce 

c  e>l-à-dire  ipie  les  poinis  con  <'spoiidanl  à  if\i\  de  A  soiil  inlc'- 
l'ienrs  an  doniamc  ininicdial  I)  de  y,  ce  (pie  nous  na\io!is  pas 
siipj)os»''  a  piidi'i . 

(-CCI   posf',  deux   (ils  s((iil   a  disliu^ucr  : 

1"  LéqnalioTi  In  O  =  a  ad  ni  cl  nue  laciiic  Z„  antre  ipic  zcio.  On  a 
é\  ideililiieiil.    (pic!   (pie  suil    //. 

I>y''!")  =  R«f/M/„)|  =  M„,a)  =  a, 

et  si  (,)  dcsii^nc  une  lacine  (jueicontjiic  de  l\'([uation  (oi"  =  1. 
//  [  I  (.)  /„  )'/"  \  =  \\„[/ni<,(^)\  =  y.. 

l)onc     //((.)/„!     esl      lin      aiitecedeiil     de    y..     Les     poinis     (.)/„.     où 

OJ '=  (i  f"  .  loinient  nu  ciisemMc  dense  sur  la  circonleri'ncc 
|/|  ^^  |''it|-  ^  ""  •"'<■  •'•'  celle  cii((uilereiic('  ((Milciiaul  /„.  la  liuiclnni 
;  -—  A  (  /  I  leia  ((urespondre  un  arc  de  coiirlic  c(Uilcnaiil  y.  d  une 
inlinili'  (riinUM  cdenis  a\aul  -/  p(Mii'  point  liiuilc.  ce  (ini  cs| 
iinpossiMe  |)nis(pie  a.  poinl  doiihie  allraclil.  nCsl  |)as  limilc  de 
ses  propres  aule(  (•dents  anires  (pu'  Iim-iik'iuc. 

Piemaripions  (pie  l'cipial  1011  Ai/i  a  aura  loiijoiirs  des  laiiiies 
non  nulles.  s|  dans  le  plan  des  ;  |e  point  y.  a  des  iinléiédcnls  dis- 
lincls  de  lui-in("nie.  Imi  ellel .  on  pourra  en  liouver  un  pour  |e(piel 
{('■(pial  ion 

/!{/)  =  y-,. 
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iiiira    une    soliitioii     i'    (  lliéoivino    de    Picard);  or.     //(^)^=a_^, 

cnlriiînc 

/iit'1i'>  =.  R,,[h(f'}]  =  R/,(a_/,  )  =  a, 

cl   /   cLaiil  didcicnl  ilc  zéro,  d  en  est  de  in«''mc  de  /''''. 

:>."  Supposons  (pic  /<(^  )  :^  y.  nall  pas  de  racine  aulrc  (pic  zéro  et 
(pie  pai-  C()usé(picnl,  dans  le  plan  des  ;,  le  point  double  a  nail  pas 
daulrc  anlécedeiil  (pie  liii-iiK'nie  :  c'est  dire  que  la  substitution 
z-f  =R(;)  se  rainénc  à  la  loriuc  polvnoniiale  pai'  une  transforma- 
tion lionio«:;raphi(pi<'  qui  rc|elle  y.  à  1  inlini. 

Soit  ,T  Tcnscinhlc  parfait  caractéristique  (pu  se  c(ui(ond  ici  avec 
la  frontièn!  du  domaine  iuunédiatD  de  a  dans  le  |)lan  des  z.  Nous 
appellci'ous  points  "Ç  les  points  de.f .  I/éqnalion  /i  i  f)  :=^'Ci\  toujours 
des  racines,  car  les  points '.^  ont  toup)urs  une  infinité  d'antécédents 
distincts  et  l'on  en  déduira  (en  vertu  du  raisonnement  lait  |»iéeé- 
demmenl  pour  a)  rcxistcncc  de  ces  racines.  AOus  apj)ellerons  ij 
l'ensemble  di'S  points  0  <\u  plan  des  /  (pn  (correspondent  aux 
points  ^  de  if.  C  est  un  ensemble  parfait  constitué  j>ai- un  ensemble 
de  cercles  conceni  riipies  à  A.  En  efVet  : 

a.  Si  0  appartient  à  (|',  il  en  est  de  même  des  points  Oe  ''"  .  //,  ^i 
entiers  (pieleon(pieh  cl  cc>  points  sont  denses  sur  la  eirc(H\férPnce 

h.  Si  Ô'  corresj)ond  à  .Ç.  il  \  a  une  inlinité  de  |toints  ^  autotir 
de  V  ,  donc  nwv  infinité  de  points  0  autoui'  de  0  ,  puis(pi'il  v  a 
correspondance  continue  entre  un  élément  d'aire  du  plan  des  c 
eiilourani  .^'  cl  un  élemenl  de  surface  de  Hicmann  à  un  iH»n»bre 
Uni  de  feuillets  du    plan  {\es  l  autour  de  0'. 

c.  Si  des  points  0  tendent  sers  le  point  limite  0',  h  (  0)  tend  \eis 
/m  6)  ;  ^  tend    \crs  'C'  (pii  est  de  .-î  :  donc  0'  est  de  (,'. 

La  section  de  (|'  par  un  ia\on  issu  de  roiii;ine  est  un  eiiscmblv 
ferme.  Soit  alors  ;„  un  point  intérieur  au  domaine  1)  de  y.  tel  <pie 
re(piation  //  (  t)  —  r,,  ail  une  infinité  de  racines  \\\  \  en  aura  une  /„ 
extérieure  à  A.  .le  mène  le  ra\on  ()  ^o  <"'  'Soient  o  la  section  de  (,' par- 
ce rayon,  inn  riiiler\alle  continu  à  <1^  (jui  contient /„,  l'ia  coui(uine 
engendrée  |)ar  la  rotation  de  nui  autour  tic  I  orii^ine.  (  hiani  / 
d(''critl'.  le  point  c  // (  /  )  deciit  un  domaine  d'un  seul  tenant  dont 
tous   les    points   fronliércs    |>ro\  i(>niïent    de  la  frontière  de  1' et  ])ar 
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^i»il«'  ap|)arli(iiiifnt  à  J  ;   ce  (loinaiiic    conlicnl    :■„    |)nis(|iie  I'  coii- 
lienl/,i-  H  <l<»il  donc  coïncider  a\('C  le  domaine  I)  du  |)()inl  a.  cl  par 
suite   contenir  a.    Or  F  ne   contenant  par  livpotlicsc  aucun   point 
racine  dr  r<''(piation  /i  {  t  )  ^=  a,  la  contradiction  c>l  inaiiilesle. 
On  peut  donc  énoncer  !<•  tliéorcnic  Mii\ant  :  ■■   I,  iipiation 

h(f'/)  =  n\/iin\. 

où  H  ot  une  liaction  rationnelle  Ac  d(';;ic  plu>  i;iiind  cpir  i  i-l 
h(t)  la  lonclion  inconnue,  n  admet  aucune  solution  mcromorplie 
ou  enlicre  <pii  ne  soil  pas  raticMinelle.  »  L  ne  discussion  cicincntaire 
(pie  nous  omettons  montre  tpic  jc>  scuirs  soluiions  rationnclirs 
s  i»l)ticnncnl  par  I  idciil  itc 

(/'/)'"  =  C/"')7. 

i!2.  \ous  avons  cnrm  à  rxamincr  le  ca>  i\\\  point  doiil)lr  de 
mulliplicatciir  (■i;al  à  -)- i  ,  c  est-à-di  re  de  ri(|Uiiliiin  lonclion- 
nelle 

H[A(/)J  =  //['f(0|. 

où  'i  (  /  )  correspond  à  une  Milot  il  iil  ion  Miiiiiilièic  de  première 
espèce. 

Il  est  commode  de  sn|)[)oser  (pie  la  repri'senlation  conl(Mnie 
de  D  a  (''t(''  laite  non  sur  le  cercle  uiiiti',  mais  Mir  le  demi-pla;» 
r">(f)>(>,  et  de  manière  (|ue  le  poinl  doulde  7.  correspondi'  au 
p(Mnt  à  !  inliiii  du  plan  des  /.  ■:,{  (  )  est  alors  de   la  iorme 

Jm^  f  —  a 

les  (i  étant  réels  et  les  \  positiK.  Imi  pusiiiit  f^x-{-/j\ 
If  =  'j(  /  )  =^  X,  H-  /')',.  on  ohlient 

\'^         \(  T  —  «■/  ) 

^^{x  —  a)-^  y- 


y\  =^  j- 


Oii  a  loiiiours   —   '     I  .  Poiii' ./  iiilinimeiil  l'iand,  ./•,  est  iulinimeiil 

y 

voisin  de  ./•  et  plus  petit  (pie  ./    en  \aleur  ahsdjui';  ii  e^l  inlimmcul 
voisin    de    y.    (lonsideroiis    al(Us    d;ms    \,-    demi-plan    supérieur    le 
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Cl  m  loin-  (  fii: .  -  i  Iniint'  |>;ir  r|rii\  droilcs  jf  --   m  ;  cl  la  droile^'  ---  y^. 
Si  ç  csI  siillisaininciil  i;raii<l  <ni  cniislalc  ai>cmcnl  (jiic  le  (Ifiniaiiic  E 
cxlciiciir  à  i'^-  coMlmii'  ol  c(nilcini  dans  son  c(iii>c(|iiciit  'it  I'!  ). 
(-)ii  a  cuMiilc 


M 


.^^(  .r  —  a  1-   -  )••'       jimà 


les  (0  (-l  an  I  les  a  r^  11  m  en  I  s  des  ([iiiinl  ili's  ::  a.  (^)iiand  /  csl  i  nie  rien  r 
à  la  l)ande  l*QRS,  M  a  un  ininiinnin  non  nul.  .1  appelle  -j.  un 
nonilire   posilil   an    pins  «'^al   à  ce  iiiiniinnm  cl  an  pliis  é^;il  d  aiilrc 

par!    à    y,-.   Je  définis  eiisiiilc   les   nomhres  Vji.y, ^ y,„.    par  re 

cnircnee.  coinine  il  snil   : 


J'appelle    E,  E"',  .  .  .  .  J*!'"^ les    domaines     Innilcs    |oiip>ni> 

|)ar  les  deux  droiles  x  ;=  rh  ç  cl ,  sneeessn  cnicnl ,  par  les  d  roi  les 

.''  =  ■'■,i-      y  =  '',ii       •  •  ■■      y  ~  ■'■."• 

Ji'  dis  <pie  si  /  esl  dans  1']"^  'i_,  (  /  )  se  fa  dans  E  l  (picllc  cpic  soil  la 

Fi^.  ■'■■ 


^9. 


ife^-1:-:^' 


-4 ' 


'  R. 


'Vz 


"^..i 


^     i - 


hrancln'  de  celle  loin  lion  (pic  l'on  coiisjd/'iy  )•  Sinon  'i_  i  I  /  Werail 
dans  la  Itande  IM)|\S  cl    y    ,  sciail  siqx'Micnr  à  y,.  (  )n   aurait   donc, 


—  223  — 

•1.  I-         •  •  I 

III  riiii;ii(|iiiiiil  (|iir  r -f- '     <""'l    une    iitiiclniii    <roi>saiilr  «If    )■  nnnv 

y  "  -  Y,  I  il  ciiii^c  fie  •).  _  r,-  ). 

iNI  ;j.  IX 

!)(•  mriiir  1rs  aiiticcdfiil  >  des  |)()ml>(l('  l*!'-  sciiil  iliiiisF/''.  ..., 
t;l  ainsi  ilc  smic.  (,(•>  domaines  (iinsscui  par  coiiiiJicndrr  un  poml 
(|iirl(<iii(jiic  du  |ilaii  a  disiaiicc  linic.  car  les  Y,„  Iciulcnl  vers  I  infini 
I  cominc  yj n  I.  C)r.  s|  // (  /  )  ot  nu'ionim  plie  dans  le  donn-plan  infé- 
ricnr  «■(  sur  I  a\c  n'cl.  (dlr*  sera  infinmorplic  dans  un  doinainc  Ici 
•  MIC  1'.  Le  raisiinncincnl  lail  dans  |c  cas  d'iinc  snlisi  i|  uhon  non 
sin^iilicrc  est  alors  applicalilc  :  Ai/i  csi  rationmdlc.  cai'.  par 
Inpollicsc.  le  |ioinl  à  I  inlini  cs|  un  point  ordinaire  on  un 
p(Me. 

(  )n     p<Mil    donc     iiiaintenanl     énoncer    le   tlié<uèine    yencral    i|iii 
siiil  :  Si  /|  = 'i  (  ^  )  désigne  uni'  suhstil nlion  raliunnelle  (ulineL 
tant  le  cercle  fondainenlal  à.  et   de  première  espèce,    cl  11(2) 
une    fidclion     rationnelle     fj iiclcontine,    V étiKation      fonctimi- 

nelle 

h\'s.\t  }\  -ST.  \{\ln  /i| 

n  ndinel  ((uciine  solution  rnrro/norp/if  (huis  le  cercle  A  l't  sur 
sa  eirconjerencc  ifiii  ne  soit  nue  fonction  ralionm-lli' . 

(  )n  M'iiliera  aiséincnl  (pn-  cel  «'•nonce  es|  encore  exact  ipiaiid 
I»  I  ;  I  est  du   pi-emier  dei:ii'. 

W.  Supposons,  inainlenanl.  «pie  /m  /  i  soii  n'^iiiièrc  sur  un  arivr 
«le  C  :  la  («tnet  ion  'i  i  i  /  i  n  a\  an!  pas  «je  point  cril  i«pie  sm-  ( ,.  ja 
relal  ion 

montri'    «pu-    //(/).    meroinorplie    «laiis    A    et    rci;uliere    >ur   I  ar<'    7. 

s«ra   inér<nn<)r|die  mii   lare  t,  -^©(t»   cl    de  luèine  mii   ij.  T:, 

Or  a-  recoin  re  toute  la  circDnlV'reiue  pour  une  \aieiir  liiii<-  i\v  p. 
(  )ii  peut  donc  eu«  «>re  din-  «pie  ton tc  solution  de  I  ('(fimlion  foiw- 
linnnelle  précédenle^  laèroniorphr  a  l' intérieur  de  A  ft  tfui 
n'est  pas  une  jonction  rationnelle,  admet  (!  comme  lii^ne 
s  in  l' u  lie  I  -e  essen  t  ic  lie . 

Nous    allons    inainleiiant     ii'clurclier    ipii-jles     peuvent     «-lii-     les 


Iiaclions  raLionnelles  vc'-riliaiil  celle  équaUon,  eu  nous  bornanl  au 
cas  le  plus  intéi'essaut  (u'i  h{t)  l'ail  la  repi-ésenlalion  eonlonne  de  A 
sur  le  domaine  siinpleiiieal  connexe  I)  du  point  d(»id)le  a  de  la 
substitution  z■^  =  1\(  c  ). 

/i(^  )  étant  rationnelle,  (piand  /  décrit  C,  z-  =  h[l  )  décrit  une 
courbe  al<;ébrique  unicursale  tiont  certains  arcs  peuvent  être  par- 
courus piusieuis  fois  et  admettre  des  poinl>  de  rebtou»emenl  ; 
SI  0  est  un  domaine  aussi  petit  (pi"on  le  \eut.  entourant  un  point/,, 
de  (î,  les  domaines  conséquents  o,,  o^,  ....  o„,  . .  .  couvrent,  à  partir 
d'une  valeur  finie  de  //,  tout  le  phm  de  la  vaiiable /,  ^aul' peut-être 
l  entourage  d  un  ou  de  deux  points  doubles  e\cej)tionneb  :  |)ai' 
consécpient  si  z„  -^^  A  (  /„  i,  un  domaine  arbitraii'cuient  petit  cnlou- 
lant  :;„  aura  [)Our  consécpient^  des  domaines  du  plan  des  -.  (pii,  à 
partir  d'un  certain  lani;,  le  lecouvriiont  tout  entier,  sauf  peut-être 
l'entourage  d'un  ou  de  deux  points  exee|)tionnel'?  ;  il  \  a,  en  effet. 
corres|)ondanee  continue  entre  le  plan  simple  des  /  et  une  surface 
de  liiemann  à  p  feuillets  cou\rant  le  plan  des  r.  en  ap|)elant />  le 
degré  de  h{l)'.  z„  x-ra  donc  bien,  couime  il  fallait  sy  attendre,  un 
point  de  l'ensemble  |)arfail  J  relatif  à  la  s^ubslitution  r,  ^:^K{c).  Si 
maintenant  /  (b-ciit  rinicricur  du  ceicie  A.  ::  décrit  un  domaine  I) 
(|ui  est  bu'ii  un  domaim-  imnu'duit  du  |)oiiil  a.  cai-,  autour  d'un 
|)()int  de  A,  la  suite  des  's„  i  (  )  conxeige  iiiiiloi'nK'meiit  vers  o 
{a  étant  le  centre  de  A  ou  un  |)oint  de  la  circonlercnce  suivant  (pi'd 
s  agit  d'une  siibstil  iilioii  ordinaiic  ou  singulière);  donc  autour  de 
clia([ue  jKunt  de  1)  les  1»„  (  c  )  coinergent  uniformément  vers  a. 
Si  enfin  t  décrit  rextéiieiir  A'  de  A,  c  décrit  un  domaine  I)';  dans  A' 
leso„(f)  convergent  \crs  /y(/>z^ocyu  />  =  «  =  !  suis  ant  les  cas  )  ; 
donc  dans  D'  les  ll„  (  ^  )  con\ergcnt  vers  [i  =  // (  b):  l'ensemble  des 
domaines  D,  D  et  de  la  coui'be  // (  C)  couvre  loiitle  plan  des  c  et 
Ton  \oit  bien  ainsi  (pie  la  ((mrbc  I  ransforim'c  de  (]  est  identupie  à 
renseml)le  ^. 

Ceci  posé,  SI  A  (  /  I  II  est  pas  du  premier  degré,  les  domaines  D 
cl  D',  contigus  à  -T,  ont  des  |)arlies  communes,  sinon  un  point  de  D 
aurait  plus  d'un  homologue  dans  A.  Donc  ces  deux  domaines  D 
cl  \y  coïncident;  par  suite,  le  domaine  fermé  D -f- ,f  comprend 
tout  le  plan.  Il  \  a  donc  deux  cas  à  distinguer  : 

i"  Le  domaine  I)  avec  ses  points  frontières  ne  couvre  pas  tout  le 


|)lan  ;  h{  l  \  est  alors  une  lonclion  honioo^rapliique,  cl  r-,  =  R(^  ; )  csl 
t'IIe-mènu'  une  s'.ibstitntion  ;"i  cerrlc  rondamontal  de  premièi'e 
cspèco. 

2"  Le  domaine  1)  a\ee  sa  iVonlière  J  con\re  loiil  le  plan  :  In  /  > 
ne  peut  pas  être  du  |)rernier  (le<;i-é  ;  je  dis  ([u'elïe  sera  dn  second 
<lej;ré.  Soit  5n  un  poini  de  ,f  dislincl  des  points  critiques  de  la 
lonction  t{z-);  les  p  |>(iii)is  correspondauls  /„.  ^„..--  sont  dis- 
tincts et  situés  sur  C;  si  à  partir  de  :„  on  déplace  le  [xtini  r  iiili 
ninient  ])eu  sur  la  noi-inah;  à  <,y,  les  p  points  /  correspondant>  mmiI 
subir  des  déplacements  normaux  à  (".  à  partir  de  ^05  ^o?  f-'oi  ■  ■  ■  •  '''^ 
uns  vers  l'extérieur,  les  autres  vers  l'intérieur.  ^lais  à  deux  dephi- 
cenïenls  élémentaires,  de  sens  contraire  de  r,  correspondent  des 
dt'placements  de  sens  contraire  pour  cliacun  des/;d«uic  si  lOii 
a\ail  yy  >>  2,  à  un  |)(»m[  :;  de  D  >itu('  (lan>  l<'  voisinai;e  de  c„  d  ini 
certain  côté  de  j"  correspondrait  |)lus  d'un  point  t  intérieur  à  A. 
On  a  donc  y>  ::=:  2  et  les  deuv  |)oinls  eiilicjues  de  h_f{t)  sont  les 
deux  extrémités  de  ^  correspondani  aii\  <leux  zéros  de  //  (  /  1 
sil  ués  sur  C. 

Pour  achever  la  (h'-lcrmination  de  // 1  l  1.  on  |)eut  supposer  (pidn 
a  transformé  la  relation  z-t  =\\(Z)  par  une  transformation  liomo- 
|iraplii(pu'  préalable,  de  nianiéi-e  (pie  les  deux  extrémités  de  la 
couihe  .7  (|('\  icnnciil  ic>  dcii\  points  c  _=  o,  ;  1=  oc.  V.n  outre,  on 
peut  laire  la  ie|)ré>enlalion  cojdoi'me.  non  pas  sur.  1«;  cercle  unité, 
mais  sur  le  demi-plan  supérieur,  de  manière  que  les  |)oinls  /  -^  o, 
/  =  00  correspoiidcnl  aux  points  z  ^^  o,  ;.  .izz  x.  La  iclalutn  z  —/n  f  ) 
dcNient  alors  :;  =  V/-.  On  pourra  même  [)rendre  A  — -  i.  i^a  Mihsli- 
tiition  ;;,  ^=z  R  (  r  )  <'sl  donc  Tune  de  celles  étudiées  au  ("diapilre  III 
(  n"  2o)  qui  laissent  imananls  un  arc  de  ceic  le  et  le  domaine  exté- 
rieur à  à  cet  arc. 

Soit  maintenant  i)  le  domaine  d  un  point  doultle  a  de  mullipii- 
cateur  <  i  en  module  ou  égal  à  -|- 1 .  Si  D  est  simplemeni  connexe 
et  SI  sa  (ronlicre  po>>'ède  i\n  arc  aiiahlupie  isole,  la  loue  inui 
/  :=  ^  {  z  )  (pu  lait  la  l'cprf'senlalion  de  I)  sur  A  l'st  analvlicpie  >ui- 
cet  arc;  li-ciproquemcnt,  ::  =  //(/)  sera  analvli(pie  sur  un  arc 
de  (j.   (  )ii  pcul  donc  énoncer  le  llieorcmc  s|ii\anl  : 

Soil  y.  lin  point  tloublr  de  la  substil iilinn  rafinnncl/r  z,  \\  (  c  1 
(Her  la   condillon     W  (  a  i  ,  <r  1  on  W  (  x  )  -     +  1.    SI  le  ih^nidinc 


ini/nédiaf  I)  de  i.  rst  simplemrni  conne./e.  el  si  sa  J ronlièrc 
présente  un  arc  analylifjiie  isola  i  '  ;.  cette  frontière  est  tout 
en  lière  constituée  par  une  circonj  érence  ou  une  droite  :  ou  In  en 
par  un  arc  de  ciicnn  férence  ou  un  sei^nwnl  de  droite. 

Lii  Mili^l  II  Ml  Kiii  (■•>!  iilois  (III  l)ii'ii  une  -Il  1)-^!  il  iil  mil  m  cfrclc  loii- 
(liimciilal,  ou  Ijicu  1  iiiir  de  (rllrs  (|iii  s  en  (Icdijisciil  |»;ir  iiiic 
lriiii>r<)rniali(Hi  du  >('roiid  d(oi<-. 

il.  l'u'Ntiuiiis  inamlnianl  au  ca.»  ^ciicial.  nu  I  nu  \\v  su|)pos<' 
|)a-  (|iir  //  (  /  )  >oil  aiuiKlnju*'  tu  (|u<'l(|iic  |ininl  de  ("..  l'aisoiis 
d  alxird  (|url(|ucs  i('mai(|iic>  au  mijcI  de  la  d<'l<Tiiiinal  nui  fllccliv*' 
de  celle  Ituicliitu.  Si  nous  luuis  placniis  dan-  le  ea>  uoii  MH};ulu'f, 
eu  preuaiil  // (  o  )  --  7..  r('(|iial  iiui  l'ouel  louuelle  (|ue  \eiilie  /m  /  ) 
|>ei-incllia  trcdilenir  par  ideul  ilieal  nui  I(MI-  le>  eoellicieiiK  de  son 
d(''Velo|)|)eiueiil  eu  >eiie  de  Mae-I  .au  il  u  (|iiaud  ou  se  diuiue  le 
«■oeriicieui  de  /  | //  (  »)  )  ^^  o  |,  iuai>  à  etnidiliou  (|iie  le>  eoclficiem^ 
de  la  foiieliiui  raliounellc  'i  (  /  )  soicnl  eouuu>.  «1  (|ue  \\  (  y.)  ne  soil 
|ias  nul.  I  )aus  le  e;is  ^cueial.  «ni  ii  apei'coil  a  ne  nue  nui!  iode  simple 
pour  délenuiiier  eellu  louelioii  i  (  /  I  ;  mais  il  \  a  iiii  cas  parlieiilier 
ou  la  soliiiiou  e>l  imiiH-diale:  e'esl  ((diii  où  a  est  nu  poml  douMc 
de  iiiidl  ipliealeiir  nul  u"a\anl  pas  d'aiil  re  aiih'eedent  (pie  liii-nuMue 
dan.s  J).  ce  (pu  implupie  (pie  la  lou(  hou  Iv  i  (  r  I  reslreiule  a  I  )  il  a 
|ias  (raulre  poiiil  crili(pie  (pie  a.  Le  domaine  I)  esl  alors  simple- 
meiil  c(Miue\c  el  .il/)  esl  éi;al  à  (t  \  léqualliMi  loucliouuelle 

l\{l'i }  =  H[/m  /ij 

peiiucl  al(Us  de   dclciiuiuci'    les    coellicieuls  de  li  [  I  \.    Si    I  on    pose 

h{t)=^%   :    n\l       ua-i...  '  iii       (>  I. 

on    \eii'a    (pie    //,    csL    dclcrmiuc    p;jr    lc(piali(Ui    u'/^  el    i^ttv 

u>,    //:i.    ...    s(d)l  ienneni    eusuile    par   des   é<|ualions   du    premiei 


(I)  L>iMie  iii.mKi.-  plus  |(iL'i  isf.  wmw-  iIcmhi-  mi|i|!..-(t  <|ii'iiii  (pciil  Irjicer  ;'i 
l'iiilérieiir  tic  1»  ime  loiipiut-  L  al>oii(i.ss;iiil  en  tlciix  |i(imls  iVoiiliores  ac<  e.ssiUlfs 
(lisliiicls  <l  divisant  P  en  deux  d'inutiiifs  parluls  I)'  ,i  \\ .  donl  lim  D  osl  limilc 
pal'  I.  ("l   par  iiii  arr  analyli(|HP  t'aisuiit  partie  de  lu  fronliiTc  de  I». 


<l«'j;i-o.  Il  <■>!  imililc  <\r  s'vivïiâvf  >ni  ces  t"(iiinulr«.  <rirlenlili(-iilion 
(Inni  il  ri  \  ;i  |>;i>  :;innH"rlio<c  à  hici-:  mai^  il  Csl  inl<'ir-«^;Mil  i]v 
not<'r  rinOii  pciil  (h'iciniijwr  lr>  cocfficioiit'-  de  /lit)  par  des 
n|)(rjilioiis  (•Iciiinilaitcs.  (  )ii  |)(iil  |)rcii<lrc  ((•ininr  oxemplp  la  lonc- 
lioii  I»  (  c  I  )  ::-  :■■'  :  le  (Uimaiiif  imint'rlial  du  |»(  h  ni  «Ion  1)1  r  r  =  j) 
ol  ICI  >imj)l(iii(iil  rniiiwvi'.  car  narim  les  lini>  piniiK  cnlKiiirs 
;;  (1.  r  =:  ce.  z=r  ^^.  de  la  fonction  R  ,  (  ::  i.  U'  premier  scnl 
apparli(!nl  an  rioniainc  !)„  (I*;  point  z  =z  i  apparliml  à  I),  ipii  c-;| 
d  ordre  de  conncxnm  iidini  i  :  on  a  ici  'i  (  M  =  /-  cl 

I  I  ■J'-'i 

î  V».  y-*  7.' .  >* 

l)an>  rcxcinpli-  ad  ncl.  analoi;iic  a  d  aul  icn  cImiIk-s  an  (  iliapilrc  \  . 
la  Ironlicrc  de  l)„rs|  nnc  coiirlic  de  .loidan  simple.  Il  >  cn-nil 
(pic  // (  /  )  csl  conlinnc  >ni'  >on  ccnic  <lc  coin  cr^cncc  ;  clic  n  c«*I 
donc  nnironni'-mcnl  cons  cri;cnlc.  le  domaine  f),,  élan!  borne, 
coinini'  il  roiille  d'un  llieorcme  de  M.  I-Cji'r  i  '  i.  (  )ii  pourra  donc 
repr<'>onler  la  Irimliére  en  (ple■^lllln  par  lc«  ^erie-  imdormémenl 
corn  crj^cnie-  : 

.c  1      \,i    I    Al  »c>-o        l!|   >iii  -i       .  .  .  -r    \„  (•i>>/«-i   +    l!„  '■iii  //  9  —  .  .  . , 
y  r^  |{|i        \  I    ■^in  'i  —  r>|  los'i  +  .  .    -4-  \^  siii  /j 'i  —  1'.,,  (■()•>«  z  -^  .  .  . . 

le»  coellictcnl  -  V  cl  II  clan!  calcule»  exaclemeiil  partie-,  operalioii-^ 
elcinenlaire».  I)an»  le  ca»  général,  non-  ne  »a\oii>  pa»  »i  nue  Icllr 
reprcMiilal  ion  c»!  po»sil)|e.  // i  /  i  poiivani  n  èlre  pa>  coiilinne  sur 
son  c<'r«  le  de  coiiNcr^cncc,  par  exemple  -i  la  Ironlière  éindiée  a 
<les  prnni»  inaceessiMcs.  h.nlin.  »i  I  on  -ail  d  avance  cpriine  telle 
rcpre-cnlal  ion  esj  pu»sil)li'.  il  maïupic  un  mo\cn  de  calculer  -iim- 
plemenl  les  coellicicnl>.  laiil  tpi  on  n<'  sait  pa>  delcnuiner  eHecIt- 
\emcnl  la  fonclion  ralioiiiielle  ci  (  /  M  -  i.  Il  >e  pose  donc  un  eerlain 
iKUiilire  (\r  (pi<'>lioiix  rpi  on  devra  rcsniidrc  pour  rpi  ou  puisse 
ciin-iflérer  <•e■^   C(iiirl»ev    Iriuiliercs    c(Uiime    edeclivemcnl    connues. 


I  l..  I''i;.ii':i!.  L(t  converf,'eitre  sur  sr>n  rrrr/e  >/>'  convergence  li'inie  srric  de 
/iiiissaiices  e/fee/urni/  une  reprexeiilntioii  conforme  ihi  i  errfe  sur  le  />/'in  v/////»/c 
n:.  H.  Arail.   Sr..  t.  l.iC.  i.,r;.  p.  V'-'n) 

(  -  )    Dans   |i;  (•;«■.    on    K    i  3  )    n>si    pas  mil.   il    f.uiHi'iiil    iiii-si   citliiilri    |>i't'.il.il»k- 
nii-iil   I  /(   (  I)  I  |. 
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lo.  I.aissanl  décote  ces  (litficiillés,  nous  allons  essayer  d'obtenir- 
(juelques  propriétés  de  la  Ironlière  /  de  I).  .le  considère  >ur  la 
circonférence  C-  un  point  douMc  I  de  la  snbsiiliilion  /,  =  es  (  / 1  : 
c'est  nn  point  double  répnlsil  à  mnlliplicaleiir  réel  cl  positif  (  en 
laissant  de  côté,  dans  le  cas  dnne  substitution  Mniitilicrc,  liinicpic 
point  double  de  niiiltiplicateiir  -f-  i  ).  i^ir  un  |)oint  intérieur  à  A  cl 
voisin  de  t  .  on  j)eul  faire  passer  mie  combe  lUNanaiile  et  nu'iue 
iinalyli(pic  aboutissant  en  /  ;  il  lui  ((urcspoiidia  dans  le  plan  des  3 
une  courbe  conliuue  intéruMire  à  I).  formée  d  une  cliaine  d'arcs 
ant<''C(''denls  (  :;„::_,.  :■_,  :■_  ._,,  .  .  .  ),  lare  r  „  ,)  z^,/  se  déduisant 
de  1  are  :■_„  :;  _  „^|)  |)ar  la  subslitiilion  [  ^  |  R  (  c  i|.  On  a  deinonlrc'- 
(  Cbap.  \.  Il"  )Î3  )  qu'une  telle  (-oiirbe  aboulii  en  un  point  Iron- 
lière unupie  (pu  est  un  point  double  de  la  subsl  il  iil  ion.  A  loul 
point  double  /  correspondra  ainsi  un  poml  double  ;  ,  mais  à  deux 
points  ^  (lislinels  peuvent  correspondre  i\c\\\  points  c-  (onfondus 
en  un  seul,  les  deux  cbeniins  (jui  aboulisscnl  en  c  ('tant  séparés 
par  la    Ironlièic   (^).    Voici   un  exem|)le   où   eetle    circonstance  se 

produit  ;  posons 

K{  .3)  =  ^  -+-  :;•>. 

et  laisoiis  la  l'epresenlalion  eonbuine  du  domaine  du  point  à  linlini 
(pu,  on    le   \eria   laedemenl,  esl    siniplemeiil    connexe:    pour  3  réel 

ou  pu  reine  ni  imaginaire  mais  non  nul,  c.  r , .  r-.. :■„,  ...  croissent 

en  valeur  absolue  et  tendent  vers  l'infini;  le  domaine  1)^  comprend 
donc  les  axes  (le  coordonnées  sauf  l'orijiine.  D'antre  part,  le  point 
::  =  o  e^i  un  polnl  double  de  niulliplicateiir  -4-1,  mais  (pii  compte 
pour  (piaire  points  de  cette  espèce  réunis  en  un  seul  cl  donne  lieu 
à  une  eloile  à  (piatre  braiu  lie,  c Cst-à-dire  à  rpiatrc  domaines 
imiiK'dials  dislinets  assemblés  aiiloiir  de  roiii^ine  cl  d  adleiiis 
symétrupics  cliacun  par  rappori  à  lune  des  bisseci  nées  des  axes 
de  coordonnées.  I  /ensemble  ,f ,  (|ui  est  coni  inii  et  se  conlond  a\  ce /. 
aura  done  des  poinis  au  voisinage  de  rorii;me  dans  cliacun  des 
(pialit;  angles  des  axes  ;  donc  les  cpialre  eliemins  ./(  ),  J'C).  ,r  O,  )'  (  ). 
(pii  aboulissenl  au  point  d(»iible  origine,  soni  sc'-parés  deux  à  deux 
par  des  branelies  de  la  courbe/.  La  fonclion  ':;  (  /  1  sera  ici  égale 
à  /  '  cl  I  ('(pialion  /  '  i^=r  /  diMinera  les  (lualre  piunls  doidilcs  répulsifs 


(')    \'oir.  pnr  cxomiilr,   MoMii,    Sur  hi  /■f/ufscii/ft/ion  <nn/(>r/>i<\  p.    '(>. 
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sur  (1,  f  r=  zt:  I .  ^  =  dz  /.  ;ni\(Hicl>  correspond  le  >eul  poini  z  ^=  ** 
(|iil  |)eiit  èti-e  regardé  comme  lu  rciniion  de  quatre  ])oiiils  Irontlères. 
De  même  aiix  points  péi'io(li(jiies  d Ordre  p  sur  C  eoi  icspondronl 
sury  des  points  pénoili(pies  d'oi'dre  f>  on  di\isciir  de  />.  Il  est 
{)robal)le  cjne  parmi  !(•>  pomls  p('riodi(jiic>  en  nomhrc  inliiii  (uiOn 
obtient  ainsi  siii-y^  il  \  en  a  une  infinité  qui  sont  disimets.  mais  je 
ne  sais  pas  le  démontrer  dan-  le  cas  ijénéral. 

m.  Supposons  mainli-nani  (pie  h  (  l  )  soil  eonliniii'  sur  un  are  t 
de  (]  et  de  manière  qu  à  deux  \aleuis  de  /  dislinetes  eorrespondeni 
deux  valeurs  de  c  disimele-;  on  aura  aloi's  un  are  /'de  /  Consliliu' 
par  une  roiirbe  simple  de  Jordan  el  (pu  renreniiera  une  inliiiil('- 
dense  de  pomls  periodupies  :  huis  ('es  point-,  ^aiil  un  nombre  fini 
d  enli'e  cu\,  s(M'oiit  répulsirs  (dliap.  I\  ,  n"  )}()).  Il  -Cnsiiil.  eomnn- 
niMis  allons  le  \oir,  (pie.  -au!  dan-  le-  deux  cas  simples  (.'xaminés 
au  n"  i3,  la  eourix'  /  aura  une  inlinile  parloul  den-e  de  |)()ints 
sans  tangente.  Dénnuilron-  pour  cela  le  lemme  ><ui\aiil  : 

Si  o  est  an  poiiiL  double  if'piilsij  de  La  sahslitaliun  ralioii- 
nt'Ui'  Zy  =  \\[  z)  el  ai  <>l  csl  un  arc  de  courbe  de  Jordan  simple 
iinarianl  par  celle  subslilulion,  celle  courbe  n'a  pas  de  lan- 
i^enle  en  o  sauf  dans  le  cas  où  le  mulliplicalcur  ilanl  roel  et 
posiliJ\  ol  esl  anah  liffue  en  o. 

Iraeons  un  cercle  de  centre  (i  dans  lecpiel  la  loiulion  li_,  (  ;  i, 
nulle  à  rorigine.  soit  ludomorpbe  el  véi'ilie  la  condition 

\\\.^iz,\       l.\z\         (/c     :i). 

Il  e\i-le  une  toncliou  liolmiiorplie  dans  ce  cercle  (pu  \erilie 
I  ('(pialion  l(Hiclionn<'lle  de  Scliroder  : 

{•■[K    ,,-,J=  ^K.^.         ||S|-|IV(..)|       I,  F'(o.---il. 

La  ionclion  /  =  {•  (  ::  i  lail  la  repré-enlal  ion  conlorme  de  ce 
cercle  sur  un  d(Uiiaiiie  du  plan  île-  /  enlourani  I  mi^inc.  \  la 
courbe^/,  (pion  peut  -iippo-ei  loiil  enlicre  mlérieiire  au  cercle, 
correspondra  dan-   le   j>lan  de-  /  une  c(uirbe  ()l.  invarianle   par  la 

-iib-l  ilulioii     /,    ,  -?»     cl     |»ar    -uilc     l(Uiiiee    d'une     cliaine    darcs 
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Z„  Z.    I .  /._  I  /j_ï.  /^_iL^.  ...    (](''(Jiiils  (le   I  iU'c    tiiiltiil    [i;ii-  lf>   puis- 
siuu'cs  tl("  celle  s^ll)^lil  iitKtn .  Soil  u)  riii-^iimcnt  de  -  (■()in|>ii>  culie 

0  cL  •^.—.  (^)ii;m(l  /.  décrit  I  iiic  iiuIimI.  sou  iirj;iiiU(.'iil  vaiie  de  [i 
à  ,3 -|- fo  :  (iiiand  Z  déeiil  le  deuxième  arc.  sou  ar<^UMU'ul  varie 
de  jii  +  t.j  à  3  —  :>.  ti)  ;  quand  '/  décnl  le  //"■"'•■  arc.  sou  ari;uuieul 
varie  de  3 -|- ( //  —  i  ) ',)  à  [i -+- // (o  :  si  doue  (o  u  est  pas  nul,  la 
tH)urbe  ()L  s"euix)ule  eu  spiiale  aiilourde  I  oii^iuc  el  loule  (Iroile. 
uat-saul  par  O  la  reucouli'e  eu  uue  lutiuité  de  |)oiuls  leudaul  vers  (  ). 
Si  0)  esl  nul.  e  esl-à-dii'e  S  réel  et  posilil.  Z,,  el  Z  ,  out  uièuie 
arynuieul  ;  nutis  m  I  arc  Z(,  Z  ,  ue  se  couloud  pas  a\ec  u\\  «.ei;inent 
de  ilroile  ^jassaul  [)ar  I  itri^iue,  Z  a  sur  cel  arc  u  lu'  o-c  illal  lou  h  uou 
uulle,  et  tous  les  arcs  lioniollu'licjues  Z  „  i;Z_,,  (|iii  leudeul  \ers 
Torioiue   soûl  \us  de  ce  noiul    sous   le  uumuc  auiile  0.    Il  u  \   a  d(uu.' 

n  1  '  ■ 

de  tani^eule  en  ()  que  si  Ol.  esl  iiu  se^uu'Ul  de  droite  al)o(ilis>aul 
eu  O.  En  revenant  au  plan  des  ;.  ou  \oil  (|U  il  u  \  aura  de  lauiieule 
en  o  à  la  courbe  ol  (uic  si  al  es|  mi  aie  de  combe  aual\li(prc  ru\a- 
rianle  passant  par-  n. 

Ci'  leuiuie  dé  un:)  n  Ire.  la  proposilrou  annoiucc  es!  luiuicdrale  :  (  ar- 
lare  de  courbe  /'  considère''  esl  irnaiiaul  par'  la  sir  b->l  ri  irl  rou 
r„  K ,,  (  r  )  el  passe  par-  iru  p(Uul  double  icpuUrI  ç  de  celte 
.substil  rrliou.  correspoudai\t  à  nu  porul  double  réprrlsri  ')  de  la 
subslil  uliori  //,  =r^ '.2/,  (  /  ).  V  irii  (dénu'Ul  d  arc  Oa  de  (  ".  co?-r-espoud 
iru  éleruenl  d  aie  ;  /  de  /  aiupiel  s  applicpre  la  deiiu>u><l  rat  rori  pre- 
cédenle.  (  )r-.  les  points  tels  (pre  ç  seuil  denses  sur  /  .  (pri  a  aillai 
uue  inlinilé  dense  de  poirUs  sans  lauiicnle  à  droite  nr  à  narrclu;. 
Le  lail  est  eircore  e\acl  pour'  la  courbe  /  tout  eulicr'c.  ipir  r'c^rrltc 
de  J     pai'  il(''i'aliou     prscpr  à    nu    ordre    liur.    corniue    il    r'isrritc    de 

1  é(puttion  (oneliouuelle 

n„|  In  I  \  I  =  /'|-f«i  /  >  |. 

el  dir  lail  ipre  •:>„  i  /  i  décrit  loiile  la  cr rc<udér'eiu'e  (piaïul  t  décrit  t 
tlès  tpie  //  esl  sutlisanirueul  i;iau(i.  I.a  pr'oposil  i<ui  lu-  seiailcu 
défaut  cpu'  si  li  {  t  )  élail  aualvlique  siri'  iru  ar'c.  ce  (prr  ru'  peiil 
arriver',  coiiriire  nous  le  ><a\on^.  ipic  dans  lc>  dcii\  cas  simple»  depi 
e\aminé^. 

Suput>sons.  par'  exemple.  I  pic  I  on  pu  is»f  tracer'  dans  le  domarnc  I  ) 
une   coupure   aborrlissaul    eu    dciiv    poiiils   disinuls   ci    di\isaul    ce 
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<lnniaiiit'  en  ilciix  (loniiiino  p.iil  i<-l>.  lioiil  liiii  xiil  tiii  (ioiDiiinc 
couvex.eD  .  Celle  coupure  a  pour  inuii;e.  dall^  le  plan  des  /.  une  cou- 
pure iil><)ulissnnl  en  <leu\  points  (llslincl>  <le  ( .  el  (li\  isani  A  en  deux 
(l<Mnaine>.  donl  I  un  A  coiropond  à  I  )  .  Les  contours  de  I)  Cl  A  sr 
<orrespondenI  |ioiiil  par  point  dune  uianu-re  conl  mue  (  l*ainle\  e. 
(  iai-alIn-odoiN  i  ;  //  (  /  i  est  donc  <<uit  iuiir  >iii-  un  arc  t  de  (  !  au(pn-l 
coi'i'espond  point  par  ptunt  un  arc  /de  /:  ou  peirl  appluprer'  le 
tliétucrrre  |)rc<((leiil  ;  uiai-^.  ^aul  ilarr^  le>  deu\  cas  srru|)le»  de|à 
rnentioniK's.  /  est  <  ()ir|)e  en  irrie  iiilinité  de  points  rnlriiiiueirl 
\  or  MUS  de  A  par'  les  d  fort  es  (mi  r  passe  ni  pin-  ceilariis  de  so  por  rrl  s  A  ; 
/  ne  perrt  donc  pas  Irrurtei  un  doiuarue  cou\e\e.  (  )n  a  donc  le 
llréor  èrire  sir  r\  ani   : 

.S'/  la  siihsti t utioii  idlioniu-llc  z■^  ^  \\  (  z- )  adini-l  le  jxiiiit 
double  a  (  I  R  (  7.  )  I  -  i  oit  Iv  (  a  i  =:i:  H-  i  i  (lymit  un  (hunaina 
immédiat  I)  siiiipleiuciit  connexe,  aucune  coupure  tracée 
dans  I)  ne  peut  le  diviser  en  deux  domaines,  dont  l'un  soit 
convexe,  à  moins  que  la  suhsiil ulion  n'admette  un  cercle  fon- 
damental ou  un  domaine  itnariant  dont  la.  frontière  est  un 
arc  de  cercle,  ce  cercle  fondamental  ou  ce  domaine  illimité 
coïncidant  alors  avec  I). 

17.  ReNcnons  au  cas  j^cru-ral,  el  suil  l'(  )  iriu-  couprrre  (luelcoiuiuc 
<le  I)  ahoulrssant  en  derrx  porrrts  (Vonlièrcs  a((essil»lcs  distincts;  il 
liir  corrcs|)()nd  une  coupuic  /' y  <le  A  (  /y.  y  dist  incls  i  tpii  di\  isc  A 
en  deux  donrairu-s  partiels  A  et  A  correspondant  à  I)  el  1)'.  l  n 
coiiseiprent  de  ranj^  //  de  A  (^ou  de  A  )  cou\  rc  A  entièrement  (  sairl 
peul-(Mrc  !  ciilouia^e  de  I  (ori^iru'  i.  l)onc.  darrs  le  i)iair  des  ::,  un 
cons(Mpient  de  lan^  liiii  de  I)  ou  de  I)  ciuivrc  I)  eut  ieicuieni, 
saul  |»eul-("-tic  I  cntoiiia^e  de  a.  (le  icsullat  ii'csl  pas.  en  ^eiu''|-al. 
'••piiN  aient  a  (cliii  du  ir"  "2<)  i  (  iliap.  I\  i.  D'ailleurs,  .m  nCsi  pjis 
cerlain  (pre  IM)  elaul.  par-  exeniple.  un  arc  de  ceri  li'  de  i'a\oii  inli- 
rriruent  pclrt,  liin  dis  di)iniiini's  j)  ,,11  I)  suit  liri-rrr»~-rue  irrtciieur- 
a  un  cer(de  de  lavnn  inlininrent  petit,  /porrvant  a\oirdes  points 
inaccessililcs.  N.mis  ih-  pou\  (mis  d(urc  pas  alliiirrer' <pie  tout  point 
de/  s(»il  lirjrrte  daritr-cedeirts  d'un  point  (pr(dcon<prc  de  /si  rui» 
rre  considèri' (pie  les  anii'-cédenis  appartenanl  eirx-uu'iues  j  /.  Tant 
<pi''    Ion    n  aura     pas     icsoln     |,i    (niesiiuii    de    s;i\(,ir    ^i    ers    puinls 
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inaccessibles  existent  ou  non,  il  v  a  peu  de  chances  pour  cpie  la 
représentation  conforme  conduise  à  des  propriétés  précises  dey,  à 
part  celles  que  nous  \enons  de  dénnmlrer  el  (pii  oni  d'ailleurs  un 
caractère  purement  négatif. 

48.  jNou>  alloM><  oljtenii'  au  contraire  daulres  |)ropriélés  de  / 
par  une  autre  inélliode  reposani  sur  l'emploi  des  suites  normales, 
mais  à  la  condition  de  laiic  des  li\  |»ollié>cs  particulières  sur  la 
distribution  des  points  crltitpu's  des  fondions  \\  „{  z  ).  iNous  allons 
pour  cela  c\])osi'r  toul  d  abor<l  (pieUpu-s  propri(''té>  Ar>  suites  lun- 
iiiales  dont  nous  allons  as  oii'  besoin,  el  (pu  soiil  iaciles  à  déduire 
des  propositions  de  M.  iMontel,  extraites  de  son  Mémoire  «  Sur  les 
limiilles  de  fonctions  analvtifpies  (pii  admettent  des  valeurs  evcep- 
lionnelles  dans  un  domaine  »  <  .f .  E .  A^  .S'.,  .>''  série.  I.  \\l\.  i()i  :>.. 
p.  f)o6-r)07). 

Considérons  dans  un  domaine  I)  simplement  ou  imilli|)lement 
comme  rensend)le  des  fonctions  y"  (c)  ([ui  satisfont  aux  conditions 
suivantes  : 

a.    Elles  sont  liolomorplies  en  (liacju.'  poinl   iiil('rieur  à  1): 
A.    Elles  s(»nt  iimlorines; 

r.  Elles  preniu'nt  des  valeurs  distinctes  pour  des  \aleurs 
distinctes  de  :;  : 

d.    Elles  lu;  prennent  jamais  la  \aleur  Unie  a. 

Si  l'on  désigne  |)ar  M  el  m  le  maximum  el  le  minimum  de 
j/"(c)  —  o.\  dans  un  domaine  ferme  complélenieiil    intc-rieur  à  î), 

on  a 

///  >  iM  fj . 

y  ('tant  un  nombre  positif,  cpii  ne  dt-peiid  pas  de  la  lonclion  y,  mais 
seulement  de  la  ligure. 

Kn  elTet,  M.  Monlel  a  d<iiiontre  dans  le  Mémoire  cit*'-  (pie  les 
lonctions  (pii  sont  liolomorplies  el  uiiilormcs  dans  un  domaine  où 
elles  ne  prennent  jamais  la  valeur  zéro  et  |»as  plus  de  />  lois  la 
\aleur  i  v  forment  une  famille  normale.  Il  siillit  alors  d  emplover 
le  mode  de  raisounemeni  siinanl  dû  au  même  auteur. 

M  étant  le  module  maximum  de  ]/{:■)  (i\  dans  I),  les  (onc- 
I  ions  'J  (  :;  )  =  ■-— sont  liolomoiplies  et  iinilormes  dans   |)  où 


elles  ne  pieiHieiil  jamais  la  saieiir  zeid  cl  une  fois  an  plus  la 
\aleiir  i.  Elles  \  lonnenl  ddiie  une  tainille  noiinale.  Elles  sont 
(lailleuis  hoiiK-es  dans  leur  ensemble  (^au  plus  éf»ales  à  i  en 
module)  dans  I)  el  de  loule  siiiie  Infinie  de  ces  fonctions  on  peut 
en  extraire  une  autre  cpii  eon\eri;e  uniforntément  dans  un  domaine 
renleiinanl  D' et  liiltrieur  à  L)  \ers  une  ionelion  limite  lioloinoiphe 
el  bornée.  Si  la  pioposiiion  annoncée  n  était  |)as  exacte,  on  pour- 
rait trouver  une  suite  (je  points  r,,  z^^  ....  ;„,  ...  de  D'  tendant 
v(Ms  le  point  limite  ^o  t'I  une  suite  de  fonctions  '-prt(s)  telle  que  les 
nombres '.p,,  (Sn)  tendent  vers  zéro.  Extravons  de  cette  suite  une 
iKMivelle  suite  tprr  comcri^c  unirorruemeiil  \ers  es  (  5  )  dans  D'  et 
porri'  hupielle  noirs  conserNoris  les  mêmes  notations.  Les  (piantités 
'S„{z„)  lendeni  \ers  /ero  |»ai'  livpotliése  el  les  différences 
's{z-n)  —  '-5;(  (  ■^7/ )  il  cairsc  lie  la  eon\ergence  rinrloiriie  ;  il  s'ensuil 
<|iiec5(3„)  tend  \  ers  zi"-!'»»  el  j)ai' suite  que  '^(:;„)^(),  z^  étant  le 
point  limite  di-s  ::„.  Mais  Si  (  z  )  ne  peul  picndrc  la  valeur  zéro  en  z„ 
(|rie  sr  les  lonel  loiis  'i„  (  c  )  picrinenl  ionjc-.  la  \alerri'  zér'ct  dans  le 
voisinage  de  So,,ou  si  a  (  c  )  esl  identiquemeni  nulle  (  Momkl,  loc. 
cit.,  p.  '190).  Ces  deux  Irxpollièses  sont  impossibles,  car  (2„{z) 
nesl  jamais  nulle  dans  I)  el  prend  d'autre  pari  au  moins  une  fois 
une  valeur  égale  à  1  en  module  sur-  le  contour  de  U  .  I^a  proposi- 
tion est  donc  déinoniree.  On  peul  aussi  l'énoncer  en  disant  (pie  si 
v|  el  ^2  sont  deux  points  (pielconques  intérieurs  à  D',  on  a 

_/'(3,  )  —  a        i 

(/    -,  77 — ^ <  -  • 

/(z.î)  —  n        q 

i'.).  I.a  nul  liodc  eniploN  (T  priinrl  de  démon  I  ici'  très  simplement 
iirr  liieoreme  rmpoilanl  el  Imil  à  lail  analoi^ue  à  eelirr-ei.  du  a 
M.  Kœbe. 

I>e  thf'orème  de  Kube  s'énonce  ainsi  (  ')  : 

«  (loiisiderons  les  (onel ions  /  (  r)  qui  n<'  prennent  jamais  deux 
fois  lu  même  \aleur-  a  lintérii-iir  du  cercle  (  j  c- 1  •  '  V\  \.  où  elles  soni 
lioloniorplies.  Soit   o  «<  ^  <C  '  •   "   e\i>le  rrne  Ionelion  posIliN  e  de  0. 


(';    .l'i:m|)rtMilc    ci-l   L'iioiict-    ;i  l'ouvrage    de    M.    I,:iii(laii  :    Darslelliing    und 

/icffrundiiiig     ciniger    neuerer  Frgebnisse    ift-r    l'unktionentlienne     (Kci-Jin. 
Springer,  içtofi,  p.  102). 

XI. VIII  |t) 
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ù{h)  l"llc  (|ii«'  si  ;,  ri  ^2  <lf>it;ii«'ill  <lfii\  |»i)i)il>  ilii  tciclc  (  I  :;|-i  OR), 
v)n  ail 


iii^h)    ^f'{Zi) 


lî(IU. 


Posons 


f  { z)  —  a.,  -^  tt ,  z  -t-  a 2  z^  -h  . .  . , 


l- 1  z  ) 


tri  H 


I  (/  1  7=  o  ) . 


\''\z)  ne  incud  jamais  deux  lois  la  in«^'m<'  \altiii-  dans  le  cercle 
(a,  js  I  <C  ')  ;  y  (^  )  <^''  ''  '  ^  I  '"'  "'•»"'  jamais  niillo  poiii-  ]  :;  |  <"  Tl  cl 
I  ;  I  •<  I   respcrtivemenl.  (  )n  a  d  adieu is 


V\Z)^: 


/■'ill; 


\|>j)li(iiious  le  I  licoiriiic  (|iif  iioii>  \c)ions  de  dciiionlier  a  la 
fonction  F  (  c  ).  le  domaine  I  )  elajil  par  exemple  le  cercle  (  |  ;  |  -<  f». 
On  aura.  |»oiir  |  ^  |  =  0, 

min  I  K(  -)|  >  </(  0)  iiiax  |  l' i  -  >  1 


on,  ce  (lui  esl   la  même  eliosi 


min  1 !>  V  (  ^  »  •'•  -^  ^ 


\-\z') 


«iiii  <'sl  liolomorplie  el  iton  nidle  |>oiir  |  r- ]      h  alleii;iianl    son 
minimum  sur  le  conloiir  1  ;  |  =  0.  on  aura 


I-"  I  o  )  I  .1  l'"  (  c;  ) 

I  >  min 


llrl=.0 

l'a»  eomliinanl  l<'>  deux  dernières  inei;aliles.  d  \ttnl 

'"'^^  I      -      1 1.-1  =  0  "  '/'"' 

() 
max  I  h'i  c.)||,|_f)  <  —— •  -  A(')). 

Il  >  cnsnil  que  le>  l"(c     >omI    hornecs   dan^    leur  enscmhie    dan- 
oiil  cercle  de    i;i\(Ui    inlerieiir   :"i    i.    Il    en    seia    «le    uuMne    [tour   les 
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(umlit^tiis  (l(''ri\<''e>,  en  \filii  de  lu  ((tiimilc  de  <  .niicli  \  : 


(jui  (lonncrii.  [xnir  'j  ;:    0. 

I  F'(  5)|jr.|=<)        nt;i\[  Fi  -){|,|^0  X 


'/a. 


(0'— 0j2 


P;ic  ♦■xcinplc.  fii   pi'ciiiiiil   0 


i-O 


,  il   \  K'iil 
1^6 


=  lilO). 


LesF'(:;)  lormctil  ilonc  t[nu>  i.  une  liimilli-  iKHiiialc  iloiil  les 
tOnclious  limilcN  ne  Miiil  |)iis  iiiliiiics.  Jolies  ne  |tfii\fiil  mui  |)lii> 
ôlic  nulles  en  jiiicim  point,  car  V  {  z )  <ianl  diHcicnl  (!<•  /.«-rti  (jan»  ( .. 
une  lonclinn  linulc  n<'  |>»miI  rire  nulle  en  un  jtoiiil  (|ne  >«i  elle  e>l 
idenlKineinenl  nulle,  ec  (lui  e>l  iiU|)o>>d>le  [)Ui-«(|ue  I"  (  o  i  ==  i  .  (  )ii 
eti   ciiiicl  M  fa.   en   \eilii   d  un    laisonnenienl  einplux  <■  plu-  liaUt. 

"iin|i'"'<;i|i^i^Q><':(e)><.. 

Ou  a  tldue  pour  |  :;  |  £  0  la  iluuhh-  iuei;alile 

I       "i 
cVs»-a-<Urc,  p(Mii   .  ::j      15  0. 


B(<)i. 


I      «1      I 
ce,       \-C±hl\  .--  B(f>); 


La  propnsil  Kiu  e>l  doue  deu)i)Ulree  pour  un  doniaiiu-  de  liunie 
cireulaire  <-l  > Cleiid  faeileuieni  par  la  uielliode  de->  i  liaînis  de 
cei'ile-  à  un  diuuaine  de  lorun-  ipudconiiui'. 


,*»().     <  .on-»ii|<  rtui>     uiainlenaiil     une    -uile    inlinie    de    fnnclion- 
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y,  (3  1,  fzi  :■),  ....  holomor|)lif  s  diins  le  domaine  D  que  nous 
sii|»|)Osci'ons  sini|)l('ineaL  eonucxe,  tendani  nnifornK-menl  ver.s  la 
eonslanle  a  et  salisfiiisant  encore  à  la  eouflition  e.  mais  |)as  nrees- 
sairenienl  à  la  eoiidilion  ri. 

De  loiile  siiile  des  ionclioiis   /'„,    ou    peut  en  extiaire  une  autre 
|)(iii I'  la(|U('ll<'  (Ml  a 

les  u.„  étant  des  eonslàntes  (jui  tendent  Ncrs  zrro,y'(  ;  )  une  fonction 
liolomoi'[)iie  dans  D,  jamais  idenli([uemenl  nulle,  et  les  s„{z)  des 
fonetions  qui  tendent  unilonncnu'iit  sers  zrvo.f(:)  peut  ctie  une 
constante  non  nulle:  hormis  ce  cas,  elle  ne  prend  jamais  deux  fois 
la  même  valeur  dans  D. 

En  effet,  .si  /«(s)  n'est   jamais  nulle  dans  T),   posons 

|j.„=/('z„)  —  a, 

:■„    ('lant    inliTicur    à    D  ;    les    fondions  •'"''' (mi    dans     t(uil 

V» 
domaine    I)     intérieur    à    1)    leur>    modules    (•ouq)iis    entre    cf    el 

—  (  r/ >>  o  )  ;    elles    forment   donc   ii  ne  lam  ille  normale  dans  I).  el  de 

loiile   suite  de   ces  tonetions   on    peut    en   extraiic    une    autre  (jui 

eon\er<;e  uniformément  dans  le  domaine  D    (qui  conlienl  Zq)  vers 

une  lonelion  liolomorplie  et  hornée  'C[Z)\    'i  (  c  )  n'est   pas   identi- 

(pM'UH'Ut    nulle.    puis<pi<'    les    lonelions    considérées    ont    toutes   la 

\ideiii-    I    au    point    ::„•    Kll<"    n  c>t    donc  jamais   nulle   puisque  les 

lonelions    dont    elle    est    la    limite    ne    sont  jamais  nulles   dans  D. 

Elle    peiil    se    réduire    à    une   constante   non    nulle;    sinon   elle   ne 

prend  jamais  deux  loi>  la  iiu'ine  \aleiir  dans  I).  elaiit  limite  unilor- 

mémenl  atteinte  de  fond  ions  (pu  jouissent   de  cette  proprieti-.   La 

proposition  annoncée  est  donc  exacte  dans  ce  cas. 

Supposons  mainlenanl  (pie  lesy'„(  :;  )  s'annulent  dans  1). 

(".oinme  elles  prennent  (liacune  une  fois  au  plus  la  valeur  zéro, 
on  peu!  d-e  toute  suite  de  ces  fonctions  en  extraire  une  autre  telle 
(pie  les /('ros  ;, .  Co,  ...,  z„.  ...  des  fonctions  y"„  (  ;;)  —  a  aient  un 
point  limite  uni(|ue  ;.  Si  ;  n'est  pas  intérieur  à  D.  on  est  rament' 
au  cas  précédent.  Si  ç  est  intérieur  à  D.  on  peut  d(''crire  de  ; 
coiuiiie  centre  un  petit  cercle  c  renfermant  t(Uis  les  points  z,,'  au 
moins  à  partir  d  un  certain  ran;^.  el  de  plus  intérieur  à  I  ).  Soient  D 
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lin  ilonuiiiic  liiiiitc  |);u'  un  coiiloiir'  simple,   iiilérieui"  à  D  cl  coiilc- 
uiinl  c,  f'L  ;„  un  |)oinl  de  la  coui'onae  (D'  —  c).  Dans  celle  couronne 

les    fonctions    • .''   " salislonl    aii\    coiulilions    du    ieinine    de 

Jn  (  ^0  )  -  « 

tout  à  I  lieui'c  et  rcslent  coin|)ris<'s  en  module  entre  (/  et  —  (  «y  <<  i). 
Elles  sont  donc  encore   inrérienres  a  -   à   rintérieur   du   cercle   c 

puisqu'elles  V  sont  lioloinor[)lu's  et  alteii;n<Mil  leur  maximum  sur 
la  circonférence.  Elles  fornuaiL  donc  une  famille  normale,  cl  <le 
toute  suite  de  ces  fonctions,  on  peul  eu  cxliaire  une  autre  (|ui 
converge  unilormément  dans  D' \'eis  la  fonction  limite  holomor|)lie 
'^(5);  C5  (  s  )  n'étant  pas  identiepiemenl  nulle  dans  la  couronne 
(  D'  —  C)  n'est  pas  non  plus  identiquement  nulle  dans  c;  mais  ell(> 
est  nulle  au  point  c.  Dailleurs  cette  jonction,  n  ('tant  pas  une 
i-onstante,  prend  une  seule  fois  cluupie  \aleur  pour  la  laison 
indi(juéc  plus  haut  et  l'on  a  la  même  t'-yalité  asymptotiquc  (pu; 
tout  à  riieure,  ©(  ■;  )  étant  certainement  une  véritable  fonclioii. 

On  pourrait  prendic  pour  les  nond»res  [/.„  au  lieu  de  fy«(-3„)  a\ 
les  muxima  des  fonctions  \fn{~-)  -  ^\  sur  certains  contours  coine- 
nablement  choisis,  ou  encore  les  \aleurs  des  dc-iMNécs  y^(  ^o  )  <"" 
un  point  inti'iieur  à  I). 

ol.  Dans  les  apphcalions.  le  llicorémc  preccdeni  fournit,  à 
défaut  d'une  expression  asvinptoli(|ue  des  J„  souxent  diflicile  à 
(d)tenir.  des  Indications  sur  les  valeurs  asvm|)totiques  pou\anl 
conduire  à  des  ri-sullals  importants.  \ous  en  donnerons  deux 
exemples  relatifs  aux  problèmes  ([ni  nous  occupent  actuellement. 

(Considérons  un  |)oinl  double  attractif  a  d  une  substitution 
rationnelle  et  son  domaine  immédiat  D  supposé  simplement 
connexe  et  limité  par  une  courbe  /".  Nous  allons  (b'-montrer  ipie, 
du  moins  dmis  d<>»  cas  lié^  étendus,  _/  n  a  de  tangente  en  aucun 
point  ou  seulement  en  uiu'  infinité  (h'iiombrable  de  points. 

N'ous  savons  que  /,  (pii  est  la  courbe  limite  des  eoui'bes  ant<'cé- 
(b'Utes  intérieures  à  I)  d  une  circoidérence  entourant  a,  |)eut  aussi 
èli-e  regardée  «-omme  l'ensenible  déii\e  des  antécédents  intérieurs 
à  1)  d'un  point  quelconc[ue  de  D  autre  cpie  a;  e  est  même  l'ensemble 
des  points  limites  des  domaines  aniécédenis  d'un  domaine  A  aux 
1  oiiditioiis  ^(iiviinlcs  :  A  doit   renlcnner   des    |)oiiils   intérieurs   à    I) 
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i\  iir  <()nl(Mir  iiiiciiu  |>(niil  ciiliritic  on  liniilc  de  poiiil^.  cnlKnifs 
(les  loiicliuns  li  „  (  ;):  eiilin  les  (lom;iinc>  aiUécédenls  <lc  A  «loivciU 
(Mic  choisis  piinni  cfiix  (jiii  rciilrrnieiil  (\p>  poiiils  intérieurs  à  I). 
S  il  en  f'sl  iiiiisi.  les  |)iaiiclies  (le  (oiu  lions  1»^„(  ^1,  rcsirciiilcs  an 
(loniaiiic  I).  loirnenl  dans  A  nue  lainillc  normale  à  fuuelions  liniiles 
eonslaiil<'>.  co  coiislanles  axant  [loiir  allixc^  Ions  les  points  *.\r  /. 
\oirs  supposerons  (pidn  peiil  cliorsir  A  de  manier*-  (ju  il  renferme 
à  la  lois  des  points  de  I)  et  des  points  de  /.  Soit  aloi>  une  suite  de 
lonclnnis  15  3,(3).  1»  ^^  (  ::  ).  ...,  tt-ndaiil  unilormémcnl  dan>  A 
Ncis  la  «•onslanlc  (/ .  Il  oi  possible  d'extraii'c  de  la  suite  de  (»•> 
lonclions  une  nouvelle  sniie  (pie  nous  désiiiiierons  par  /,  (  c  ), 
/;,  (  c  ),  ,  .  .,  I  „^  :■  \ pour  lacpielle  on  aura 

_/■„  {  Z)  —  (t  —   [).n  I  Ci  (  V  t  ■  -  £„  (  -'  )  I  . 

u„,  z(z),  t„{Z-)  avant  les  sii;nilieations  iiidupiées  plus  liant,  l'-ii 
elle!,  on  suppose  (pie  les  fonctions  I»  „l  Z  )  sont  uniformes  dans  A  ; 
on  \<»it  facilement  ipi  il  est  permis  de  supposer  qu'elles  n'v  ont 
pas  de  f)ôl<'.  Elles  satisfont  donc  an\  conditions  d'application  <ln 
th«''oième  préc(''dent.  l'onr  <pie  'ciz)  ne  soit  pas  une  constante.  \\ 
siiflit  (pi  elle  ait  un  /(-ro  dans  A:  c'est-à-dire  (pie  \c>  J'„{z)  —  a 
aient  des  zéros  a\  ant  nn  point  limiti'  inlerienr  à  A.  l'onr  (pi  il  en 
soit  ainsi,  il  siiflil  (pie  le  domaine  A  renferme  nn  point  limite  des 
c(nis»'(pients  de  a.  Soieiii  donc  IC^  lenseinhle  dériv*'  de  ces  conse- 
(pients.  h  lin  point  de  cet  ensemble  cpii  naturellement  ap|)arlieiil 
à  /':  si,  en  outre,  b  n  appartient  pas  à  I  ensemble  I.,. -|- K^.  iornu' 
par  les  points  crili(pies  de  la  fonction  K_,(c|.  leurs  eon.se(|nents 
cl  leurs  points  limites,  un  cercle  de  centre  h  et  de  ravon  con\e- 
iiable  pourra  •"•Ire  choisi  comme  domaine  A  dans  Iccpitd  t<ailes  les 
c(jnclusi«uis  (psi  prctèdent  sont  valables,  la  fonction  z  =l(s\z) 
prenant  la  \aleiii-  zéro  pour  z  =^  b  el  faisant  la  reprpsentaliou 
conforme  de  A  sur  un  domaine  A  du  plan  îles  z'  eiil(Mirant  I  on- 
line. Soil  Y  la  section  de/*  par  A.  Si  :;  est  nn  point  de  y,  le  point 
/,i{Z)  apparlieni  a  la  courbey<'n  raison  <\u  caractère  invariant  de 
i-elle  fronlièré  et  de  la  signification  de  /„{  z  ). 

Appeknis  (o  l'une  des  limites  d'incb-lerminalion  de  l'arf^innent 
de  u.„  poiii-  /*  inlini  et  •!>  rar^ument  de  z'  ^^<i{z).  z  elanl  un  point 
de  ^'  distinct  de  A;  en  \eitu  de  rc(|iialion 


il  rn  icMilh'i  il  jjoiir  rarj;iui>t*iil  «le  f„(z)  —  a  iiiif  \alciii-  liiiillr 
éjialt;  a  <->  H- L  :  coniinc  w  est  indépendant  de  :;,  poiii- (jdc  riuinmiriil 
limilc  «le  /„(  c  )  a  u'aij  ((u'ua  nombre  fini  de  \alotn>.  div|iii«-ii">. 
d  iaiit  (JIM-  'l  u  ait  (|u  lin  noiidiiv;  lini  d<;  \al<'iir>  dislinclo  (|iiaMd  r 
varie  ^nv  "'.  S'il  <'ii  e^l  aiiiM,  I  iniaite  v  de  -'  daii><  le  dumairH'  A  <">l 
loiinee  de  jxnnls  sjti(é>  mit  un  nombre  limil«'"  de  droile>  i>Mie>  de 
I  (»iii;ine  :  si"'  élail  [)ail(nil  diseonlinu.  d  en  serait  dv  m«'iiie  de  " 
et  de  /  ;  or.  f  es!  e(»ntinii  ;  -''  eoiitienl  dmie  un  scunicul  de  droite 
et,  de  |dns,  pms(jne  ^'  e>-1  sur  un  nombre  liiu  de  <lroile>,  un  segment 
i>())é  <  (btril  les  points  inlérieuis  ne  son!  \M\^  bmile»  d  aiili'es  points 
de -'  extérieurs  à  ce  sei;inent).  (lonime  3  est  une  tonetion  analytiqiK^ 
de  r-  dans  A  ,  il  en  resuKe  (|ue  •' eont ient  un  are  isolé  de  eourbe 
anal  \  ln|ue.  (l<'ei  n  <sl  possible  (  n"  V.\  \  «pie  >i  la  eonrbey  tout  entière 
est  une  eourbe  anaivlupie  (pu  ne  |)ent  être  (pi  une  eireoidérenct; 
ou  une  droite  (cas  des  substitutions  à  cercle  londamentai  ),  ou 
encore  un  are  de  circonfi-rence  ou  un  s^^i-nient  de  (b'oite  (substitu- 
tions  (pii  possèdent  un  domaine  invariant  illimité  ayant  pour 
iVoiilière  un  are  de  eourbe  de  cette  nature). 

Kcarlons  ce»  deux  ea>  parliculiers  simples.  On  voit  (pTil  existe 
alors  sury*  des  points  ç  inliniment  \oisins  «b;  a  t<ds  (nie  l'argument 
de  ç  a  ail  une  infinité  de  \aleuis  limites  distinctes  (moH'27:). 
La  c<jurb<;y,  qindle  tpn-  soit  sa  nature,  n  a  donc  pas  une  tangente 
unupie  au  |)oinl  (t  et  ne  peut  pas  non  plus  (Mre  formée  diin 
i)oml)re  (ini  de  courbes  a\anl  cbacuiH'  un<'  taiiiiente  en  ti. 


.Vl.  .\<Mis  allons  \<iii"  <pn'.  dans  les  cas  les  plus  siin|d^'s.  les 
points  a  constitiH'nt  tous  les  j)oints  de  /'.  sauf  peul-étiv  unr  iulinile 
dénond)rable  d Cntre  eux.  (  lonsub-rons  les  |)oinls  de  /  (pu  sniil  di's 
points  criti(piesou  limites  de  points  crilicjues  des  fonctions  !{_,,«::), 
e'esl-à-dire  qui  apparl  lenncnl  à  rensembJe  E,. -h  1'.^.  Nous  suppo- 
serons (lue  <'es  points  ;  ib-ysonl  en  nond)re  fini  ;  comme  le  consé- 
tpient  d'un  point  ;  est,  encore  un  piunt  ;,  ces  p(unts  sont  donc  des 
points  periodupics  ou  antéccdeuls  de  jxunts  pt'i  lodupies.  .Soit 
maintenaut  <i  un  point  dr  f  :  si  rciiscmble  déiivt-  \\^  des  c(uisequenls 
de  a  l'enferme  uni-  udinitc  de  p(unts.  il  >  m  a  (pu  siuU  distincts 
des  j)oints  \.  L(!  résultat  ipii  précède  est  applicable  à  <i .  Si  F/  ,  (pii 
est  un  ensemble  iinaiiant,  ne  renlerme  (pi'un  nombre  limilé  dcr 
piunls.  CCS  points  appartiennent  tous  à  des  cvcles.    Supposons  (pic 


—  ^lU)  — 

les  points  (le  E^'^  soient  Ions  des  points  ç.  Si  un  tel  point  périodique 
n"a  pas  un  niultipliciit(;ur  de  la  forme  e'^,  (i  étant  incommensurable 
,à  27t,  la  chose  n'est  possible  que  si  a  est  u«  antécédent  de  ç.  En 
effet,  d'une  part  un  point  double  répulsif  ne  peut  être  point  limite 
unique  des  conséquents  d'un  point  que  si  ce  point  est  l'un  de  ses 
antécédents;  la  même  propriété  a  lieu  pour  les  points  doubles  dont 

in  p 

le  juultiplicateur  est  de  la  forme  e  '>  ,  sauf  pour  les  points  ;;:  qui 
appartiennent  aux  domaines  de  convergence  vers  ces  p(»ints  doubles 
et  qui,  par  conséquent,  n'appartiennent  pas  àf;  d'autre  pgrt,  nous 
avons  démontré  (  Cliap.  II,  n"  j  5)  que  si  un  point  double  non  attractif 
est  limite  des  consé([uents  d'un  point  3,  mais  n'est  pas  leur  seul 
j)oinl  limite,  ces  points  limites  sont  en  nombre  inlini.  Ces  propriétés 
s'étendent  d'elles-mêmes  aux  points  périodi([ues.  Par  conséquent, 
si  les  points  ^  de /  sont  en  noml)re.  fini  et  ne  sont  [)as  des  points 
périodi(pies  dont  le  multiplicateur  soit  de  la  forme  e'^,  où  0  est 
incommensurable  à  2TÎ,  tous  les  points  de  y  sont  des  points  sans 
tangente  sauf  peut-être  une  infinité  dénombrable  d'entre  eux,  à 
savoii'  les  antécédents  des  points  ^.  En  particulier,  s'il  n'y  a  aucun 
point  h,  sur  y,  celte  courbe  n'a  de  tangente  en  aucun  poml. 
On  peut  donc  énoncer  le  résultai  suivant  : 

Soient  a  un  point  double  attractif  de  lasubstiiution  z^  =:R(s) 
et.  D  son  domaine  immédiat  supposé  simplement  connexe;  si  la 
frontière  f  de  D  ne  contient  aucun  point  qui  soit  un  conséquent 
ou  limite  de  conséquents  de  points  critiques  de  la  fonction 
R_,(2),  cette  frontière  n^a  de  tangente  en  aucun  point  sauf 
dans  les  deux  cas  simples  mentionnés  au  n"  \3. 

o3.  En  général,  dans  ce  cas, /est  une  courbe  simple  de  Jordan; 
du  moins  il  en  est  toujours  ainsi  quand  le  domaine  complémen- 
taire de  D  est  celui  d'un  autre  point  double  attractif.  Clette  courbe 
non  seulement  n'a  pas  de  tangente  unicpie  en  un  |»oinl,  mais  n  a 
pas  non  plus  une  tangente  à  droite  et  une  tangente  à  gauche;  on 
peut  même  (h'monlrer  qu'elle  n'a  de  tangente  ni  à  droite  ni  à 
gauche.  Comme  exemj)le,  nous  pouvons  |)ren(lre  la  courbe  de 
sf'paration   des   domaines  des    deux   points  o  et  x  [)our  la  subsli- 

z   •■.-  z'"  ,■      ^     , 
tution  s,  -^^ (m  =  2). 


—  Ui  — 

Su|)|)(t>tnis  maintcnaiiL  qu'il  y  ail  des  poiiils  ç  sur  la  courbe  /. 
Elle  pourra  avoir  alors  des  langeâtes  en  eertains  points.  Suppo- 
sons, par  exemple,  que  /  contienne  un  point  double  ^  pour 
lequel  R  (ji)  =-hi  ft  R  (P)  7^0.  Au  point  [i  il  y  aura  une  fan- 
j^ente  de  rebroussenienl.  En  effet,  nous  avons  appris  à  tracer  une 
courbe  c  |)assant  par  ce  point  Ji,  v  j)ossédant  une  tan<^ente  de 
rebroussenient  et  limitant  un  domaine  a\  ec  une  pointe  reniraute 
(pu  lait  |)ailie  du  domaine  du  point  3;  par  eonsé(|uent.  les  |)oints 
dey  voisins  de  p  sont  extérieurs  à' cette  courbe  c  et  toute  branche 
(le  y  passant  par  |j  sera  tangente  à  c,  avec  un  rebroussement  en  ce 
])oint.  Tl  en  sera  de  même  en  tous  les  points  antécédents  de  [i. 
D'ailleurs,  si,  prenant  p  pour  origine,  nous  considérons  les 
branches  des  fonctions  R_„(;)  nulles  en  ce  point,  nous  savons 
(pielles  ont  pour  expression  asjniptotique,  dans  un  certain  secteur 
rpii  renferme  (les  pdinls  de/, 


\fi-^B£.n^P{z)-htn{z) 
t,i{z)  tendant  vers  z(''ro  avec-.  Celte  expression  est  de  la  forme 

lJ.n[C-Jrt]n(z)\, 

en  prenant,  par  exemple,  -ji.,,  = rr— 7-etG=  1.  La  fonction  o  (  ci, 

qui  nous  a  servi  dans  la  démonstration  [)récédente.  est  ici  une 
constante  et  l'on  voit  l)ien  ainsi  pourquoi  cette  démonstration  ne 
s'applique  pas  dans  le  cas  actuel.  On  peut  prendre  comme  excm|)h' 
la  courbe  de  séjiaration  des  deux  points  doubles  z  =  o,  z  =  y.  de 
la  substitution  :;,=  ;  —  ;;-.  On  peut  (h'montrer  que  c'est  une 
courbe  de  Jordan  sans  points  doubles,  i'.lle  a  une  infiniU'  de  |)oinls 
de  rebroussement  qui  sont  les  points  antécédents  de  l'origine. 
Partout  ailleurs  elle  n'a  pas  de  tangente. 

Nous  devons  remarquer  (jue  l'analjse  qui  nous  a  conduil  a  ces 
propriétés  plutc^t  négatives  de  la  courbe  /'  nous  fournit  en  iiu'ine 
tenq)s  une  pro|)riélé  positive,  à  savoir  (pi'autour  d'un  point  (/  il 
existe  une  infinité  d'arcs  appartenant  à  la  courbe,  tendant  vers  ce 
point  et  représentabics  par-  la  fornude 


—  -ii"2  - 

les  |JL„  <Mau(  (les  <onsl;iiil<'>  (im  Iciidcnl  \i*i>  z<'io.  -^i  31  une  (ouc- 
lioii  analx  tique  à  déiivee  iioiv  uuJIe.  les  z,i{z)  (le.->  (oiietious  qui 
lendenl  \e.vs  zévo  el  z  (lécri\aiil  \\\\  are  de  eelle  même  eoiirhe.  On 
( oMslale  laedemenL  que  <■  <;st  une  propnelé  banale  (  laeile  à  (i'ad<iii-e 
en  laiij;ai:e  i;eoni(''(riqii<M  (((li  aj)j>ailieal,  |)ar  evemple,  à  loules  l<*s 
eomlx's  aual\lu|iies  el  à  beaiieouj)  d'anlres;  mais  e'est  grâce  à  elle 
(lue  n<tu>  a\(>iis  pu  éUuJier  la  "  eondeiisaliuii  des  singularilés  >»  (iiii 
s<:  |)io<lnil  en  eliaqu<'  poinl  de  Ja  eoinl>e,  <i  conclure  de  la  non- 
anal>licilé  de  cerlaiiis  arc>,  lix  ui»n-<*MsJcace  des  lan<^«'nU's  en 
cliaqiu"  |MHQt.  La  d<''iu<»nslrali<»n  enqiloM'e  n'est  daill<Miis  quiiiie 
^énéralisalfoii  de  celle  du  u"  \i\.  On  jx'ut  aussi  ceinar<juer  (|u Cn 
ciia(|ue  pitint  a  p(Mii'  le(mel  <'eUe  déniouslration  esl  valable,  il 
evisle  rU-s  domaities  iulininieiil  [xMils  inléricur>  à  0  et  tendant 
\cis  (1  et  q«ji.  de  plus,  sont  as\  Mi|tl(»hquein<'nl  >euil)lal)les  entre 
eux  a\  ce  un  ceni  rc  de  siniililude  ((ininuin  vn  a,  de  sorte  (ju  ils  sont 
vus  de  ((  sous  un  an<;le  (pu  lend  veis  une  limite  non  nulle.  Il  e>l 
clair  (pi'une  telle  |)ropri(''t«';.  (pioique  assez  hanale,  n'apparlienl  |)a> 
à  tous  les  points  frctniières,  nolamnienl  aux  points  de  rehvousse- 
ment.  avec  une  pointe  dii'igce  xer>>  rexti'rieur  du  domaine  ;  eesl 
pi'(''cisf'>ment  ce  qui  se  produit  pour  !«■•<  points  doubles  de  multipli- 
caleur-t— I.  pour  les(piels  la  deinoiisl  rat  ion  es|  en  défaut. 

\'oici  enfin  une  dernière  reinar(pie  :  plae(uis-nous  dans  le  cas 
où  y  est  tuie  <ourhe  de  .bti'dan  sajis  points  (btiddes.  (i<»mme  elle  n'a 
do  langenle  en  aucun  point  (ou  seulement  en  une  iulinil(''  (b'noin- 
bi'able  de  points),  il  r<''sulle  des  reclierclies  de  VI.  ivcbesgue  qu  t'Ile 
n'est  pas  rectdiable,  et  (jue  les  (onctions  d'un  paramiMre  r«';el  (pu 
la  l'cpiésentcnt  sont  à  \ariation  non  boriu'c  dans  tout  inler\alle. 
C.es  courbes  ont  d  aillcui"»  les  |)lus  grandes  analogies  a\ee  celles 
de  M.  llelge  von  Kocli  :  mais  les  courbes  étudiées  par  cet  auteur 
sont  d(''iinies  par  une  mt'-lliode  coiïslructi\  e  de  manière  à  leur 
donner  certaines  propri«''U''s  assignées  à  l'avance.  \\  nous  a  fallu,  au 
contraire,  pour  analyser  le  mécanisme  de  conslriu-lKui  de  nos 
courbes,  de  longues  et  patientes  recherebes  e(un|>ortant  nolam- 
iiient  l'étude  anahtiqiu'  aj)prorondu'  de  certaines  ('quatunis  fonc- 
lionnellcs  (  n'"  i0-i2). 

oi.  INoiis  allons  donn<r  niainlenant  une  aiili'c  application  des 
tn('mes    principes    conCiTuaul    les    points  doubler  dont  lemnltipli- 


caffur  t'>l  «le  la  hume  ^''',  h  in('<)iiimeu--urHl)le  à  2 t.  pI  denioiitrer 
c\{til  ne  peut  c.ris/rr  <lr.  domaine  invariant,  à  V  intérieur  duquil 
les  conséquents  rf  n n  point  tendent  rêgîilièrenient  ters  cr  p(^ini 
doithle.  Soil,  le  [xtiiil  doiibU'  élanl  à  l'origiiu-. 

Il  t'xi.sif  II  11  (TIC  le  (\  rie  cciil  ic  (  )  -liiii-  IimiiicI  IVi  :^  I  p>I  lioloiiii  iri  dit 
et   ne  niciiil  (iii  une  l(>i>-  clirHiiic   \;il<'iir:   m  \  z\  rs(    iiiliiiinicnl  |>''lil, 

on  H 

Hii;  :;,  ^    Hifi  5 -r-  'I -f- o(|  ^2  I  j. 

iiiofi  z\  —-  mod  -  -t-  c(|  ;;-  I  l, 

u(|r--|)  fU'.sigaaiil  une  (jiiaiititc  ([iii  ol  au  plii-~  df  Idrtliv"  dr  l^-j; 
la  tran>formalif)n  f^l  don<- cquivalrnl»'.  an  second  ordiv  prés.àmic 
rfth'itif)n  {\v  I  angle  0  aiiloiir  de  I  ongitic.  On  am'a  dr  menu* 

ai;4;;„=    arg  s -+- /tO -^  o(    z'-\). 
lliod  Zn,  —  "l'irl  3  -4-  o(  I  3-  I  ), 

le?;  di\  (•!•>»•>  (jiiaiilités  ()(  I  c-|  I  (|m  ligiiicnl  dau>  <e>  rj4alilé>  élanl 
plus  prtilcs  ([iif  X|3-|.  on  /.  |k'uI  r\yc  snj)j)4tsé  fivc  lanl  (pie  // 
resir  inférieur  à  un  noinluc  li\t'/^  cl  \z\  mféi'iour  à  /■. 

"Supposons  (pir  les  r„  lendenl  ifgnliérenu'ut  et  uniforuiéninil 
ver'»  /éro  dan>  un  doniainr  Icrnié  O  faisant  partie  d  un  domaine 
invariant  (0.  Les  domaines  I)  el  l),  -^  K(  I)  )  étant  Ions  deii\  inlé- 
lieiirs  à  (0,  il  existe  un  domaine  «pii  les  contient  tous  les  deux 
cl  rpn  jouit  de  la  même  propriélc  rpie  1).  Il  est  donc  permis  de 
supposer  (pie  I)  el  I),.  cl  en  «i;énéral  D„  el  D,,^,  ont  des  poinl^ 
intéricuiN  eommtm^.  (.es  domaines  sont  tons,  à  part  ir  d  Un  ceilain 
rang,  intérieurs  au  cercle  (,;  on  peut  supposer  (pi'it  en  est  ainsi 
à  partir  du  |)rcniier.  Les  ((uictifui-^  P»,,!  z\  ne  prennent  alors  ([u'une 
lois  cluupie  \aleiir  dans  |).  j)  peut  d  ailleurs  être  supposé  >ini|)le- 
ment  coruu.'xe  el  liniilé-  par  une  courbe  Icuiuée  fl  arcs  analvliquc>. 
\oiis  savons,  en  outre,  rpjc  les  K„  1  :;  1  ne  peuvent  pas  converger 
iiniforniémciil    mis    /.éro    dan«>    un    domaine    c(uileniuil    roriginc  : 

|e<  H,;  (  c-  )  Il  «Mit  «loin    pas  de  zéros  d;ms  D. 

H    {  '\ 
Soil  c  un  noial  lulerieiir  à  I  ).  Les  fonclions     " ,       =  /«  <  '■  '^  sont 

telles  (pie  de  loiite  mhIc  de  ct-s  louettons,  on  peut  en  extraire  une 
autre    rpn    <-on\erge   iinilormémenl    ^e!•s    une    Jonction  limite  /'(  3  ) 


holomorphe  et  non  nulle  dans  D,  en  \erlu  des  leniiues  que  nous 
avons  établis.  Aucune  des  fonelions  limites  n'est  une  constante, 
car  si  l'on' avait,  pour  certaines  valeurs  infiniment  grandes  de  n. 

I  (i  constante  non  nulle,  ;«  =  R„(ç)],  on  en  déduirait 
arg^„  =  ars?,,+  argC-f-inf.  pot. 

I^e  domaine  D„  serait  donc  vu  de  rorii;ine  sous  un  aui^le  inlini- 
ment  petit.  Or,  le  domaine  D,,^,  se  déduisant  de  D,j  par  une  suhs- 
litution  qui  écjuivaul  asvmptotiquement  à  une  rotation  de  Taniile 
lini  0  (o -<  ô  <C  2Tr  )  autour  de  Torij^ine,  à  partir  d'un  certain 
rang  D„  et  D„_^,  n'auraient  aucun  point  commun. 

Les  fonctions  fu{^-)  n'ayant  aucune  i'onction  limite  constante 
et  prenant  toutes  la  \aleur  i  au  point  ç,  Il  en  résull<'  (pie  les 
douuiines  qu'elles  représentent,  cpiand  ;  décrit  D,  ont  en  coinnuin 
un  cercle  de  rayon  non  nul  ayant  pour  centre  le  })olnl  i.  Suppo- 
sons (tu'il  n'en  soit  pas  ainsi,  et  soient  L  un  contour  simple  tracé 
dans  D  entourant  c,  /„  l'Image  deLpary„(c),  11  existerait  alors 
une  suite  de  fonctigns/jj  ,  f^^^  . .. ,  /a„,  . . .  telles  que  la  plus  courte 
distance  du  point  i  aux  contours  simples  Z^^,  Z^,,  •••  tende  vers 
zéro.  On  peut  supposer,  puiscpie  les  f„  forment  une  famille  nor- 
male, que  les  fonctions /„_,  f^,^ J\^,  .  .  .  convergent  uniformé- 
ment vers  /'  dans  D;  /^^^  tend  alors  uniformément  vers  l  Image 
de  L  par  f(z-).  Le  [)oinl  i  serait  donc  sur  /.  Or  la  fonction  /(  c  i. 
limite  non  c<uistante  de  fonctions  cjui  ne  preuneul  jamal>  deux 
fois  la  même  valeur  dans  D,  jouit  de  la  nu^^nu^  propriété  cl  fait  la 
représentation  conforme  de  D  sur  une  aire  simple;  le  point  i  ne 
peut  donc  pas  correspondre  à  la  fols  au  pt>int  :  et  à  un  point  de  L. 
Le  lemme  énoncé  est  donc  exact. 

Les  domaines  représentatifs  des  fonctions     "   '    ayant   ain>i    un 

cercle  Intérieur  commun  de  centre  i  et  de  rayon  non  nul.  oui 
aussi  eu  commun  un  secteur  circulaiiv  ï  com|)rls  enti'c  deux 
cercles  de  rayons  i -h  A  et  i  —  //  ayant  pour  centre  l'origine, 
et  deux  rayons  qui  font  entre  (uix  l'angle  (o  ^  o.  11  correspoiul  à 
ce  secteur  une  partie  du  domaine  D«,  qu'on  jxul  appeler  ;„ï 
et  (jui  est  un   secteur  circulaire  semblable,  de  rayons  jç„|(  i  4- A  i 


^'f|^n|('  —  A  ),  <rouvcrture  (O  t'I  conlrMiaiil  li-  poiiil  ;„  (  (jui  csl  le, 
itiili(;u  (Jii  ra\()n  mrdianV 

TransforiDons  ce  sfcteiir  successivcnunl  par  K(^^V  Ro^-),---, 
II/,  ,(:;),  />  (lant  un  nombre  fixe  (indépendant  de  «)  que  nous 
déterminerons  tout  à  l'heure.  Nous  obtenons  ainsi/)  domaines  qui 
sont  \oisins  cliueun  d'un  secteur  circulaire  égal  au  premier, 
|)uis(|ue  le  secteur  initial  étant  voisin  de  lorigine,  ces  p  —  i  trans- 
formations >>onl  approximativement  des  rotations  de  0,  26,.... 
ip  —  i)f)  autour  de  l'origine.  Je  disque  la  somme  de  ces /?  domaine 
comj)rendra  toute  une  couronne  circulaii-e  de  ravons  |i«|(  > -h 

<■'  \^fi\{  ' )'  ^n  moins  dés  que  /?  dépasse  une  certaine  limite. 

Nous  allons  choisir/?  de  manière  qu'il  en  soit  bien  ainsi.  Supjx)- 
sons  d'abord  que  la  sub>!.titution  se  réduise  à 

c'est-à-dire  à  une  simple  rotation  de  iaugh'  0.  Le  choix  de  p  est 
ah)rs  une  simple  question  d'approximation  des  incommensurables 
dont  nous  rappelons  la  solution  pour  plus  de  clarté.  Cherchons 
à  déterminer  l'entier  T  de  façon  que  le  point  e"^  soit  aussi  voisin 
cpic  possible  (l'un  point  e''  de  la  circonférence,  c'est-à-dire  à 
resoudie  appiovimativcinenl  en  nombres  entiers  l'équation 

.rO  —  -i.T.y  =  'i. 

c-    ■     ni  .  I     •          I        I  -       I                            I       ^'            1- 

.T»oil  —  une  réduite   du    (le\eloppement   de  —  en  traction  confi- 

P  ^~                 , 
nue  : 


el 

V.-      p      P' 

•  I  ) 

■ZTZ                 p                         '        ' 

££'5o). 

L  e(pial  mil  a 

(•('■xmdre  de\  lenl 

DIT  -h  py  —  (/         z 

£.?• 

P                    P 

7-' 

m  et  p  étani  des  pieinieis  entre  eux.  on  |)eiit  (h'-terniiner  deux 
entiers  x  el  />,  x  etani  pris  dans  la  suite  (  o.  1 ,  2,  .  .  .  ,  yy  —  1  ),  uds 
(Mie 

inx  — py  —  cf  =  o. 
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On  jiiira.  poiii'  ce»  \;il<Mirs  de  a,-  et  dt  y. 

H                    3          tj-        z'         I 
X —  — y —  -!—  =  — <;  —  I  en  valeur  aljsoluei. 

■IT.  '  IT.  pi  p  p 

Si  ll<nl^  piriioiis />  (le  iiKiniôi'»' (jue-  '     — i  les  arcs  d'am|)litu(it'  (o 

iiNiiiit    |»(Hii'  iiiilifMix   les  poiivls   \,e    f> /'"'"'^  (îoiin  riioiil  loiilc  l;i 

rirconicrence.    Si    nous    |)renoii>-         — ,    les    aies    d  aninlilu(J«r— 

fl  ayanl  toujours  pour  niilicus  les  ])oinls  i ,  ^''\  ....  e"'~'"^  couvri- 
runl  la  »'ircon((?rencc  ;  les  arcs  cram|jlilii(Je  m  el  (Je  mêmes  milieux 
eoiiv  liront  la  circonléienee  de  niani»"'i-e  (inc  deux    arcs   conséciilif^ 

ein|jièleul  d'an  moins  —  .  Si  nous  i'even<»n.s  aux  secteurs  circulaire"» 
décrits  plus  liant,  on  voit  qu'ils  seront  Iraiilormés  en  secleuiv» 
éi;aux  empiétant  les  uns  sur  les  aiities  d'au  moins  —  ant>ulaire- 
meul,  leur  ensemble  constiliiani  iin<'  couronne  nuicpie  de  ravon^ 
[;„|(  i-f-A")  et  |?«|(,i    -  /'  I. 

Si  maintenant  nous  ne  siipj>osons  plus  (pic  la  Idiielion  I»  (  ::  )  se 
{•('•(luise  à  e'^z,  les  conclusions  sulisistcnt.  rcntici-  />  étant  toujours 
dêlerniiné  de  la  UK^ne  inanièfc.  c"esl-à-diic  en  Idiictntiidc  la  seule 
c(tnsrantc  (.>  et  iiidépendammenr  de // .  I.n  ellel,  d  aptes  la  icinar(pie 
laite  au  dehut  de  cette  démorisiralion.  nous  ohliendroiis.  uu  lieu 
des />  secteurs  ciicnlaires  (pic  nous  \enoiis  de  decnre.  p  domaines 
(pii  s  Cn  (leduisenl  par  une  l  raiislornial  ion  inliiiiineiil  |ielile  du 
second  ordre  t  ;,/ clanl  regard*' comme  linlimment  petit  piincipal  i. 
les  modules  et  les  ari;iiments  \arianl  de  moins  (le/,[;„I-.  Donc. 
si  I  i„  I  est  sullisammeiil  petit,  c  Cst-à-dire /*  supérieur  à  une  certaine 
\alenrN,  les  /)  domaines  obtenus  rormeront  cncoi'c  un  domaine 
coronal    d  un    seul    tenant    comjncnaut   une  cour(uinc  circulaire  de 

I  >-      /           f'  \        ]  >■    I  /  Il  \         ■ 

ra\ons  |  ;,,  |(  i  ■■{ 1  el  |Ç//|(  i         -  )  <|ui   apparheiil    par  conscipicnl 

au  domaine  i),/-|- l)/;^_4 -f- .  .  . -f- I  ^/z+y.    i-    I-;'  soiiiinc  des   domaines 

l)//-|./)-4- ^)// f/)    I  4- •  •  • -l-D//|-:;y)  rcnrcrmera  de   même  nue  couronne 

circulaire    dont    les     laMuis     auront     pour    \alcur    [  ?//-i-/i|  (  i  "+"  7  ) 

*'•    |^"f/'|  1  '      ■  ~  )  •    ^ '^"^    deux    couronnes    empieleraienl    lune    sur 
laiilre    au     moins    A     partir    dune    certaine    valeur    de    //.car|;„ 
lendani  sers  /ero  a\ec-,  il  residte  immédiatement  de  I  expression 
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(le  H  (  r  )  cl   (le  R^,  (  -:  I  (|ii<' 


Iriid   \»'i>  1  iinilf  <l   jxiil    t'Iic   >uj)- 


-  > 
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tuisf   compris  ixxir  «  ~>  ;\    «>nhT  lr>  liniiles cl on  t 

'  '  •  I  ^-  E         I  —  t 

(U'  sorir  (jiic  ^,/^,  fs|  inirnciir  ;i  l.i  (•oiiromic  de  rang;  pré<'<'rt«"nl. 

I£n  continuanl  iiiiixi  indclintineiil  ou  oblicnl  des  roiifoimcs  suc- 
cessives empiclaiiL  les  unes  sur  les  autres  et  couvrant.  |)uis(|u  elles 
tendent  vers  I  orijiine.  tout  un  cercle  (1  intérieur  el  concenlru|ue 
à  (1,  à  l'e\ce|)lion  ilc  r(»iij;ine.  Dans  (1  .  les  fonctions  }*\„{  :■  )  rou- 
vergenl  vers  zvru  et  uniforiiH-nient  dans  toute  partie  de  C  (|ui  ne 
(■(Mitient  pas  l'origine  ;  mais  ces  fonctions  sont  hornées  dans  leur 
ensemble  dans  (!'  piiiscpie  les  domaines  \)„  ne  sortent  pas  de  (1. 
l>a  converj;enee  uniforme  a  don«"  lieu  dans  tout  le  eerele  (7.  Or. 
nous  savons  «jue  les  l'onelions  R„(:?)  ne  peuvent  converf;er  unifor- 
ménienl  dans  un  domaine  e(»mprenanl  l'origine  ([ue  vers  des  fonc- 
tums  limites  non  con>lanles.  Le  lliéorème  e^l  ilunc  demoni  ri'-. 

Dautn;  part,  la  substitution  C/,=  lv^,(;)  a  pour  nuilliplicateiir 
à  l'origine  e"''  dont  largument  est  toujours  incommeiiMiral»]*' à  ii-. 
f*ar  conséquent,  deux  domaines  (pielcoinpies  l)„  cl  \)„^f,{  p^  \  \, 
eonsé(jueiits  d'un  dcunaine  I)  où  les  K„  (  ::  i  lendeni  unifoi-mi-menl 
v<'rs  zéro,  ne  peuvent  jamais  (aire  paitie  duii  même  doniaine  d  un 
seul  lenani  tpn  |)osséde  la  même  propriéti".  Si  R(  "i^esl  lalionnellc 
el  si  (Q  désijjnc  une  région,  conliguë  à  l'ensemble  parfait  .T.  où 
les  R„(  ;  )  convergent  iinifoiim-ment  Ncrs  le  point  double  (  à  suppo- 
ser <pie  la  <'hose  soit  possible  i.  les  régions  consé-ipientes  I), .  \)., 

I)/,.  ...  seront  donc  toutes  dislincles.  (]ctle  propiiclé  n'a  ncn  de 
surpi'enant .     \'.n    cllct,    dans    le    cas    où    le    inull  ipJM  alcnr  rsl   i\c  la 

forme  e  '' .  />  cl  /f  premiers  entre  eux,  les  reijmns  tic  coun  crgeiuc 
>ers  le  point  double.  c(»nliguës  à  ^.  tormciit  un  ou  plusieurs  c>  des 

de   Y   r('gions  (0.  (0, <^\/.f    'pii  sont  permutées  eireulairement 

cnl  rc  elles  par  les  piiissjinccs  de  la  subsi  ii  ul  ion  donnée  ion  «le\  i  a 
>  ajouter  c\  eut  iielb-mciil  daulrcs  r»-gi(»ns  ;intécedenles  <\r 
«•ell»'s-ci  ).  l'^n  faisant  «roîlre  ff  indéfiniment,  on  est  ciuidiiil  a 
admettre  (pi»'  dans  le  cjis  où  I  argiimeiil  du  Miidliplicalciu  csj 
incommensurable  à  >~.  on  nbiieul  des  rcgunis  iQ,  a),.  .  .  .  huiles 
distinctes.  Mais  ce  n  esl  la  «jii  une  mcllio<le  lieiirislicpic  cl  la 
iléiuonslralion  précédente,  d  ailleuis  plus  luiii^ne  à  exposer  cpi  à 
«■onee^uir.  ne  parait  pas  pouxtur  être  cNité-e. 
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35.  Ce  résultai  va  nous  permettre  de  préciser  certains  résultais 
antérieurs.  Nous  avons  démontré  (n"  33)  que  sur  la  frontière  du 
domaine  immédiat  D  d  un  point  double  atliactif.  il  existe  toujour> 
un  point  double  aucpicj  aboutit  un  (  licmin  intéiieur  à  \)  et  formé 
dune  chaîne  d'arcs  (;„;_,,:;,;  ^,  . .  .  ,  ^^„  ;_(„^,j,  . . .  )  ttds  cpi(> 
^_(«_ij^._«=  R(5_/<^_,rt+ijj.  On  peul  d'ailleurs,  au  lieu  d'une 
chaîne  d'arcs  de  celle  nature,  obtenir  une  chaîne  de  domaines 
jouissant  de  la  même  propriété,  comme  il  résulte  de  la  démons- 
li'alion  que  nous  avons  (h)nnée.  Ceci  n'est  pas  possible,  en  vertu 
(h-  ce  qui  précède,  si  le  point  double  considéré  sur  la  frontière 
a   un    mulliidicatcui'    de  la   forme  e'\  —  étant    incommensurable; 

'  'ITZ 

car  la  démonstralion  ne  suppose  pas  que  R(s  )  soit  ralionnelle  dans 
un  certain  voisinage  du  point  double.  On  voit  facilement  d'autre 
pari  (jue  le  mulliplicaleur  ne  peut  pas  être  non  j)lus  une  racine 
^icmc  jp  riiiiité  autre  que  H-  i.  On  peut  donc  énoncer  le  résultat 
suivant. 

Suf  la  fronlière  du  domaine  immédiat  d'un  point  double 
attractif  %,  il  y  a  toujours  au  moins  un  point  double  [i  pour 
lequel  on  a  ]  R'  (  [i  )  |  >  i  ou  1V(  Ji)  =  -|-  i . 

56.  Précisons  mainicnant  quchpies  notions  relati\t'>  aux 
domaines  iuNarianls.  Si  un  tel  domaine  a  plus  de  deux  points 
Ironlicres,  les  lonclious  H,^(;)  v  forment  une  famille  normale. 
Par  conséquent,  ce  domaine  ne  renferme  à  son  intérieur  aucun 
point  de  l'ensembh;  parfait  §.  C'est  donc  soit  un  domaine  continu 
à  ,f,  soit  une  partie  dun  tel  domaine. 

Supposons  que  ce  domaine  invariant  (0  ne  fasse  pas  partie  d'un 
domaine  singulier  où  les  R„  (  ;  )  auraient  des  fonctions  limites  non 
constantes.  Soil  D  un  domaine  complètement  intérieur  à  (0,  D, 
son  consé(pienl  immédiat;  1)  et  D|  étant  tous  deux  inli'rieurs 
à  (C>,  il  existe  un  domaine  A  également  intérieur  à  D,  qui  com- 
prend I)  et  D,.  La  chaîne  des  domaines  conséquents  A,  A|,  ..., 
A„,  .  .  .  lorme  alors  un  coiiliiuK  A„  cl  A,,^,  avant  des  points  inté- 
rieurs ('(unmims:  les  i\„i;i  uaNaul  (pir  des  fondions  limites 
coiislaules,  le  (Ii;iiurlr('  de  A/,  leiid  \ers  /.ero.  Si  les  domaines  A^j 
leiidenl  \ers  le  |)(iiiii  a,  les  domaines  A,  ^g;  tendent  vers  R(«); 
comme  ces  deux  doiuaiiies.  (pii  empièteni    luii  sur  l'autre,  ont  des 
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(liaiiKHi'cs  inliiiiiiu'iil  petits,  Aj^^^    tend  iiussi  versa;  donc  «  =  R(rt); 

a    esl    un    |)(»inl    (loiible  de    la    siil)Sliliaion.     Su[)|)osons    que    les 

domaines    A,   .'<     lendenl    vers    b    distinct    de    a.    La   cliaîne   des 

''   '  '' 
domaines  conséquenls  de  A  dont  les  indices  sont  eom|)ris  entre  Xp 

et  y.p-\-^p  forme  un  continu  C;,  qui  a  deux  points  limites  distincts 

a  et  b  poury>   inlini;  C„   a  donc  un  continu  limite  C:  or  tous  les 

points  de  C  sont   comme  a  et  b  des  points  racines  de  récjualion 

;  =  R(;:),   (pii  ne   peii\(,'nl   former   un   continu.  Donc  a^=b.  On 

voit  que  la  démonstration  est  valable,  pourvu  (jue  R(c)  soit  holo- 

morphe  dans  cO  et  continue  sur  la  frontière. 

Les  foncti(»ns  R/, (  ^)  ont  donc  pour  limite  un  point  double 
unique  a.  Daprès  (;e  qui  précède,  a  ne  peut  pas  aNoir  pour  mul- 
tiplicateur un  n()Md)re  de  la  forme  e'^  (pii  ne  soit  égal  à  -h  i.  Pai' 
conséquent,  dans  tout  domaine  in\ariant  ayant  au  moins  trois 
points  frontières  les  fon('tions  itérées  R„( ;),  si  elles  n'ont  pas  de 
fonctions  limites  non  constantes,  tendent  vers  «,  point  double 
attractif  ou  de  multiplicateur  +  i. 

R  étant  rationnelle,  sup|)os.ons  que  ^  divise  le  plan  en  un  nombre 
fini  de  réf;ions:  nous  savons  que  ce  nond)re  ne  peut  être  (|ue  i  ou  :> 
et  (pi  d  n'v  a  pas  de  fonctions  limites  luui  constantes  (  n"  27V  S  il 
n'v  a  qu'une  seule  ré<iion  contijiuë  à  j,  elle  constitue  un  domaine 
invariant  qui  est  celui  d'un  point  double  attractif  ou  de  imilti|)li- 
cateur  H- I .  S'il  \  a  deux  ré«;ions,  ces  réi;ions  peinent  être  per- 
mutées par  la  Mibstiliitioii  et  constituent  alors  les  domaines  atta- 
chés à  lin  couple  de  points  attractifs,  ou  à  un  |)oint  double  unique 
de  nuilliplicateur  — i.  Ou  bien  encore  ces  deux  régions  sont 
complètement  iii\  aiiantcîs  et  con^titll(•lll  les  domaines  respectil> 
de  deux  points  doubles  attractifs  ou  de  multiplicateur  -f- 1 ,  ou 
encore  les  deux  domaiiu's  distincts  altacliés  à  un  point  double 
uni(jue  de  miiltiplicalciir  -H  i  •  mai>  (pii  compte  pdur  deux 
(R"(  a)  :=,,). 

(Ic's  prémi>>es  posées,  iumi^  alloua  rcclierclier  daii>  cpirU  ca-> 
leiisemble  ^  peut  ci)iil<'iiir  un  arc  isole  de  courbe  anal  \  I  i(|uc.  La 
M'clicui  de  ^  par  un  domaine  cou\  enablement  cIkusi.  par  e\em|»le 
\\\\  cercle  a\anl  son  ceiilre  en  un  point  de  cet  arc  et  un  ia\on 
eoiuenable  >e  coinpoM-  doiir  d  un  seul  arc  régulier  de  coiitlti'  ani- 
l\li(pie;  soil  7  ce!  arc.  ,î  tout  eiilier  iixidte  de  t  par  la  tr.iiislor- 
malioii    raliomi'ile    /.^^I\/,(Ci.   p    etani    c(mi\  enablemeni    clioisi. 

M. VIII.  I- 
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J  esl  (l<»nc  imr  rouil)e  anahlicjuc  continue  donl  (•crUiin->  aro 
[)pnvent  avoir  des  poinls  doubles  ou  des  points  de  rehrousseincnt 
ou  être  parjourus  j)lusieurs  fois;  mais  on  peut  eonsidérer  ^ 
comme  une  courbe  simple  sur  une  surface  de  Riemann  à  dP  feuillets 
au  plus.  Si  Z^  esl  (lislinct  d'un  point  criticpie  de  la  fonction 
Ry,(Z),  AeAw^  arcs  de  ^  ne  ])euvenl  pas  se  traverser  sur  le  |)lan 
simple  au  point  Z^.  On  a  Zo=R^(5o)»  ^o  L'iant  un  point  île  t.  Si 
Ion  axait  deux  arcs  distincts  passant  par  Zo,  il  leur  correspondrait 
deux  arcs  distincts,  antécédents  de  ranj; /?  des  pienjier>  et  |)as>ant 
])ar  le  point  z^i  de  a-.  Ces  deux  derniers  arc>  appartiennent  encore 
à  .f,  <c  fj'ii  est  contraire  à  riiypoiliésc  cpie  i  esl  un  arc  isolé.  .T  n  a 
d(»nc  (Miiin  nombre  fini  de  j)oiiit>  doubles  et  divise  le  plan  en  un 
iKimbre  Uni  de  i'éi;i(ui>  (pu  ne  peut  ètie  (jiie  i  on  ■>..  l)onc  |cii 
remplaçant  au  besoin  R(-)  p;'i"  Ri>(:;»|  t  appartn-nl.  d  apro  ce 
(pii  précède,  à  la  frimtière  d'un  point  double  altiaclil  ou  de  mul- 
liplieateui-  -+- i .  (7  étant  un  arc  isolé  de  combe  analvtKpie,  cette 
circonstance  ne  peut  se  j^résenler  (pie  dau>  les  deux  cas  MUiples 
considen's  au  n"  43. 

Appelons,  pour  abréger  le  lan^ai;e,  substitut  ion>  C  celles  (pii 
donnent  lieu  à  un  ou  deux  domaines  limités  par  un  arc  de  circoii- 
lére-nce  ou  une('jrc(»nférence  entière.  Nous  a\ons  réi)(Uicé  siii- 
\anl  : 

Sauf  dans  Le  cas  des  subsiii ulions  C.  rensetnhle  S  ne  com- 
prend aucun  arc  isolé  de  courl>e  (tnalylique. 

i)\\  verrait  de  inèmc  (pie  J  ne  conipicnd  aucun  arc  isole  {\{' 
courbe  de  Jordan  simple  a\anl  une  lani;('nl(^  en  cinupie  point. 

57.  11  cs|  i'emai(piablc  (jue  -'?  peut  comprendre  néanmoins  une 
in(lnil(''  «le  courbes  anaUtupies  (  al^cbrupies).  mais  (pu  alors  ne 
sont  pas  isolées. 

(Considérons  la  subsiii  ni  ion 


(•  elant  réel  et  compris  entre  H et  +  i  ■  l>e  |)oinl  a  rinlini  es|  nu 

point    double    repiil.sii de    multiplicateur-"-  i.  ?S(Uis   allons  lairr 
\oir  (jiie  tous  les   poinls   de  l'axe  icel  appartiennenl  a   .T  et  mt'mc 


—  -r}\  — 

diiiM'  ni;iiiit''it*  |»lii>.  ptvcisr  (jiio  les  coiiséqiicnls  d'un  scj;nienL 
(juclconqiic  de  l";i\c  l'cfl  liiiisseni  |)iir  le  rccoiiv  lir  huit  cnlier. 
(Tost  là  «ne  disciission  «''Irmenlaii-e  iinal()<;u(;  à  ceHes  que  nous 
ONons  lailes  au  (iliapilj-e  III  à  |)ro|K)S  des  suWslilulious  à  eerele 
loudaDicntal. 

iùudions   l(,'s    variations   de   l*i  (  ;  i    pour  z    réel,    eu    reniartjuanl 
<[ueR(c)esl  une  fonelion  impaire.   P»  (z)  rsi   inlinie   pour  ;  ^=  o, 

..  /■; 


nulle  pour'  z  =  ±  ty  -.  Sa  driixci; 


H'{Z)  =  c 


Cî-l  louptur^  posiliNc.  Ou  a  alojs  le  lahlcau  Minant  : 


\\(z) 


\/^     ^\/-c     ■^■^- 


\/rT7--V 


R(^) 


y/,.  -\' 


\' 


/T 


Le  |ioinl  r    -  o  i'^\  un  p('de  d«'  K(s),  :?  -=  ±  \/      ''""'   ''''^  pôles 

dt-  Kjt  c  i:  ::  =  rn:  a  et  ±  î^  sont  des  pôles  de  R3(c'). 
Ou  a  ensuite 
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> I  pour  I  z  I 


V/c  M-  I 
I 


\'c-^\ 


Soicul   -  un  point  n'cl  disiiucl  lU-s  anli-erdenls  du  point  à  liulini. 
cl  5),  z-,,  ....  ::,;.   ...  la   suite  de   ses  eonséqucnl>..    dette    suite  a 

des  liiuitr>  <l"<i»(illation   (inics  et  nu^uic  au  plus  «'-"aies  à 'n==.  eu 

\  c  -M 

\al(ur   al. s, duc. car   si    \z„\   (-si    >  ,,J— ,  1^/,+,'!    est    <b,,|.  On 

V  c  -f-  I 

aura  lurinc  ((rlaineiucnt  |c"|  <  ,^  | r  un«-  iulinilr  de  \aleuis 


_   9.S3  — 


(le  n\  en  efTet,  les  points  ±  1/ fonnenl  un  couple  répulsil. 

(le    niulliplieateur  (4^ -f- ■>  )""  ;    donc    |:;„|     ne    peut    tendre    ^e^s 

Vy      '      que    si    Ton    a   eonstamuu'nt,    à   partir  d "un  certain  ranj;. 
C  -H  1 

Ceci  posé,  soient  ab  un  sei;nient  de  I  a\e  réel,  a^h,^  a>b>.  .  .  . 
ses  conséquents.  Je  dis  que  a«^n  (inira  par  (comprendre  le  point 
à  l'inlini  à  son  intérieur  ou  à  lune  de  ses  extrémités.  Supposons 
(pi  il  n  en  soit  pas  ainsi;  les  ]»oints  de  a,ib„  seront  don("  toujours 

distincts  du  point  à  l'infini  et  aussi  des  points  o,  ±  l/-,  it  a,  ±p. 
Or  on  a  une  infinité  de  fois 


y/c  +  1 
Le  serment  a,ib,i  sera  donc  une  infinité  de  fois  intérieur  à  l'un 


des  se<;iuents    (  o,  t 


ou  I  o,   — 


V 


(  loninie  'i 


y/c 


sei;uient  a„b,i  sera   alors  ou    bien   dans  le   segment  (3,  1/  '  )  ou 

dans  son  symétrique,  ou  bien  dans  le  seguienl  (o,  ^j)  ou  dans  son 
symélri(pie.  Dans  ce  second  cas,  le  seguient  a,i_ib,i^,  sera  inté- 
rieur à    un   segment    ayant    une   extréuiité   au   [)oint   rt  tV  -  et  ne 

pourra  pas  dépasser  dz  a  ou   ±  p.  Donc,  dans  tous  les  cas.  a„b„ 
sera   une   infinité  de  fois  intérieur  à  l'un  des  segments  (a,  P)  ou 
(  —  a,        3)  c'est-à-dire  à  un  segment  borné  n'ayant  pas  d'extn-- 
uiité  à  rori<iine  des  coordonnées. 
Ceci  posé,  on  a 


l'oiir  -;  réel,  le  second  meml)re  est  toujours  |)liis  grand  que  i  eu 
\alcui' al)s()lu(' :  il  leud  vers  i  pour  z  iufini,  uiai>  pour  !r|<:;a,  on 
auia 


>/v 


—  2."3  — 


R'(^) 


> 


En  Inlrgranl  diuis  un  inlcrvalln  où  R(^)  rcslc  (ini,  on  a 

a 


R(a) 

na  i 

^  R(6) 


>k 


log 


Nous  aurons  donc  |)oiir  nos  Intervalles  ành,i 


log 


bn 


> 


ios 


6„_, 


eonstanimenl,  et 


'^K 


>  A-   loi 


/^n- 


(A->i) 


une  infinité  de  fois.  Par  suile, 


log  j- 


/r?("' 


log^U 


c2(/i)  tendant  vers  l'iulini  avec  n.  Donc  ~  a  |)oui-  seules  liniiles 
d'indétermination  o  et  co.  (]eei  est  incompatible  a\ee  le  lait  ([ue 
a,thn  fsl-  l'ne  infinité  de  lois  intérieui"  au  segnicnl  a[j. 

On  doit  donc  admettre  (jue  a^bn  finira  })ar  comprendre  le  poinl 
à  l'infini  à  son  intérieur  ou  à  1  une  de  ses  extrémités,  Mais  si  1  on  a 
un  segment  tel  <[ue  (^«,,-(-00),  comme  les  points  a«^(,  à„^2i  •  •  - 
finissent   par  dépasser  7—  vers   la   droite,    on    aura   des    segmenls 

conséquents  <;omprenanl  l'origine  et  finalement  tout  Taxe  i'é<M. 

On  voit  donc  bien  que  tout  point  de  l'axe  réel  apparlient  à  ^, 
aucune  suite  des  fonctions  R;i(^c)  ne  peut  convergei-  >ur  un 
segment  de  cet  axe.  D'autre  pari,  l'axe  imaginaire  apparlient 
aussi  à  cF,  car  la  substitution  ne  change  |)as  si  l'on  remplace  c  |)ar  iz 
et  ;,  par  iz,.  Il  en  sera  de  même  pour  toutes  les  Courbes  antécé- 
dentes des  deux  axes  de  coordonnées  qui  son!  des  courbes  ajgé-- 
bri(pies  en  infinité  dé'iiombrable.  (ilierchons,  par  exem|)le,  les 
courbes  aiitécc'-deiiles  nnuH'diales  de  l'axe  réel.   Posons 


z  =  0  e"<>. 


I       ,.         /  cos3'.)\        ./ 

•0  e.'^ :-  g- 3/(1)  =   1  co  COSU) -I-  l\  r  ^  SUK 


sin  ■>'.)  "^ 
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En  exprimant  (juc  :;,  est  réel,  il  \  ient 

r  p*  sincj  4- 3  sin  w  —  î  sin' M  =  I). 

En    sii[)[»rniianl    la   >(>liilii>n   sin(.>  =  o,    (|tu    donne    l'axe   réel,  il, 
\ienl 

(ui,  en  coordonnées  earlésiennes, 

(;oinl>edii  sixième  dci^ié  avant  un  point  doid)le  à  l'oii<;ine.  Toutes 
ces  eotirbes  ont,  du  r(>ste,  des  |)oinls  doid)les. 

Ainsi  J  comprend  i(ù  des  coiirhes  al<;él)ri<pics.  On  pourra  vt'-ri- 
lier  (pi  il  \  a  des  points  de  j"  (notamment  ties  points  |)ériodi(pM>s 
d'ordic  i  Jïon  sitiu'îs  sur  les  axes)  (pu  n  appartiennent  pas  à 
ces  courbes.  On  ('onstate  aisément  (pi'il  v  a  (piatre  points  doubles 
attractils.  (le  >ont  les  poMit> 


[)lacés  sur  les  bisseclric«"s  des  axes  de  coordonnées  cl  dont  les 
multiplicateurs  sont  la  valeur  [/^r  ^  ^).  l>es  points  crilujiips  de  la 
(onction  li    ,  (  ::  )  sont    le   point  à  l'inlini  qui  est  en  même  temp>  un 

point  double  repulsit  cl  les  points -—4  / ;  ces   derniers,    placés 

sur  les  bissectrices,  ap|)arliennent  respectivement  aux  <loniaines 
immédiats  des  (piatre  points  doubles  attractils.  Il  n  v  a  pas  d'autres 
lonclions  limites  (pie  tes  constantes  (|iii  e(»rres|)ondent  à  ces  (piaire 
|)oints(  '  ).  f>es  domaines  immédiats  de  ces  points  sont  ^impleiiu.Mit 
connexes  et  limités  par  des  ("ourbes  (pu  n  Ont  de  tanj;<'nte  en 
aucun  point  ;  la  chose  n'est  (l(MiIeiis(>  (jiie  p(uir  les  antécédents  du 
point  à  I  infini.  H  n Cst  pas  dilticile  de  \oir  (pi  il  n  v  a  pas  de  lan- 
f^cnles  en  ces  points,  (les  (piatre  domaines  ont  des  antécédents 
distincts  d Ciix-mèmes,  en  nombre  inlini  et  limités  par  des  courbes 

(')  Qn  pourrait  (t<idiiire  de  là  tiès  rapidement  (|uc  l'a\f  reel  appartient  à  ^f. 
Mais  la  méltiode  directe  et  ('•lémrntaire  ciuployre  s'applifiue  à  des  cas  où  l'on  ne 
connaît  pas  renseiuhle  dérive  des  conséquents  des  points  crili(|ues  de  H_,,(ci. 
Pour  les  substitutions  à  coclTu  ienls  réels,  on  peut  Ibrmer  de  diverses  inanicrcs 
des  exemples  très  généraux  où  la  même  circonstance  se  produit. 


(Je  nuMiu-  naluic.   l/rnscinble  de  toutes  ces  courbes  ne  ronstilue 

pas   loiil    rcn!?cml)l('  j.  Eu  ellet,  elles  n'ont  en  coininiin  îivec  les 

courbes  •aI<;<''l)ri(|U('S  considérées  plus  liaul  cju'une  infinité  dénoiu- 

biiiMe  de  points,  .le  ne  sais  pas  si  j"  a  d'autres   points  que  ceux  de 

ces  deu\   >érie>  de   coui-bes.    Dans  tous  les  cas,  on  voit  bien  cpie 

les  arcs  de  ces    courbes  ne   sont    |)as    isolés  dans  ^:   car  tout  point, 

de  Â  est  hmitc   d'iiul<''<('(b'iil>  des  domaines  iuinu'diats  des  (jualre 

points  doubles,  les  dinu-nsions  de  ces  donuiines  tendant  vers  zéro. 

( -e  niéiue  exciuple  nous  conduit  enciu-e  à  une  propiiélé  curieuse 

1 
<{ui    mérite    dèlre     M^ualéc.     I"als(ui^    la    I  ran>r<u-mali<)n    z  ^  ^:^  f  > , 

z  zrzz  t  '  :  lin  obi  nul  encore  une  >ubstiluli(iu  rationnelle 


l^es  /„  n  ont   pas  d  iiiilre  (onction  bmite  (oie  la  constante  ,  qui 

représente;  un  point  double  attraclit  correspondant  aux  qualrt; 
points  de  rexempic  précéd<'nl  ;  les /„  convergent  \ers  celte  cons- 
tante dans  une  inlinité  de  réj^ions  distinctes  séparées  par  ^f .  Ainsi 
il  \n  une  inlinilé  de  rci^ions  de  con\er^ence  des  f„,  qui  sont  les 
antéec'-dentes  du  domaine  immédiat  d  un  point  double  attraclit  et 
ce  NonI   là  les  seides  i'e<;ions  di-  con\  er|^('nce. 

l'oiir  ètr'c  complet,  d  nou>  resterait  à  étudier  la  frontière  du 
domaine  immedial  d  un  point  (buible.  (piand  ce  domaine  est 
ddrdre  de  connexion  infini  et  à  étendre  ptuir  ce  cas  les  pro|)o- 
sitions  de>  n"  i'A  et  ii.  On  v  par\  iendrail  probal)lemenl  par  la 
niénu'  rn<'tbode  en  a\anl  ej;ai(l  aux  lia\au\  récents  relatifs  à  la 
i-eprés<'ntati(ui  <dnt(M-me  des  tlonialnes  à  connexion  multiple  (Poin- 
care.  K«ebe,  tic).  Mais  on  doit  renuirquer  qir<'.  dans  ce  cas. 
f.  «•il  n'est  pas  partout  disconliinr,  conqirend  une  Infinité  de 
c<uilinirs  dr>llncts;  dans  tous  les  exemples  (pre  nous  avons  pu 
élu(li<'i-.  aircirn  de  ces  conlinus  nest  isolé,  tous  les  poinls  de  / 
étant  II  miles  de  domaiiu's  extérieurs  à  D,  donl  les  dinu'usions 
terwlent  \ers  zéro.  Il  en  est  |)r()bablement  loirjoirrs  ainsi;  mars  ri 
fauili'ait  ('•liuidei'  d  aboi'd  ce  point  axant  de  recliercliei'  sr  /"peut 
renfei-mer-  irne  lign<'  analvlicpu'  isolée,  il  esl  d'ailleirr>  évident 
(pie  si  le  domaine  I)  est  coinplèlenuMit  invariant,  comiiu'  cela  a 
lr<'u    pour    le    p(unt    à    I  infini    dans   truc   sub^iiiution    poU  iioirrrale. 


—  roG  — 

f  coïncide  avec  s  cl  que  les  l'csiilhils  (|iii  |)i(''cc(lent  hii  sont  alors 
applicables. 

CHAPITRE  VII. 

08.  Les  développements  des  (Chapitres  préctMlenis  vont  nous 
permellre  d'étudier  les  solutions  uniformes  de  certaines  équations 
fonctionnelles  exprimant  une  relation  entre  les  valeurs  d'une  fonc- 
tion de  variable  conq)le\e  et  celle  ([u'on  en  déduit  en  elTectuant 
sur  la  variable  une  sul)stitution  rationnelle  donnée.  Pour  être  traité 
d'une  manière  ((uuplète,  ce  sujet  exigerait  de  longs  développe- 
ments concernant  la  convergence  des  séries  ou  des  produits  infinis 
qu'on  peut  former  avec  les  itérées  d'une  fraction  rationnelle.  Celte 
étude  qui  est  facile,  tant  cju'on  reste  à  l'intérieur  des  domaines  de 
convergence  de  ces  fractions  itérées  R,;(::),  devient  au  contraire 
très  difficile  sur  les  frontières  de  ces  domaines,  et  pour  surmonter 
ces  difficultés  quand  on  ne  fait  aucune  hypothèse  particulière  sur 
la  nature  des  fi'ontières,  il  faudrait  conq)léler  sur  quelques 
|)oints  les  résultats  déjà  acquis.  Nous  étudierons  d'une  manière 
assez  complète  les  solutions  des  écpialions  fonctionnelles  de 
Schrckler  et  d'Abel  et  nous  donnerons  (piekpics  indications 
sur  les  solutions  d'autres  équations  un  peu  jiliis  conq)li- 
quées. 

l'oiir  (piune  équation  fonclionncUe  telle  que 

Ai/lR(-)J,/(^),  ^l=o> 

où  A  est  une  fonction  donné(>,  ,/(-)  une  fonction  analytique 
inconnue,  ait  un  sens  précis,  il  faut  cpie  si  le  point  c  appartient  au 
domaine  d'existence  de  la  fonction,  il  en  soit  de  même  du  point 
::,  =  R(3);  ce  domaine  doit  donc  contenir  ses  consécpients.  Si  l'on 
résout  l'équation  fonctionnelle  par  rapport  à /[!!(:;)]  et  qu'on  y 
remplace  ensuite  r  |)ar  R  ,  (c-  ),  en  choisissant  une  détermination 
convenable  de  cette  fonclion  inverse,  on  définira/ (3)  dans  un 
domaine  D  .,   antécédent  du  domaine  initial  D  et  contenant  D.  On 

définira  de  même  /(-)  dans  D_2,  D    ;,,  .  .  .  ,  D_„ Le  domaine 

limite  de  D^„  est  alors  un  domaine  invariant.  Si  nous  supposons 
que  ce  domaine  invariant  soit  un  domaine  maximum,  c'est-à-dire 
(ni'il  ne  soit  pas  contenu  dans  un  domaine  invai'iant  plus  grand,  il 


est  alors  coiili^u  à  j,  du  moins  lorscju  il  a  |)lris  de  deux  j)oiiits  IVou- 
lières.  Le  cas  où  ce  domaine  comprend  loul  le  plan,  >auf  p(>ul-èlre 
un  on  deux  points,  ne  paraît  conduire  (|u'à  des  fonctions  uni- 
tornies  banales  cjuand  R(s)  n'est  pas  du  prcMuiei-  degré:  il  peut 
conduire  à  des  fonctions  multiformes  intéressantes,  qui  peu\enl 
être  ])ar  e\emj)le  des  fonctions  inverses  de  fonctions  méromorplies  ; 
nous  en  verrons  des  exemples.  Si,  au  contraire,  ce  domaine  in\a- 
riant  est  conli<;ii  à  .T,  il  ne  peut  être  que  ce  (juc  nous  avons  appelé 
le  domaine  immédiat  d'un  point  double  attractif  ou  de  multiplica- 
teur égal  à -|- I ,  ce  dernier  cas  étant,  comme  nous  le  savons, 
un  cas  limite  du  premier,  mais  dont  létiidc  est  bien  plus  compli- 
(piée  ('  ). 

59.  Nous  n(;  nous  étench'ons  pas  davantage  sur  ces  indications 
d'ordre  général  (|ui  seront  précisées  par  des  exemples  et  nous 
allons  étudier  maintenant  les  solutions  uniformes  de  l'écpiation 
fonctionnelle  de  Scliroder  dans  le  domaine  d'un  point  double 
attractif  a  de  multiphcateiir  non  nul 

F[K(^)|  =  sF(2)         [s  =  IV(a),  o<|5|<i]. 

M.  Kœnigs  a  démoni  ré  cpie  celte  ((pialion  admet  une  solution 
liolomorpbe  dans  un  cercle  de  centre  a  et  de  ravon  /■  suKisainmenI 
petit  pour  (pi'on  ait  en  tout  point  de  ce  cercle 

I  R(;:;  — -a]  <  Ai  3-  a|  (A    .'.i). 

CiClte  solution  (pii  est  nulle  et  de  dérivée  égale  à  i  en  a  est  la 
limite  pour  n  infini  de  l'expression     "     ;  la  convergence  iini- 

1  1  ^u 

forme  de  celte  expression  est  d'ailleurs  facileà  (U'-inontrer,  en  récri- 
vant sous  la  forme 

p  —  n  —  \ 

R(-„)-« 


'  n 


p^O 


s{z,,—  a.) 


(l'est  ce  (jue  fait  M.  K.(rnigs  dans  son  Mémoire  bien  connu. 

Si    y{z)  désigne  cette  solution  fondamentale  de  l'équation  de 

(i)  Nous  laissons  lio  côté  le  cas  qui  ne  se  présenle  proltublement  jamais,  oi'i  il 
V  aurait  des  domaines  invariants  singiilicis  «huis  |ps(|iiol<  li-*  I!  /  "  i  .mr.iit-nt  des 
fonctions  limites  non  constantes. 


--  2.^8  — 

Schroder,  toutes  les  solnlious  liolomorplies  on  mér<»nior[)hes 
en  a  de  la  même  équation  on  l'on  remplace  s  par  une  constante  indé- 
terminée S(uit  de  la  forme  Cf  K(  :;)  | -",  (1  constante  arhitraire  et 
n  entier  qiielconcpic.  On  peut  donc  se  horner  à  la  solution  londa- 
nienlale,  si  on  laisse  de  côté  (telles  (pii  ont  en  a  un  point  critirpic 
t)u  un  point  singulier  essentiel. 

Si  inaintcuant  on  suppose  R(  c  )  lationnelleet  qu'on  lasse  varier  :^ 
dans  tout  le  domaine  immédiat  D^  <lu  point  double,  le  |>roduit 
infini  (pii  définit  V {  z-)  étant  uniformément  convergent  dans  tout 
domaine  fermé  complètement  intérieur  à  D^,  ^\^^  ^^t  'ï<>1(>- 
niorj)lic  dans  0,^  et  v  vérifie  en  cliacpic  point  l'écpialion  de 
ScliitKJer. 

Les  zéros  de  cette  fonction  sont  les  anlé(;édenls  de  a  intérieurs 
à  D«;  cela  résulte  imnu'diatcment  de  l'é(juali(m  fonctionnelle  elle- 
même  ou  de  l'écjuation  \''{z}  =  lim  " Ces  zéros  son!  d'ail- 
leurs en  n()nd)r(î  inlini  ;  nous  savons,  en  ellel,  que  la  fonction 
li_il^^)  égale  à  a  pour  c- =  a  et  prolongée  à  l'intérieur  de  Dg,  ^ 
juésente  au  moins  un  point  criti(pie  (,;,  le([ucl  est  distinct  de  a, 
puisque  s  =  R'(oc)  ^  o  ;  si  ^  décrit  un  lacet  parlant  de  a  et  v  reve- 
nant après  avf)ir  tourné  autour  de  c  en  restant  à  l'intérieur  de  Djj, 
R_i(^)  décrit  un  cliemin  (pu  part  de  a,  reste  dans  D^  <'l  aboutit 
ena_,,  antécé(leul  immédial  de  a  distinct  de  a;  nn  conilura  de 
là  à  rexislence  de  a_o,  a..  3.  .  .  . ,  intérieurs  à  D,;.  distincts  enti'e  eux 
et  distincts  d<!  a.  (iCs  points  à  |)artir  d'un  certain  rang  ne  sont  ni 
point  crilicpics,  iii  limites  de  points  crititpics  des  fonclionsR_„(  2)  ; 
on  pourra  d(''crire  autoiii-  de  l'iiu  d  entre  eux  a  \\n  pelil  cercle  0 
inli'ricur  à  Dr^  dans  le(pi(d  les  fonctions  K_„(;)  restreinte  au 
domaine  O^  sont  uniformes  et  forment  une  famille  normale  à  (onc- 
tions limites  constantes,  ces  constantes  a\ant  pour  alfixcs  la  tota- 
lité des  points  de  la  front  ièr<>  /de  D^-  Ttuit  cela  est  bien  connu  pai' 
les  (lliapitrtîs  (pii  précèdent.  Chaque  point  de  /"est  donc  limite  de 
domaines  intérieurs  à  Ej^  et  antécédents  de  0.  Vax  vertu  de  I  «'(pia- 
tion  fonctinniielle 

la  fonction  V (  z)  [)rendra  dans  I  un  (pieleoncpie  ^  „  des  domaines 
antécédents  de  rang  n  de  0,  liuites  les   valeurs   —  /,    où   Z  désigne 
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mie  valeur  (jiul<  iiiu|iu'  de  V[z)  daii-?  o;  les  poinls   Z  (((iivrenl  nu 
domaine  e  (jui  coiiiiJirnd  l'origine  piiiscjne  F{  y.')  =  <•  ;  les  doniaincs 

>»Mnl>laI»l("> —  ('   I  riiririiiciil  donc  à  leur  inlriiciir    un    poml    (iiud- 

(-on((u<'    du    plan    aulrc    (luc    le    point    à    1  inlini     ii     |)artii     d  une 

crilainc  xalciii'  Ar  n  |tuis(|uc  ; — -    :    i.  D'où  crllr  conclusuin  : 

Lti  solution  foiidanicntah'  de  L' {'quation  jonclionncUc  de. 
Scinoder  est  une  jDnclion  holmuorplie  à  l' inlrrimir  de  D^- 

Elli'  pos&èdi'  à  r intérieur  de  ce  domaine  u/ie  infinité  de  zéros 
(lyant  pour  points  limites  tous  les  poinls  frontières  du  domaine  : 
au  voisinage  de  ehacun  de  ces  points  frontières  la  fonction  est 
complètement  indéterminée  et  prend  toutes  les  valeurs  excepU' 
l'infini. 

()(K    II  •;  Cn^uil    (N  ulciuuM'ul    ipu'   loii»   ers   poinl>  Ironlicrcs  qui 

((Uiuciil     uu    cu-cndilc    pailail,    coulinu    ou    disctnitinu,    >onl   do 

poinls   sinfinlitTs   (vs>rnliel>    de  l*'(  :;  ).     I.r  domaine  d'evislenee  de 

celle  f«uiehon  coïncuie   d(UH'  avec  le  domaine  de  c(niver<;encc  du 

pi-oduil  inliiii  (pu  permel  de  la  définir,  ou  plus  exactement  avec  la 

parlie   de   ce    domaine   de   eon\  ei'<;('nce   «pu    est    d'un    seul    lenanl 

avec  a.  Mais  supposons  (pie  ce  (^lomaine  de  c(»nvei'}^cnee  ne  soil  pas 

d  un    seul    icuaiil.    (lest     dire    (jue    D^    pfts>ède     une    iniinilé    de 

domaines  anl(''('(''(lenls  (ils!  iiicis  ci    dans  (liaciin    d Cuv    la    lonclioii 

,,       \\„(z\  —  r  ■  r  ■  r  ■ 

rationnelle   '■ coiner^e    umIormenKMil    \eis    mie    lonclKui 

s" 

liolomorplie.  Considérons    par   exemple    un  domaine  l)_)    antéeé- 

denl    imim-dial    de   1).^    cl    distinct    de    Da.    Nous    di'dinirons    ainsi 

dans  I)    ,   une  ('on(li(»n  I',  i  r  )  ;  r  elanl  dans  D, ,  R  (c")  est  dans  1) 

et  I  on  a 

FIH,  =  .|  =  .s-h-,(c,, 

Mais    ou    a    aussi,     loisrpie    ::    es|     inlerieiir    au     domaine    immé- 
diat. 

De  la  comparaison  de  ces  deux  dernières  é(pialions  il  n'sull(>   (I-n  i- 
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dcnimenl  que  loiil  jjrocédr  de  prolongemenl  aiialvli(jue  i^énérali- 
sant  celui  de  Weierstrass,  et  qui  en  aurait  les  propiiélés  essentielles, 
devrait  donner  F)(c)  eoninie  prolongement  de  F(;)  dans  D_,. 
Mais  il  faut  jeuiar([uer  que  les  domaines  D^  et  D_  ,  peuvent 
n'avoir  aucun  point  frontière  commun  el  (pie.  loul  au  moins  dans 
les  cas  simples,  ils  en  ont  un  nombre  fini.  11  laudrail  donc;  pour 
pouvoir  appli(pier  un  procédé  ânalo<>ue  à  celui  de  M.  Borel,  obte- 

nir  une  expression  donnani  la  même  limite  cpic     '"     dans  D^ 

et  ses  antécédents,  mais  conver<;eanl  uuiroiiiK'ment  sur  certaino 
lij^nes  sortant  de  ces  domaines,  .le  n  ai  pas  réussi  à  former  une 
pareille  expression  (  '  ). 

Toujours  est-il  que  si  Ton  se  limite  au  point  \  ue  de  Weierstrass 
la  fonction  F)(^)  ne  peut  pas  non  plus  ("ire  prolongée  au  delà 
deD, .  L'expression  de  M.  Kœnigs  définit  alors  mic  infinité  de 
fonctions  analytiques  à  domaines  d'existence  liuiités  et  distincts. 

()1.  Nous  allons  étudier  maintenant  la  déri\ée  de  l" {  z)  (pii 
vérifie  l'équation  fonctionnelle 

et  plus  généralement 

F'[R„(^.)1  n'„(z)==s"V'(z). 

(jomme  1^'  n'est  jamais  infinie  dans  D^i  il  iaul  et  il  suffit, 
poui"   (jue    cette    dérivée    s'annule,   qu'on    ait  R^,  (r)  =;  o,   ce   qui 

équivaut  à 

1V(::)R'(^,)  ...  ir(-„._,)  =  o. 

Nous  supposerons  pour  éviter  une  discussion  sans  grand  intérêt 
<pie  le  point  à  l'infini  n'est  pas  intérieur  à  Da-  Alors  R'(;;)  =  () 
a  toujours  au  moins  une  racine  dans  cv,  domaine,  puistpie  la 
fonction  K_((^)  restreinte  à  D  y  possède  au  moins  un  point  cri- 
ti(|ue  c;  l'équation  R(^)  =  c  ayant  ainsi  une  racine  double  ,3 
dans  D'à,  on  a  R'(  [î)  :==  o.  I.,es  racines  R^,  (  c)  z=  o  sont  les  ,3  et  leurs 
antécédents  ius([u"au  rang  /?  —  i  :  en  faisant  vaii<>r  n  el  en  ne  pre- 


(')   Un  tel   prorédé   devra  salisfiiirc  à   la   condition  de   définir  I''(^)    dans  un 
domaine  ou  un  ensemble  de  domaines  invariant. 
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iianl  que  les  anU-crdciils  de  [ii  (jiii  sont  intérieurs  à  D^,  on  ol)li(Mil 
les  zéros  de  F'(^)  (|iii  soûl  en  noud)ic  infini  cl  ont  j)oui'  j)()iul> 
liniiles  tous  lf*s  poinK  de  la  (Vontiércy';  loul  se  passe  coninic  |)oui- 
les  zéros  de  F(  ;). 

Considérons  plus  "('ntu-aleinenl  [('quation  lonclionnidle 

■•■[l<,  =  ,|=,^FU-). 

OÙ  A(  ;)  esl  une  lonclion  rahonntdle  doniK-e  et  elierehons  les  con- 
ditions pour  (ju'elle  adiuelle  une  solution  liolomorphe  ou  méro- 
inorphe  en  a.  Si  !''(;)  est  de  la  forme  (z  —  y.) -"'.<$  (:■  —  a),  (jj 
n'étant  ni  nul  ni  infini  à  Torigine,  F[R(r)j  sera  de  la  même  forme 
avec  le  même  entier-  ±:  ni  puisque  R  (a  )  nest  pas  nul;  il  s'ensuit 
(pu-  A(a)  ne  doit  (Hre  ni  nul  ni  infini.  On  obtient  ensuite  la 
(•(Uidition 


A(a)' 


A(ai  doit  donc  avoir  une  valeur  (pii  dé|)end  de  l'entier  d= /«.  Si 
nous  prenons  ///  -=  o,  c'est-à-dire  une  solution  liolomorphe  et  non 

nidle  en  a,  il  vient 

A  (  a  )  =  I . 

Celle  solution  existe  efleetiveinent  et  est  re[)résentéc  (en  faisant 
ahstraetion  dune  eonslante  multiplicative  arbitraire)  |)ar  le  pro- 
duit infini 

A(^)  \(3,)  ...  A(5„)  .... 

(!e  produit  esl  absolument  et  iinilormémenl  convergent  dans  ï),^ 
puiscpie  A(  z  )  :^i  -\-a{  z  -  7  i  -h  ...  et  (pic  Zn  -  a  tend  vers  zéro 
comme. s".  H  \  represciitr  une  fonction  méromorplie  ou  liolo- 
iiiorplie.  On»seia  certain  (pie  celte  fonction  adnnU  edecliNemenl 
comme  points  siiigulieis  tous  les  points  frontières  de  ce  domaine 
quand  A  (  ::  )  aura  un  /cro  a  riiitciiciir  de  l)^|nous  admettiuis 
pour  e\iter  loiile  disCiissKui  (pu-  les  zcios  de  A(«)nesonl  pas 
dis  antéci'dcnl s  drs  p(')les  de  (■ciic  uK'me  fonction  1.  On  v«'rra  en 
ellel .  ((Mil  me  picccdcm  mciil .  (pie  tout  poiiil  dey' est  alors  limite  de 
zéros  de  la  fond  1011 . 

.Su|»pos(uis  maiiitcnaiil  (pic  f  1  c  i  soit  de  la  forme 

(  s  —  aj'"'  <!>(;)  U>(a)  et 


a>(a)  et  --Î—  ^  o\. 


^  {:■)  d<\\l  vc'i'ilici'  rr(jiiatit)n  tonclioniicllc 

t::  —  7.       T  '  "'        1                                    I 
UT—- T ''''-'=n '*'<-2|' 

R (^ 5 j  —  a  j         \[  z  }  \U  z  t 

H(v)  n  ('■laiil  ni  mille  ni  inliuK'  cm  a;  ouest  lanicné  au  cas  précé- 
«Icnl. 

Enliii,  on  poiina  laiic  ilrs    i«'n)ai(|iic>  analogues  au  sujcl   de   la 
série 

\^(z)\(Z)-^B{Zi)\(z)\(Zi)-^...-:-h(Z„i  \iZ)  \iZt)...    \i  Z„)-h... 

(iiii  est  uuilorménienl  coin er>>c)ile  dans  loul  domaine  inleneui 
à  Dépourvu  que  les  fonelions  ralioimclles  V  cl  Jî  \éiilienl  les  eoiidi- 
I  ions  B  (a  )  =::  o  et  A(a)  --  » .  (resl  aloi's  une  >olulion  iu«''i'oinoi|ihe 
dans  D(x  de  1  é(jiiali(jn 

(lui  dans  des  cas  élendiis  aura  tous  les  |)oinls  de  J  eoinine  poinls 
singuliers. 

(>!2.  JNous  allons  niamlenanl  re\cnir  à  I  élude  de  la  xdution  ton- 
danienlale  de  récjualioii  de  Scliioder.  ijue  nous  appellerons  plii> 
hiièvenienl  XnjOnclioii  de  Kœnigs  et  pi'«''ciser  ses  propriétés  dans 
le  cas  où  il  s'agit  d'une  substitution  à  eeicle  rondain<>ntal  de  j)re- 
luière  espèce.  Nous  su[)posei()ns  (]ue  le  ceic  le  londainenlal  est  li- 
cercle  I  ^  I  1=  1 ,  le  point  double  inlérietii'  <''tanl  à  rori^ine.  Il  résulte 
de  ce  .qu'on  a  déjà  déinonlré  (pie  la  foncliiMi  de  Ko'iiigs  tend  vers 
linlini.  cpiand  on  s'appitx  lie  de  la  '■irconlt'i'enee.  poiir\u  (pie  le> 
(  liemins  (lé(M"ils  ne  traversent  pas  (M'ilains  domaine>*  en  inliniti' 
déiionibrable,  mais  extérieurs  les  uns  aux  autres  (pii  entourent  les 
/('■ros  de  la  (onction,  e Cst-à-dire  le>  antécédents  <le  1  (Uigine.  \oiis 
albuis  nous  ellorcer  de  prendre  ces  domaines  aussi  petits  (pie 
possible  sans  (jue  la  propriété  cesse  d'étic  exacte.  Soit  y  unecircon- 
férenee  intérieure  el  concentri(pie  au  cercle  londamental  (i  et  com- 
prenant à  son  inlérieur  les  points  criti(pies  de  \\  ^  {z  \  dans  (1  ;  ••  a 
pour  antécédente  immédiate  v_(.  courbe  d'un  seul  tenant  (pii 
entoure^',  pour  anlécédente  de  rani;  //:-'_„  (pu  enloiiic  ■•  „  , 
et  tend  \  ers  la  circonIV'rence  lr(u\tière  /  :  les  zéros  de  !■  (  ::  l  dans  la 
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<'()iii(iim<'  ("'.y  )  sont  ceux  fie  la  <iiiiiunne  (y- Y-  i  )  <'l  Itnirs  anlù«'<- 
<l<'nls.  Supposons  |>ar  exemple  (piil  v  ail  un  seul  zéro  simple  (le 
V{z)  dans  (v,v_,  )  ;  nous  allons  l'enlourcr  dune  série  de  circon- 
féreiires  avanJ  leurs  eenlresenee  point  et  de  longueurs  respeeli\es 

/, .      '/  /..     y  -  / f/"  /..      .  .  . , 

où  <y  désigne  un  uonihic  ':  i .  mais  >»  |  5  |  [5  =  R'(o)]  ;  ees  petites 
<ireonféienees  limitent  les  cercles  (  0).  (j  (0  ),  ^*(6  ),  . .  . ,  q'  (o),  . .  . 
intérieurs  à  (y,  "'    i  )•  13ans  la  partie  de  (y,  y^,)  extérieure  à  cj"  (0), 

<ui  aura 

|F<^)!-     A  y". 

Si  j"enlév(;  de  (".y  1  1  l<'  domaine  (0  ),  (!<•  (y_,,y_2)  les  domaines 
antécédents  de  rang  1  de  7(01.  en  général  de  (y,-«,  y.fw  +  n)  les 
domaines  anlécc'dents  de  rang  /."  de  {/"  (  0  ).  en  vertu  de  1  équation 
lonclionnelle 

j'aurai  dans  la  couronne  de  lang  /}  ainsi  jx-rlorée 

(juantité  i\m  ten<l  \er>  linlini  puisipie  7  >  |  5  |. 

Il  s'agit  maintenant  de  montrer  (pie  la  somme  des  longueurs  des 
conloui's  des  domaines  supprimes  lorme  une  série  conxcrgenle. 
Les  fonctions  R_  „  (  ;  1  n  ont  pa^  de  points  critupies  dans  (v.  v,  ). 
ni  même  dans  une  couronne  plus  élendue  comprenant  à  son  inté- 
rieur les  eirconiV-rences  «'  et  /':  elles  sont  uniformes  dans  eetle  cou- 
ronne transformée  |)ar  une  coupure  radiale  en  un  domaine  simple- 
ment connexe  A.  ()n  peut  al<>is  leur  a|)pli(|uer  le  tliéoréme  de 
M.  K<el)e.  Dans  tout  domaine  intérieur  à  A.  notamment  dans  la 
C(Uironne  (  ".  /  1.  on  aura  pour  toutes  les  (onctions  'j  (  ;  )  z=  R     ^  1  -.  \ 


V  et  :■  étant  deux  pi  uni  s  (jinlcniupics  de  1  •'.  /  1  ;  |  'i\r  1  mesure  le 
grandisscment  linéaire  en  nu  point  (piand  on  ]iasse  du  domaine 
initial  à  I  unde  ses  ant(''ct''denl  s  :  un  peut  dire  cpic  le  jappent  des 
giandisscnienl  s  lincaiics  eu  deux   points  (pieleniupiC'»  c-^l  |iui|(>nis 
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compris  enlrc  Q  cl —  ;  il  casera  de  même  pour  le  rapport  des  gran- 
dissements  de  deux  lij^nes  quelconques  de  longueurs  finies 
/  et  /'  : 

p       ^   l'-n    .    l-n      ^     ' 
^'    '^      /'      •       l       "^    g  ■ 

Considérons,  en  {)arliculier,  les  deux  lignes  suivantes  :  la  circonlé- 
rence  y  de  longueur  o,  -  et  la  circonférence  de  longueur  \q'  qui 
liuiite  q^{o)  et  soient  /^„  cl  v_„  les  longueurs  des  lignes  corres- 
pondantes dans  l'un  quelconque  des  domaines  antécédents  de 
rang  «  de  A  (ces  domaines  sont  en  nombre  <:/".  A  étant  aftccté 
du  ne  coupure  ). 
On  aura  ainsi 

«»l.  par  consécpienl, 


Q  —  <  --i:  <  ;  T  — 


2d^-"<-ô-  -^^' 

i 

la  sommation  étant  faite  [)()ur  les  lignes  antécédentes  (en 
nombre  d")  de  rang  déterminé  n;  mais  les  antécédents  de  rang  n 
delà  circonférence  /  sont  des  arcs  de  cette  même  circonférence 
et  dont  l'ensemhle  recoiivre  /  sans  omission  ni  double  emploi, 
de  sorte  (pie 

Ou  aura  donc 

Si  maintenant  on  lait  \aner  //  {\i'  /('to  à  I  iiiliui,  on  obtient  comme 
somme  des  longueurs  des  contours  ipii  hiiiitcnl  b-s  domaines  tpi'on 
a  eidcNés,  une  quaiititi-  inlénciiic  à 

X 


''V        :,  — 

(lZà^"~  Q(i  — 7 


(ptantité    finie    cl     <pii     peut     èlre     rendue     aussi     petite     (pTon 
b'   Ncut  px^)ur    A    Mifli.sammcnt    pelil,  (^)    et    q    étant  indépendants 

de  X. 
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Si  an  lien  (11111  seul  zéro  de  1"  (^)  ou  en  a  plusieurs  dans  la  cou- 
ronne [",  v_,  '),  oa  opérera  pour  chacun  d'eux  de  la  même  manière; 
A  désignera  alors  la  somine  des  longueurs  des  circonférences  liini- 
laiit  les  cercles  (o)  en  noinlire  fini.  Si  Ton  a  des  aéros  mulliples  on 
de\  ra  prendre  f/f  >  |  .v  |,  puisqu'on  aura  |  F(3)  |  >  A  f/P^  dans  la 
couronne  (y,  "'_(  )  d'où  on  a  enle\é  les  (o). 

On  voil  donc  (pie  les  domaines  enlevés  sonl  vus  de  lOrij^ine  sous 
des  aniiles  dont  la  somme  peut  être  rendue  aussi  petite  (pion  le 
veut,  puisqu'on  peut  les  su|)poser  extérieurs  à  un  cercle  de  centre  o 
et  de  ravon  7  Jiar  exemple.  On  peut  donc  dire  (pic  sur  un  ensemble 
de  ravons  issus  de  l'origine  et  dont  la  mesure  didere  de  27: 
d'aussi  peu  qu'on  le  veut,  F(^)  tend  unitormémenl  vers  l'infini 
quand  |  ^  |  tend  \  ers  l'unité.  En  effet,  on  peut  déterminer  .  un  tel 
ensemble  de  ravons  (pii  ne  ti-a\ersenl  pas  les  domaines  enlevés  de 
C;  pour  j  :;  I  >•/•,  ravon  de  *',:;  est  dans  une  couronne  [y_„,  y  (_, ,] 
et  l'on  a  I  K(;)  I  >  AM"  (M>i).  Or,  il  est  à  peu  près  évident 
que  si  j  ;  I  leiid  uiiironiicmenl  vers  1,  n  Icnd  uiiironnèment  vers 
l'infini,  car  les  couronnes  |  ■"_(„_,),  v_,.j  pour  /i  <<  n  tonnent  un 
domaine  complèlement  intérieur  à  C,  (;t  par  consé(pienl  à  un  cercle 
coneeiil  iKpie  de  ravon  /•' <;  i . 

Il  est  donc  démontré  que  sur  tous  les  rayons  issus  de  l'orij^ine. 
sauf  |>eut-étre  ceux  d'un  ensemble  de  mesure  nulle,  |K(.;)|  t(;nd 
ver>  linlini  (piand  |  :;  |  tend  vers  l'unité. 

G3.    Il    iTesl    pas    sans    iiitt-rèl    de    préciser    l'ordre  de  i;randeiir 

relatif  de  l'entier/?  cl  de j — ,-    Nous    poserons   |  :;  1  =  0.    INou> 

I  —  I  -  l  '  , 

i-emar(pi()ns  ensiiile  (pie  JV  (  ^  )  étant  bornée   dans  C  et  par  suite 

inférieure  en  module  à  nn  nombre  H  >■  l ,  on  a  an^si  dans  C 

|r;(c)|  =  |B'(5)R'(c  ,)...  R'(3„_,)l<»i". 

.Soil  Ion  jours  |  y.-/,,  '^'-f„^^  |  la  con  roiine  antécédente  de  ranj; //  de 
(v.  *'  ,  )  :  considérons  >a  plus  courte  distance  à  la  ciiconlérencey  ; 
c'est  un  seniiienl  7  (pii  a  pour  //'*"""  (■()nsé(pi(Mit  un  arc  de  courbe 
joifiuant  un  poini  de  /à  un  point  de  y  1  et  |»ar  (■onsé(pieiil  A- 
longueur  an  inoin><  ('i^ale  à  la  plus  courte  dislance  />  de  y_,  à/. 
Les  (démenls  d'are  ch  et  tl-„  elanl  liés  ])iii'  |;i  relation 
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on  aura 

^  J,i  ^   J>_ 

'  •      max  i  U„(-  I  I    ''     Jl"" 

D'aulrc  [)arl,  nous  axons    (k''inonli(''    (|ii On    a    ,>iiry  cl  dans  im(' 
couronne  en\  iionnanle  d  une  certaine  (''paisseui- 

iiv(-)|>K:-i. 

inéi;alilé  (|u'on  [X'ul  supposer  vérifiée  enlre  y  el  /.  11  s'ensuit, 
ainsi  rjuc  nous  TaN-ons  déjà  remarqué,  (|ue  tout  point  de  •'_„  |)eut 
être  relié  à  uu  point  de/  par  un  arc  (!<•  courbe  de  loni;ueur  infé- 
rieure à  77-,  b  étant  la  distance  de  -'  à  /.  Donc  pour  tout  point  de 
la  couronne  \'(_n-  '^ hj^^  |-  "^^  aura 

l>  ^    ^   h' 

11/7  <  '  — ?  -  j;^- 

On  peut  reinplacei-  cetle  douille  uK'^alite  par  la  >ui\aiil<'  : 

(•."<  — ' —        (i'", 
I  —  s 

G  et  (V  étant  des  consLaiiles  plus  grandes  que  i.  Telle  es!  la  rela- 
tion que  lu^us  voulions  obtenir  el  (|ui  va  nous  permettre  d'évaluer 
le  niodirle  maxiniuni  l')\\  (  o  )  de  |  V  {z)  \  pour  |  ::  |  =  p.  Nous  siippo 

serons  o  >■/';  le  ixiint  ;  =  zc'^  pour  letniel   |l''(oe''M|  alleiul  >ou 
i    -^       "        1  t         I  I         I        I  I 

niaxiiniim  est  mIui'  dans  une  c(uironne  |v  wi  "'_f/i^.  i  - 1  ;  ('■cri\ousla 
relation 

il  s'ensuit  (pie  si  li  e>t  le  iiKxliile  ina\iinuin  de  l''(  r-  )  dans  (  -'.  --_,  •, 
on  a.  en  ce  point, 

|F(-;l  =  ;->rL(prc:BUj". 

Mais,  d'après  la  double  inei;alilé  qui  |)iéeéde,  on  a 

loe; 


^      logG     ' 
on  a  donc 


ou.  on  posniil 
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l.,i;    - 


logG 


(  I  —  p  IH- 

D  aiilic  pari,  la  circonlV'iTiicc  |  c  |  =  o  a    ccrtaiafniciil    dt-s    points 

oxIc'ticiiis  aii\  dotnaincs  (jiic  nous  avons  sup|)iini(''s  do  C  an  conis 

delà    dcnion^l  latioii    piwcôdonic.    «m    UK-inc   |>lus    srinploiucnt   dos 

|)iiinls    oxlônoiiis   aux    doniaMics    antôci-donls    dos    loi.     ( -ai-     tes 

(li>uiaincs  soni  o\loiioiiis  lo>  uns  aux  auli'os  o(  dans   oliac  un    d  ou\ 

l'arjiunionl  do    r-   a  une  oscillai  ion  iiilVrioiico  à  2  —  .  Onaiir.i.  on  un 

toi  poinl. 

I    " 

M'(-.)l>AiT.i    ; 


on  a  (lono 


.Tt(p;>Aj-     >  r\e 


lotrli'  '  1 


loei 


;">H  (  0 1 


I  s 


(  I  —  p  )V- 


loi;  G' 


On  a  (inalonionl 


(  I  -  p  )l^ 


■  Oit  (  p  1  < 


(  I  —  0  ;"■ 


j/.  ot  ij.'  ('tanl  posilds.  Il  >  onsuil  (juo  la  sono  do  J  avloicpii  roprô- 
sonlo  i'{z-)  est  d'ordro  lini  sur  son  cercle  do  con\or;;enco.  Nous 
allons  voir  <'n  ollol  cpu;  An-^  inlôiii'atn)ns  snccessi\os  en  nondjio 
fini  la  transtornioni  en  une  lonclion  boinéo.  Il  «.ullil  d  Ohsei'N  or 
(pidn  a 


f  lu  p  e'^  )  ,''^  (/o 

0 

r^  r^     </c  I'.' 


Nous  ohliondr  (Uis  donc  ain>i  apros  \  (piadraluros  \  i\  — :  |  •/!  -f-  i  ), 
une  sôrio  do  Tajlitj'  continue  ainsi  (pu-  sa  dérivée  sur  lo  cercle  (le 
convoi'^enco  ol  (|ui  y  sera  ahsoluinonl  conver^ionto.  Los  coonicionls 
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(le  la  série  de  Tajlor  de  F(;)  sont  donc  tels  que 

ce  qui  caractérise  les  séries  de  Tajlor  d'ordre  fini.  Nous  ne  chei- 
cherons  |)as  à  évaluer  cet  ordre  plus  exactement  (').  On  peut 
toutefois  remarquer  (ju'en  vertu  de  la  formule 

>2TÎ 


—    f     I  F(pe'ô)|-^f/0  = 


le  premier  membre  tendant   vers  l'inlini  avec  — ^ d'après  ce  qui 

précède  la  série  S  |  «„[-  est  nécessairement  divergente;  doiic/i"^  \a„  | 
ne  tend  pas  vers  zéro  si  £>  o. 

11  n(!  résulte  pas  nécessairement  des  développements  qui  pré- 
cèdent que  la  fonction  F(3)  tende  vers  l'inlini  sur  des  circonfé- 
rences concentriques  tendant  elles-mêmes  vers  f.  Mais  on  voit 
facilement  qu'elle  tend  vers  l'inlini  sur  des  courbes  (pii  tendent 
vers  y  en  s'enveloppant  mutuellemeni  de  manière  que  leurs  lon- 
gueurs restent  bornées.  C'est  ce  qui  a  lieu  sur  des  courbes  y_/i- 

En  efi'et,  en  appliquant  le  théorème  de  M.  Kœbe  comme  précé- 
demment, mais  cette  fois  aux  points  des  deux  courbes  v  el  yde 
longueurs  /  et  a-,  on  trouve  de  suite,  en  appelant  /_„  la  longueur 
totale  de  la  courbe  y.,,,, 

et  sur  ces  courbes  ]'(:;)  tend  vers  l'inlini  puiscpi'il  n'y  a  pas  de 
zéros  de  F(^)  sur  y. 

64.  Nous  allons  maintenant  préciser  quel(pu>  j)eu  le  mode  de  dis- 
tribution des  zéros  de  V{z)  autour  d'un  point  déterminé  a  de/. 
Reprenons  le  raisonnement  du  n"  ol  (  Cliap.  \  I  );  ^  étant  un  point 
de/,  limite  de  consécpients  de  a,  nous  considérons  un  domaine  A 
contenant  h  el  les  domaines  antécédents  de  A  (pii  tendent  vers  a; 

(')  En  ctudianl  l'"(-;  au  voisinage  d'un  point  double  répulsif,  on  verra  que 
par  un  choix  convenable  des  niuiliplicatcurs  on  peut  rendre  cet  ordre  aussi  j;rand 
(lu'on  le  veut,  U(^)  étant  par  exiMiiple  tiu  second  degré.  Mais  c'est  Tordre 
minimum  qu'il  faudrait  trouver. 


—  2G9  — 

(le  la  suite  des  foiiclioiis  R_«(;)  correspondaules  nous  en  exirajons 
une  autre  pour  lacj^uelle  on  a  l'expression  asyniptotique 

f„(z)  —  a  =  ;/,(  [9(3  j -!-£„(  5)  |. 

On  a  'f  (/>j  =  o  <*l  la  fonction  ;'=:  cp(:;)  fait  la  représentation  de  A 
sur  un  domaine  A';  nous  sommes  ici  dans  le  cas  exceptionnel  on  f 
est  analytique  et  l'arc  \  de /' contenu  dans  A  est  l'eprésenté  dans  A. 
par  une  droite  /  passant  par  l'origine.  Soit  p  un  zéro  de  la 
fonction  F(^  )  contenu  dans  A  au(|uel  correspond  un  point/)  dans  A  . 
Prenons  maintenant  les  antécédents  de  A  au  moyen  des  fonc- 
tions y^  définies  par  la  formule  qui  précède;  à  l'arc  A  dey  il  va 
correspondre  un  autre  arc  dey  passant  |)ar  a;  si  ;  est  un  point 
de  ).,  l'argument  Ac  fniz)- — a  tend  donc  pour  n  infini  vers  une 
valeur  déterminée  to  qui  correspond  à  la  direction  de  la  tangente 
en  a\  dans  les  mêmes  conditions,  l'argument  de  f„{p)  —  a  tendra 
vers  la  valeur  (o  -h'^,  •]>  ('tant  l'angle  de  O'p'  avec  la  droite  X'  dans 
le  |)lan  des  z' ;  'l  nVst  pas  un  multiple  dcTi;  les  pointsy"„(yj  j,  c  est- 
à-dire  les  points  antécédents  âe  p  qui  tendent  vers  a  sont  donc  sur 
une  courbe  qui  fait  m\  angle  déterminé  et  non  nul  avec  la  circon- 
férence; ces  points  sont  encore  des  zéros  de  F(:;).  Ainsi  par 
chaque  point  a  de  f  il  passe  une  courbe  faisant  un  angle  fini 
avec  y  et  <pii  conlicnt  une  mlinitr-  de  zéros  de  l'(^)  ayant  a 
pour  point  limite. 

Sur  un  tel  clicmin,  V{  z  )  nv  Icud  pas  vers  une  valeur  (bHerminée  ; 
d'une  pari,  elle  a  la  \alcui-  zéi'o  (t)mme  limite  d'inflétermination; 
d'autre  part,  on  voit  de  suite  (pie  l'indni  est  toujours  une  limite 
d'indétermination  de  h'(^)  sur  un  continu  ([uelcon(pic  tendant 
vcrsy.  Ainsi  la  fonction  n'a  pas  les  mêmes  valeurs  limites  sur  deux 
chemins  aboutissant  au  nn'nic  point  frontière,  l'un  normal.  rautr(; 
oblique  sur  y,  contrairement  à  ce  (jui  se  passe  pour  les  fonctions  (pii 
ne  prennent  qu'une  fois  chaque  valeur  dans  un  domaine,  (le  qui  se 
passe  ici  est  au  coniraire  à  ra|)procher  des  propriétés  de  la  fonction 
modulaire  au  soisinage  dr  sa  coupure;  la  fonction  a  d'ailleurs 
(pielqiie  analogie  avec  les  fondions  autiuuoiplies,  puiscjirellc  |)rend 
au  facteur  v"  près  le>  mêmes  \aleurs  dans  des  domaines  étpiixalenls 
par  iap|)oil  à  un  grruqic  discontinu  de  substit  niions  algc'briqiies, 
CCS  domaines  devenani    inliiiimcnt    petits  au   \oisinage  de  la  cou- 
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Je  nr  >ais  |)as  >'il  cxisto  rirorliveniciil  iiii  cn^cnihlr  (li>  iiK^siirc 
mille  (le  _iiiy(»ii>  sm-  |(>([iicU  F(  ::  )  ne  lend  pas  vers  l'infini.  Mais 
soit  un  clieniiu  •^aboiiliï.sanl  eu  un  |)oint  «  <le/  el  euiipanl/ sous 
un  an^le  déterininé:  jiour  (ixei-  les  idées,  nous  supposerons  (jue  j"^ 
est  une  droile  ou  une  cireonféienee.  i^ous  allons  démonlrer  qu'on 
peut  reniplaecf  J^  \)nv  un  autre  chemin  t^'  terminé  en  a  el  faisant  le 
même  anj^le  (|ue  J^  a\ec  /'  sur  le(juel/(^::  )  lend  vers  linlini.  Notis 
considérons  encore  les  domaines  (r7"(0)]_„  avant  exaclemeni  la 
mènie  sii;inficali()ii  ([mc  j)ré(éd<'ninieiil  cl  (luc!  nous  dcsii^nerons  plus 
brièvement  par  c?,,  :  '^  rencontre  le  contoui-  d'une,;,  qui  est  une 
courbe  ali;ébrique,  en  un  nond^re  lini  de  points:  un  se<;nienl  fie  J^ 
inléiieur  à  e,i  sera  lemplace  par  lun  des  deux  arcs  du  cunlour  de  t'„ 
qui  ont  les  mèuies  exirémités  que  ce  segmeni  :  d<''eri\anl  '^  de|)uis 
nn_  point  int(''ri<;ur  à  (]  jusfpi'à  a  nous  répétons  cell(>  opc'-ralion  suc- 
cessiv(^menl  sur  tous  les  scgniculs  anal()i;ues  (ju(^  nous  rencontrons  ; 
mais  les  domaines  r^„  ainsi  renconti'és  lendcnt  vers  «  puis(|ue  leurs 
dimensions  lend<'nl  \er>  zéro  (  il  en  est  de  même  d'ailleurs  poul- 
ies 0  „  (pu  i-eurermenl  ce>  e„).  La  courbe  '^ ainsi  Tiiodiliée,  soit  X^', 
Lend  donc  toujours  vers  (f .  .le  dis  d'antre  pari  (jue  les  c(uiloui's  de 
(;es  Cf,  sont  \  us  de  (i  sous  des  aiiiiles  (pu  tendent  vers  zéro.  S  d 
lien  est  pas  ainsi,  considérons  iine  suite  de  ces  e„  pour  lesquels  eel 
angle  ne  h-nd  pas  \eis  zéro;  de  la  suite  des  fonclions  P\_„(;)(pii 
(ont  la  représenlalion  coniornu!  des  (/„  (  o  )  >ur  ces  ('„,  <mi  de  o  sur 
ces  o„,  nous  pouvons  en  extraire  une  autre  (pii  est  repn'senlablc 
par  la  lormiib^  asvmpt(iti(pie 

f{z)  n  est  pas  une  constante,  iMai>  u Csl  pas  niilli-  dan>  o.  La  dil- 
térence  des  arguments  de  deux  \alcurs  de  /"„  (  ;  )  —  a  ne  change 
évidemment  pas  si  l'on  supprime  la  conslanle  multiplicali\e  u„  du 
second  membic.  Soit  ::o  le  centre  de  o:  la  circonrci-enee  de  q"{o) 
est  represeiitablc  |)ar 

(<)  variant  de  o  à  2-  et  .r,,  elanl  le  rayon  (iiii  lend  \ers  zéro  a\ec-- 

j  I  f) 

Le  second  membre  de  légalile  pic-cédentc.  di\ise  par  <j.„,  devient, 
(juand  on  \   remplace  ::  |)ar  cette  \alciir. 


t,i{Z)  h'iidiuil  iinirornu'nical  vers  zéro  dans  o.  cl  ':>{  z„-\-  z„s"^  ) 
Iciidaiil  uiiiformcincul  \ors  C5(  Zq)  qui  n'est  pas  nul,  larguinent  de 
<c(l<'  qnaulilé  leiid  iiiiilormémeiil  vers  celui  deç;(Sy).  Il  s'ensuit 
que  le  contour  e„  esl  \  u  de  a  sous  un  angle  qui  lend  vers  zéro.  Le 
(  lieinin  r'  fait  (\()nc  le  même  angle  que  '^  avec  J\  et  d'autre  part  on 
;i  -«iir  -'^  ,  ((immf  (oi  la  \u  préeédcmnient. 

|F(3)|>.M"         fMM), 

f\  l'enlKM'  /i.  tendaiil  Ncr-  I  mlini  (piand  c  li-nd  \ers  c/  i  '  ». 

On  pourra  (U)ne  en  particulier  nu-ner  par  tout  ])oinl  d*;  f  u\\ 
(  liemin  normal  à  /  sur  l<'(piel  h  (  c  )  tend  \ers  l'inflni  ;  ce  eliemin 
ne  devra  être  dislinel  du  ravon  que  pour  un  ensemble  de  j)oints  de 
mesure  nulle.  Mai>  on  xoil  (pie  deu\  chemins  tangents  entre  eux  et 
non  tangents  à  la  circonleicnce  ne  sont  pas  équivalents  au  point  de 
vue  des  valeurs  limito  de  I' (  c  )  qui  pourra^  a\  oir  une  infinité  d(; 
zéros  sui-  I  un  cl  Icndrc  n'-gidu-rcuicnt  \crs  rinlini  sui'  l'autre. 

()0.  Nous  allons  corisidércr  mainicnani  la  ioncUon  déri\  ée  !''(  3). 
()n  peut  choisir  /•  de  manier»-  (pic  dans  la  couronne  ("oniprise 
entre  /  cl   le  cercle  "  de  ravon  /'  ou  ait 

|H'(-)l:   •<>'• 

L  éipialion  fonctionnelle 

F'|R(3)]  IV(  z)^sF'iz) 

molli ic  (pie  les  zéi'os  de  V  (  z)  dans  (  y,,/  )  soûl  (  (Mi\  cpii  sont  con- 
tenus dansi  V,  V  i  )  cl  huirs  antt'cédenls.  .Nous  pou\ons  aussi  consi- 
dérer  la    d(-ri\(''e   logaril  h  iiii(pie  _     =<!>(  ::\  qui   Nt-rilie    ré(pia- 

lltUI 

'l>[H(^)|=  ^-J_..<|.(.-). 

Si  :;  est  un  point  de  {'^f)  de  hauteur  n  par  rapport  à  (  v,  "_,), 
e  (St-à-dire  dont  le  //"'"'•  conséquent  est  dans  cette  dernière  cou- 
l'oune,  on  aura 

l'iM  c)|>K"|'^(^„)|. 


(  '  1   11  isl  à  pciiic  utile  di'  due  (jii«-  les  conclusions  siibsistenl  s'il  y  a  plusiriirs 
/('•ros  de  l''(c),  i\'Sl-ii-diie  plusieurs  domaim-s  (o^  d;ois  \,\  (oiironiie  f  ■'•  ï   i'- 
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On  poui-ra  donc  refaire  sur  la  fonction  ^l^(z-)  tous  les  raison- 
nements  faits  au   suiet  de  F(  :;);  le  nombre  7—:  devra  ici  être  rem- 

placé  par  K,  les  domaines  0  par  les  domaines  0'  cnlouranl  les  zéros 
de  F'(::)  dans  la  couronne  initiale;  le   nombre  q  devra  être  pris 

entre   i   et---  On  i)Ourra    raisonner   simultanément  sur  ces   deux 
K  ' 

fonctions,  en  considérant  à  la  fois  0  et  o\  q" {0)  et  q"{o), 
q  étant  >>  r^  et  que  |5|.  Nous  [)Ouv()ns  donc  résumer  comme  il 
suit  les  propriétés  des  fonctions  F  et  *!>  : 

Considérons  une  substitution  à  cercle  Jondaniental  de  pre- 
mière espèce  avec  un  point  double  de  multiplicateur  non  nul  au 
centre  du  cercle  C.  La  fonction  de  Kœnigs  holomorplie  en  y.est 
holoniorphe  dans  C  el  représentée  par  une  série  de  Taylor  qui 
est  d'ordre  fini  sur  la  circonférence:  par  tout  point  a  de  la 
circonférence  on  peut  mener  une  ligne  intérieure  à  C.  faisant 
un  ang4e  déterminé  choisi  arbitrairement  avec  la  circonfé- 
rence sur  laquelle  la  fonction  et  sa  dérivée  logarithmique 
tendent  vers  l'infini  lorsqu'on  se  rapproche  indéfiniment  de  a  ; 
on  peut  prendre  pour  ces  chemins  les  rayons  mêmes  du  cercle^ 
sauf  peut-être  pour  des  points  a  formant  un  ensemble  de  mesure 
nulle.  Les  zéros  de  la  fonction  ont  pour  points  limites  tous  les 
points  de  la  circonférence;  il  en  est  de  même  pour  les  zéros  de 
la  dérivée;  par  tout  point  a  de  la  circonférence  on  peut  mener 
un  arc  de  combe  faisant  avec  celle-ci  un  angle  fini  et  contenant 
une  infinité  de  zéros  de  lune  quelcon(jue  de  ces  deux  fonc- 
tions. 

Ces  résultats  appelleul  les  reuianpies  suivantes.  Y {z)  devenant 
infinie  sur  certains  chemins  qui  lendeiU  vers  la  circonférence,  ^ 
(qui  a  des  pôles  dans  C)  tend  vers  zéro  dans  les  mêmes  conditions; 
il  en  sera  de  mêuie,  au  moins  dans  certains  cas  pour  la  dérivée 
—  ,,  / ' ■  En  eirel  la  foucliou  7T-\eri(ie  r('qualion 

Pourcju'-on  puisse  lui  appli(pier  la  même  analyse  ([u'aux  fondions 
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F' 


F  et  -=;  >  il  sul'lil  ([iron  ail  dans  C 

\sW(z)\<A-<i. 

Ceci  pcul  avoir  lieu.  Exemple  : 


H(ô)  = 


z(i--,z) 


(jui  admet  le  cercle  fondamental  |  :;  |ji.  On  Irouve 


Poiii 


I ,  on  a 


R'(  z)  = 


\K(z) 


\s  R'(z)\^ 


I  —    >OZ  -\-    )  ■ 

i^  —  zf- 

l  -i-   JO  -i-    ) 


La   fonction     ,        tend  donc  vers  l'infini  cl     ,, ,  _      vers  zéro  sur 

,  r  ( i )  \' -{z) 

les  chemins  qni  satisfont  aux  conditions  que  nous  venons  dCx- 
pnmer. 

D  autiepart,  il  existe  aussi  une  fonction  de  Kœnit^s  F,(c.)  liolo- 
morphe  à  l'extérieur  de  C,  nulle  à  l'inlini;  F  et  F,  prennent  des 
valeurs  respectives  imaginaires  conjuguées  en  deux  points  svnn'-- 
Iriques  par  rapport  à  (].  \ai  fonction  de  z  égale  à-r. — —  •'  I  inl(rieui" 

de  C,  àp à  rexli'rieur  n'est    [)as   analvtKpie  sur  /;   ncanmoins 

elle  est  continue  ainsi  (jue  sa  derivc'-e  sur  une  iiilinité  de  lignes 
trav(;rsant  y  en  tous  les  points  (;t  sous  tous  les  angles,  ces  fonctions 
étant  nulles  sur  co,  clieiniiis  en  tous  les  [xiiiits  <ley.  Je  ne  sais  pas 
si  l<;  résultat  s'étend  aux  dérivc'-es  d'ordre;  supérieur. 

On  voit  par  là  que  l'élude  de  la  (onction  de  Kœnigs  sur  >a  coii- 
|)ure  met  (mi  évidence  certaines  j)articularités  d'ap|)arence  assi'z 
paradoxale,  cl  notablement  didérenles  de  celles  qu'on  a  |>u  ('lii- 
dici"  jusqu'ici  sur  l»\s   Jonctions  pr(''S(Milanl   les  lignes  singulières. 

GO.  On  jxiil  ohlcuir  des  roultats  analogues,  nat  uiciieineiit 
moins  précis  pour  la  loiiclion  de  Kcrnigs  dans  le  cas  dune  suhs- 
lilulion  ralioiiiielle  rpielcoïKjue.  Si  l'on  considère  un  petit  cercle 
de  cenlre  v.  ((nileiiaiil   ses  consécpicnis,  les  domaines  antécédenta 
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(le  ce  pclil  cercle  cl  ([ui  soui  diiu  seul  leiiaiil  ;i\ec  a  sont  couteuus 
les  uns  (liins  les  auires  cl  séleadeut  de  sorte  cju'ou  (iuil  par  en 
trouver  un  „i,  dans  lequel  se  [)erniutenl  toutes  les  liranchcs  de  la 
fonction  R_,(;)  ieslreint<'  au  domaine  Dj;  et  qui  contient  ainsi 
lous  les  poinls  crilupies  de  (•elle  tonclion  rcsli'einle:  soit  -l._i  le 
domaine  antécédenl  immédiat  de  do  qui  contient  ^U.  Le  domaine  à 
connexion  mtdliple  ul,  ,  -\.  )  \a  jou(;r  le  l'ôle  de  la  couronne 
(*',"'-«i)  dans  le  cas  de  la  sul)sl il ulif)n  à  cercle  fondamental.  Ce 
dcunaine  neconlienl  aucun  p(»int  critique  ou  eonséqnc;nt  de  point 
ct'ititpu'  de  R  )(  :■):  les  fonctions  R_„(;)  y  deviennent  unit'ornio 
(juand  on  l'a  icndu  simple.n\enl  con\e\e  j)ar  un  système  de  cou- 
|)ures;  il  contient  d'aulre  pai'l,  puisque  R  (a)  ^  O',  des  anlécédenls 
(le  y.  (pii  sont  des  zéios  d(!  la  tonclion  de  Kœnigs  F(2)'et  qu'on 
pouria  entourer  de  petits  cercles  o  ou  (/"(o).  cy  ayant  toujours  la 
iiK'me  si^nilical  ion.  Dans  le  domaine  A  ou  (  A>_i  —  .%,)  ainsi  afrectc' 
de  coiq)ures  (jui  ne  séparent  pas  les  cercles  o,  on  |)eul  appliquer 
aux  fondions  R  «(  c  )  le  lliéorème  de  Ko'be  et  conq)arer  ainsi  non 
pas  les  longueurs  mais  le-  iui'cs  de  domaines  ima<;es  de  A  cl  y"  (8), 
en  su[)p()sant  t;omme  d  est  pei'inis  de  le  faire  que  le  domaine 
[D^ —  -\.  )  soit  horné.  de  sorte  que  la  somme  des  aires  A_„  a  une 
valeur  finie.  Ou  obtient  ainsi  le  résultat  sui\  ani  :  pour  cpie  F(  s) 
Icnde  uniformément  \ers  linfini  (piand  c  tend  ver>  la  fronliére 
de  !)«.  il  suffit  d"enle\er  de  Dj  des  domaines  e,i  dont  les  diamèlres 
tendeni  \ers  zéro  en  même  temps  que  leur  plus  courte  dislance  à 
la  fronliére  cl  doni  la  somme  des  aires  peut  élre  rendue  aussi  petite 
(pion  le\eut.  D'une  manière  j)lus  ])récise,  si  n  désii;ne  la  hauteur 
d'un  point  de  l^a  suffisamnuMit  voisin  de  la  frontière  |)ar  rap|)orl 
il  un  domaine  inlérieui'  tel  (pie  (c.l._,  —  ^,1,),  par  s^  et  ï„  la  somme 
des  aires  des  t'„  d  une  |)art  el  daulre  part  des  parties  de  D^  qui 

Nonl  de  hauteur  /?,  le  rapport  —  tend  vers  zéro  connue  ry",  el  |  F(  ;  ^  | 

-'« 

|eud\crs  l'infini  comme -j-^- (/y  ]>  |  .v  |). 

.Si  a  e>l  un  point  accessible  de  /,  •'  un  cliemm  inlérieiir  à  D^ 
aboulissanl  en  a,  on  peu!  toujours  remplacer  'J  par  un  autre 
cliemin  e'  aboutissant  au  m»''ine  |)oinl  sur  lequel  K(-)  tend  vers 
l'infini,  la  ou  les  \aleur>  limites  de  l'arj^unieill  de  z  —  o  étant  les 
uK'iues  sur  les  chemins  (^  et  !^  .  La  démonslralion  est  la  même  cpu' 
pour  le  cas  d(''jà  examiné. 


I.cs  rrsullat>  n'hitilM  aux  valfiirs  limih-s  de  la  touclioii  (Icrivt'c  lit- 
>'(lcii(l(!Ml  (|iic  si  l'on  a  I  R'(  c)  I  >>  K.  >>  I  sur  /,  (<■  (jui  na  |ia> 
tiuijnnis   licii. 

U<'inar(|ii()iis  ciuorc  (jiic  si  l)-^c>l  >im|)l('iiu'iil  (••mncve,  la  fcpr»''- 
.-(Milalioii  (•(iiilorinc  de  Dy.  >iir  un  ((tcIc  rainèiu'  Irliulc  <li'  la 
fond  Ion  df  l\(rui^>  à  (clh^  delà  nièiiic  IVtnclion  rclalive  à  ua«".siil)s- 
liliilion  a  ((nclc  loiidaniculal.  flar  si  l'on  pose,  coninic  an  ("Jia- 
|)ilrc  \  I.  z  =  /t(  f  ),  ;,  =  l»(  r  )  =  //(/,  ).  l'(';(|  nation 

d(\  icnl 

F|Ai/,  i]  ^.çF|//(/)|, 

(in.  <n  posa  ni   I"'  |  A  (  /  )|   ^  <l>i  /  », 

'IM  /,  I  —  5'l>(/  t. 

iNon>  .sa\ojis  (pic  /,  =  'i(  /  i  doi^nc  une  siilistit iilion  ralionucllc 
à  cercle  (ondanirnlal  :  <!'(  /  i  élanl  lioloinorpho  |)onr  /  =z  o  »'>.i  pn-- 
ciscincnL  la  ron<li<iii  de  K<rnii;s  rc  lalixc  à  cclU'  dernièir  snl)>tilii- 
lion.  \n\  ravon>  i\ii  (••rclc  coi  rcspcnid  un  laix'can  des  coiiiho 
anal  \  (npics  pa^sHiit  par  7.  a  vani  poiii-  ('(pial  ion»  (eu  prenant    a  r=  o) 

y 
arc  taiii;  =:^ — h  U(t.  y)  =  const.. 
'    .r  , 

Il  clanl  la  loiielion  associer  ;i  ht  loiicl  ion  <le  (  in-en  rclal  i\  e  an  poinl 
donltlc.  On  |)(iil  prendrr  pour  nioiire  iV un  ensemble  de  1:0 
conrhcs  (tIIc  de  lenis  |)oiiils  de  rciieonlrc  a\ec  une  coni'he  du 
lai  sceau  orl  lio^onal.  <  lela  elanl ,  >ur  loiiles  Jo  courbes  précédentes, 
sauf  sur  un  enseniliie  de  mesure  nulle  d'enire  elles,  F(  z  )  lend  \ei> 
I  inlini  (pi  and  r  leiid  \  ers  lu  In  ml  lére.  D'ailleurs  I  ou  les  (■('>  coiirlx's, 
saul  penl-(Mre  celle'^  d'un  eiiseinhle  de  nicsnri!  nulles,  ahoutisseni 
en  un  poinl  Ironl  u"  re  delenniin''.  pnixpie  /n  /')  ne  prend  pas  dans  ( . 
les  valeurs  correspoiidanl  au  c(Milinuy^i  '  1. 

Oans  cerlains  cas  parlicnliers  on  poiiira  aflirnier  (pie  l'"(  z)  lend 
\(  rs  rinlini  sui\anl  les  rayons  issus  de  a,  saulsui-  un  enseinble  de 
i\iesnre  nulle.  Si  |  R'(  3")  |  ]>  K>>  1    sar^cl   danN  les  pallies  do  1)^ 


(')  P.  i'ATor,  Sur  lis  lignes  singulières  des  /t/iictions  (ina/y(i'/iies  {/iui/ctiii 
de  la  Société  malhéniatif/tie.  lo'^  P-   ii-^). 
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suf(lsainment  voisines  de/,  il  sullira  (piOii  ait 


'/T7 


K 

d  étant  le  dei;ré  de  R(3  ),  <l  q  un  nond)re  queleonque  compris 
entre  i  et  \s\.  Comme  |K|  >  i,  eeci  aura  lieu  siUI<  -•  Exemple  : 

■X 

67.  rVous  allons  rechercher  maintenant  les  fonctions  absolu- 
ment invariantes  par  une  subslitulion  rationnelle  et  uniforme  dans 
le  domaine  invariant  D^,  qui  contient  un  point  double  attractif  de 
multiplicateur  non  nul;  une  telle  fonction  sera  un  inxariani  du 
groupe  (j  de  su1)siitulions  algébriques  auquel  nous  avons  déjà  fait 
allusion  et  dont  nous  allons  préciser  quelque  peu  les  propriétés. 
On  peut  décrire  de  a  comme  centre  nn  cercle  c  qui  d'une  part 
contienne  son  conséquent  c,  et  dans  lequel  en  outre  R(;)  ne 
prenne  jamais  deux  fois  la  même  valeur,  ce  qui  est  possible 
puisque  R'(>.)r^o;les  domaines  c,,  c,,...,  r„,  ...  limités  par  .les 
courbes  simples  et  ne  se  recouvrant  pas  eux-mêmes  tendent  vers  a. 
Je  dis  que  la  couronne  E  comprise  entre  c  et  c,  est  un  domaine 
fondamenlal  du  groupe  (,'.  Si  ;  et  ;'  sont  d(>ux  points  distincts 
de  c,  z-i  et  z\  seront  également  distincts,  de  même  ;.,  et  3,.  z,i 
et  z\^.  On  ne  pourra  pas  avoir  non  plus 

si  z  et  z'  sont  deux  points  distincts  de  E,  car  on  en  déduirait 

H„(c)=.  R„(4), 
(.'I  j)ar  suite 

z  =   Zp. 

Or  :;'  étant  dans  la  couronne  conq>risc  entre  c  et  c,,  :;'  sera  dans 
la  couronne  comprise  entre  c,,  et  r^+,,  enveloppée  par  la  première: 
SI  z--^z  ,  l'égalité  précédente  ne  pourra  avoir  lieu  que  si  :;  est  sur 
le  contour  extérieur  de  E  et  z'  sou  conséquenl  situé  sur  le  contour 
intérieur,  ces  deux  contours  étant  naturellemeul  équivalents  par 
rapport  à  (,'.  D'autre  pari,  tout  point  inlérieur  à  D^  a  dans  r  un 
conséquenl  (pii  M-ra  par  >uile  à  liulérieur  ou  sur  le  contour  d'un 


domaine  E^,  =  Cy,_,.,  —  Cy,,  el  dont  un  aulccédcnt  de  rangyo  se  trou- 
vera ainsi  dans  E  ou  sur  son  contour. 

Il  s'ensuit  que  E  renferme  un  point  et  un  seul  équivalent  à  un 
[xtint  quelconque  de  D^  autre  que  a;  K  est  donc  bien  un  domaine 
de  disconlinuilé  dih  |;rou|)e  (J. 

Soit  ensuite  A  un  domaine  quelconque  complètement  intérieur 
à  D»;  il  ne  conlicnl  donc  qu'un  nombre  limité  d'antécédents  de  a, 
ces  points  n'avant  d'autres  |)oinls  limites  que  les  points  frontières 
de  Da;  enlevons  de  A  des  petits  cercles  ayant  pour  centres  les 
|)oints  a_„  qui  y  sont  contenus.  Nous  obtenons  un  domaine  A  dans 
lef[uel  le  groupe  CJ  est  proprement  discontinu.  En  efietil  existe  un 
entier  p  tel  que  p'^"^"  consécpient  A'  de  A  soit  intérieur  au  cercle  c  : 
d'autre  part  A'  ne  contient  pas  aà  son  inlérieurni  sur  son  contour  ; 
il  n'a  donc  de  points  communs  qu'avec  un  nombre  lini  de  domaines 
conséquents  de  E.  A„  ne  renfermaivt  ainsi  qu'un  nombre  (ini  de 
points  équivalents  entre  eux,  il  en  est  de  même  pour  A'  puisqu'un 
|)()int  n'a  qu'un  nombre  (ini  d'antécédents  de  rang  p.  D'une 
manière  plus  précise.  A  n'a  de  points  communs  qu'avec  un 
nombre  fini  de  domaines  équivalant  à  E  qui  sont  les  domaines 
E,  E,, ...,  E„, ...  et  lueurs  antécédents.  Appelons  domaines  G  tous  les 
équivalents  de  E  ;  on  voit  qu'il  y  a  des  domaines  G  rassemblés  autour 
du  point  a  et  tendant  vers  ce  point  et  de  même  autour  de  chaque 
point  antécédent  de  a;  les  autres  tendent  vers  la  frontière  sur 
laquelle  ils  s'aplatissent.  Chacjue  domaine  G  renferme  un  nombre 
fini  de  points  é(pii\alant  à  un  point  v  de  !)«  autre  que  les  antécé- 
dents de  a;  mais  pour  certains  d'entre  eux  ce  nombre  est  pbis 
granfl  que  l'unité  et  devient  de  plus  en  |)lus  grand  à  mesure  qu'on 
se  rapproche  de  la  frontière^  à  cause  de  la  présence  dans  !)«  des 
points  critiques  de  la  fonction  R_,  (s)  restreinte  à  ce  domaine. 
En  outre,  il  peut  arriver  que  l'ordre  de  connexion  de  ces  domaines 
aille  en  croissant  indéfininu*nt.  Pour  obtenir  des  domaines  simple- 
ment connexes  et  ne  conttîuant  pas  plus  d'un  point  équixalent  à  un 
point  doimé  il  faul  \  pralupier  un  svNtéme  de  cou|)urcs  de  la  manière 
suivante  :  joignons  un  point  du  cont(»ur  extérieur  de  1*^  à  son 
<;onsé(pient  situé  sur  le  contour  intérieur  par  une  couj)ure  inlé- 
rieui'C  àE  et  |)assant  par  t()M>  les  consèqiu-nt^  des  points  erilupies 
deR_,(  c)(pii  y  sont  contenus  (  il  v  a  en  géni-ral  un  consé<[uent  el 
un  seul  de  chacun  de  ces  point >;  ciilicpies  dans  E.  il  peut  y  avoir 
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oxcc'j)li()ii  SI  c('s  poinls  ('iilir|ii(!.s  soiil  do  jinlrcrdciU^  tlf  ai;  l.i 
coupure  ainsi  tracé*'  A  poiina  rite  toriuéc  d'un  seul  ;uc  r(''i;ulicr 
de  courbe  anulyli(pic  ou  nièiiu'  aliiébrique;  les  ai'cs  consé- 
((uenLs  A,,  A^,...,  A;,....  lendeni  \eis  a  cl  conslJlucnt  par  leiii' 
iciinion  un  él«''tiienl  de  courbe  in\arianLc  A  passanl  par  a;  ICu 
semble  de  tous  les  ai'cs  anléeédenls  de  A,  ou,  ce  cpti  revieni  au 
même,  rens(Mnbk'  de  lous  les  arcs  é(pii\alanl  à  A  conslilue  dans  D 
un  rés(îau  invariant  de  courbes  (  alj^ébrujues  )  <pii  divis(>  les 
domaines  (i  eu  domaines  simplemenl  connexes  G  dans  lescpieU 
d  n  V  a  (pi  lin  point  é(piivalent  à  iiu  point  donné;  les  anléeédenls 
des  points  crili(jU(.'S  sont  des  points  de  bilurcalion  pour  ce  it'-seau. 
b-  nombi'C  des  brandies  (pii  y  passent  restant  d  ailleurs  borné; 
ce  sont  des  sommets  jioiir  les  poisj^ones  (i.  Je  dis  ipie  les 
dimensions  de  ces  domaines  lendeni  vers  zéro  loisiju  on  se  rap- 
proche indéfiniment  de  la  frontière;  <'n  ellel  ces  <lomaines(  abstrac- 
tion l'aile  d<;s  conséquents  de  !'>  (pii  tendent  \ers  a)  sont  ou  bien 
des  anléc(''(b'nls  de  1%  ou  bien  des  anlt'et'-deiils  de  domaines  (pu 
sont  <;ux-mémes  comj)ris  dans  des  cercles  enloiiiaut  b.'s  points  x_,. 
antécédents  immédiats  de  a  disliiuls  de  a;  nv  dans  |{  aussi  bu'n 
<pie  dans  ces  derniers  cercles  il  n'v  a  pas  de  points  limites  de  consé- 
(pients  de  points  critupies;  j)ai'  eoiisé(pienl  on  |)eiil  déterminer 
un  (întier  A  tel  (pie  dans  les  domaines  antécédents  de  rani;  A  les 
fonctions  R_„(^c)  n  aient  plus  de  |)oinls  crili(pies  et  forment  une 
famille  normale  à  fonctions  limites  eonstanles  poui\ii  (pion  se 
borne  à  des  domaines  simplemenl  connexes,  ce  (pu  est  bien  le  cas 
ici  d'après  la  manière  dont  nous  avons  tracé  les  coupures.  Nous 
voyons  par  là  (pi Cn  nous  rappro(  liant  indéliniment  d»;y"nous  tra- 
Ncrseions  des  poK^onesG  dont  les  dimensions  ((•ndront  vers  zéro 
et  de  telle  manién;  tpie  leurs  aiii^les  et  le  rapport  d(.'s  longueurs 
de  leurs  c<Més  oscillent  entre  des  limites  linies  et  non  nulles,  en 
vertu  du  tlieoréme  de  Ko'be.  Il  en  sera  de  même  (piand  on  se 
iappro(  liera  ind(''linimenl  d  un  |)oint  a  ^,. 

(hS.    l'i(ij)osons-noiis    maintenant    de    lioiiNcr'   les  lonelions  uni- 
formes dans  Djx  telles  (pie  r(Ui  ail 


cl  par  snili' 
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\iz)  =  \(z'). 


I(»is(|iie  ;  et  Z-'  sont  (■(jnix  aïeuls  pairappori  au  gioiipr  Cj.  Il  csl  clair 
par  ce  qui  précède  <pie  le  point  a  et  ses  aulécédenlssont  des  poinls 
sinj;uliers  ess(;nliels  Ar,  \{z);  il  est  bien  facile  de  trouver  les 
loiiclions  \(:)  navanl  pas  d'autres  |>oinls  singuliers  essentiels 
dans  1)-^.  Soil  \'(:-  i  la  Innction  (\i-   K(cni;^>  lioloninrplic  en  y.  idlc 

<pic 

F|  K{  j)|  =  .s-  F(  5j.         [K(a;  =  ...  F'(a)  =  i]. 

Si  1  ou  pose  '/  =  ''  («  '•  *^'i  ''  iii\  crsenieni 

.-   =/(/'!.  [\(  Z}=/(sZ\,' 

f\  /,  1  claiil  lioldiiiorplic  pour  /  ^  d.  (  )ii  an  la  dune 

Il  ;  I  =  ll(Zi. 

Il(  /  )  ('laiil  iiniroriMc   dans  un  cercle   de   c(;nUe  ()a\ec   un  |)i)iul 

sinj;ulier  essentiel  isolé  à  l'orij^ine  et  vériliant  l'équation  lonction- 

ncllc 

H(Z;  =  lIisZi. 


Il  (  /  I  clanl   iiin  lu  nue  puni-  j  /|  ':  |  '/„  |  sera  unilonne  pour  1  Z.|S 

(|U(d  (|ue  soil  //.  diuH    dans   tout  le  plan   cl  n  aura   d  autres  sinj;u 
lai-ités  essentielles  (|ue  lorii^inic  et  le  point  à  l'inlini. 
Posons 


La  fonclicui  <l>i  \\  i  c>l  unili)iiuc  (lan>  loiil  le  plan,  na  daulro 
sinnularitc^  à   (li>lancc  lime  (pie  des   |)é»lcs   cl   \ciilic  les   relations 

•IM  W  -n2/-.       'I'(W). 
,|.,  \N-      -  ...  >        -:^«|.i\V.. 

(>    est  donc  une  f(,nclion  clli|)l  itpic. 

Ké'ci|)ro(|uein<'nl  d  une  ((Uiction  clliplupie  «I>  (^W  ),  aii\  pcniule- 
:>, /"  <l  (.),  on  déduit  par  la  siihsi  i|  ui  mu  \\  =;  lo;; />  une  Ituiclion 
uniroriue  de  /,  a\anl  pcuir  points  singuliers  «'.ssentiels  les  piuiils  o 
cl  X.  cl  iu\  aiianle  (piaud  on  n    rciiqdace  Z  par  \Z  ;  en  reinpla«;ant 
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ensuite  Z  par  la  fonction  de  Kœnigs  F(;).  qui  est  holoniorplie  el 
unilorme  dans  D^  et  admet  eomnie  zéros  les  antécédents  de  a,  on 
ohticnt  une  fonction  l  (  :■)  ayant  ces  derniers  points  comme  seuls 
points  singuliers  essentiels  dans  D^  el  uniforme  dans  ce  donuiine. 
Si  la  fonction  tl>  (  VV  )  est  d'ordre  ///.  la  fonction  I(^)  prend  en 
général  m  fois  la  même  valeur  dans  le  domaine  fondamental  E, 
ainsi  que  dans  les  domaines  G. 

11  suit  de  là  et  des  propriétés  connues  des  fonctions  elliptiques 
que  deux  fonctions  invariantes  1  et  Ii  sont  toujours  liées  par  une 
équation  algébrique;  ces  fonctions  prennent  toutes  les  valeurs  au 
voisinage  des  points  a._„  et  des  points  de  /'. 

On  obtiendra  des  résultats  analogues  relativement  au\  solutions 
uniformes  de  l'équation  fonctionnelle 

L[IU3)J  =  cL(s). 

c  étant  une  constante  qui  n'est  j)as  de  la  forme  ç*".  On  est 
alors  ramené  aux  fonctions  doublement  [)ériodiques  de  seconde 
espèce. 

69.  Faisons  encore  quelques  remarques  au  sujet  décpiations 
fonctionnelles  d'un  tApe  un  peu  plus  général,  tel  rpie 

F|R(^i]  ^\[z.  V{z')], 

où  A  {z,y)  désigne  une  fonction  rationnelle  donnée  des  deux 
vai'iables  z  cl  y.  On  peut,  dans  bien  des  cas,  démontrer  l'existen("e 
<le  solutions  unifornu's  de  celle  (''(juatu)n  autoui"  d  un  j)oint  double  a 
ou  même  dans  tout  le  domaine  !)«,  comme  pour  l'écpialion  de 
Scliriider.  C'est  à  (pioi  on  parvient  soit  par  la  formation  dii'cctt; 
de  séries  ou  de  produits  infinis  convergents  qui  vérifient  cette 
écpiation,  soit  par  une  méthode  d'approximations  successives.  Mais 
la  solution  obtenue  étant,  par  exenq)le,  uniforme  dans  D^,  il  n'est 
pas  i(»ujouis  facile  de  reconnaître  si  tous  les  points  frontières  de 
<;e  domaine  sont  des  points  singuliers  de  la  fonction.  La  (piestion  . 
se  simplifie  dans  le  cas  des  substitutions  à  cei-cle  fondamental  de 
première  espèce.  Va\  effet,  la  démonstation  du  n"  i()  (Cliap.  ^I) 
est  ici  applicable;  la  fonction  A  (jui  joue  le  rôle  d(>  1\  dans  la 
démonstration  à  hujuelle  nous  i-en voyons  ;  R  (3)  joue  le  rôle  de  :p(/)  ; 
A  dépend  ici  à  la  fois  de  la  variable  indé|)endante  et  de  la  fonction 
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iiicoiiniic  ;  mais  onNcna  lacilenu'iil  (jue  cela  ne  niodili»^  en  rien  les 
conclusions.  Le  cas  parlicirlier  où  R(2)  esl  (le  la  locnie  a  z'i 
(le\rail  toutefois  être  examiné  à  pai't.  Si  on  le  laisse  de  coté,  on 
peu!  diie  (|ue  loiile  solution  de  l'équation  fonctionnelle  précédente. 
uK-ionjoi  plie  à  rinléiieiic  du  cercle  fondamenlal,  est  ou  bien  une 
fonction  lalictnnelle,  ou  hien  une  fonction  qui  ne  peut  [)as  être 
pi'oloni^ée  au  delà  tle  ce  cercle.  Mais  cette  méthode  ne  met  pas  en 
évidence  la  nalui-e  des  singularités  sur  la  circonférence.  Enfin, 
l'extension  de  celle  d('in()n->lialion,  au  cas  où  R(;)  est  une  fonction 
rationnelle  |)liis  ^t'iu-rale,  présente  des  difficultés,  provenant 
notamment  du  fait  que  toutes  les  hranclies  de  la  fonction  K_,  (  z) 
ne  sont  |)as  touj(nn>  permutées  entre  elles  à  l'intérieur  du 
domaine  D^.  On  trou\eia  facilement  certaines  extensions  sur  les- 
(pielles  nous  n'insislci'oiis  pas  da\anta<;e  ici. 

70.  -Nous  allons  (considérer  maintenant  les  solutions  de  réc(uation 
fonctionnelle  d(;  Sclii'iider  au  voisinage  d'un  point  double  répulsit 
que  nous  prendrons  pour  origine.  La  branche  de  fonction  R^i  (z), 
nulle  à  l'oiigine.  étant  holomorphe  pour  |  c  |  ^ /■  si  l'on  prend /•  assez 
|)elit  poiii-  (pie  l'inégalité  |;|^'"  entraîne  [R-i  {  z)  \  <ik\z\{li  <i\), 
il  existe  dans  ce  cercle  une  fonction  holomorphe,  nulle  à  l'origine 
v\  de  dérivée  <'>gale  à   i  en  ce  point,  (pu  vt'iilîe  ré(piatiiin 

<l.|li_,(-)]  =  ^<l.(5)  (S  =  IV(o)l. 

(^etle  fonction  n  est  pas  unifoi'iue  dans  tout  le  plan,  mais  on 
démontre  facilement  cpie  la  fonction  inverse  de  l'élément  de  fonc- 
tion anal\li(pii'  aiii-'i  défini  est  une  fonclion  nu  romorphe  ou 
entière,  ilmil  I  e\i>lence  a  (•{('  établie  par  Poincaré  dans  son 
M(''moiir  Mir  les  fonctions  c[ui  admettent  \n\  tln-oréme  de  multipli- 
cation. (  jIIc  foiicl  ioii  0  (  //  )  vérifie  r(''(pialioii  fonctionnelle 

0(Sm)  =  R[0(«)|. 

et  peut  s<'i\iiii  éludici-  lilfral  ion  de  Pu  z)  au  mo\eii  de  la  re[)ré- 
sental  ion  |)ai'amél  rupie 

R,.(i)  =  0(S"»). 

('/est  la  iiu-iIkhIc  (pi'a  einpl(t\ée  Lille-  poiii"  obtenir  (pii'l(pics-iin> 
\i.viii.  19 
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<I<'S  résultais  que  nous  avons  Wcmoiilics  au  (>ha|)ili'<-  l\  par  une 
autre  voie.  Eu  utilisant  le  théorème  de  Picard,  on  dc-niontre  aisé- 
ment (jue  >i  léquation  ^o  =^  ^^  ("  '  'ï  ï^  !>••"'  ^<'  s(dulions,  le  point  3f| 
ne  possède  que  i  ou  ■>.  antécédents  distincts;  on  <'sl  alors  ramené 
à  une  suhstilulion  pol\  noinialc  en  cHéeluanl  une  Iraiislornialiou 
liomo^rapliKpie  con\enal)l<'  sui-  les  variables  ::  el  c-,  liée>  par  la 
i-elation  r  ,  =  Pi  (  ^  )  ;  R  (^  )  étant  alors  un  polynôme,  0  (m)  est  une 
(onction  entière  qui  n"a  j)as  de  \aleui'  exceptionnelle  ù  distance 
linie,  saufilans  le  cas  banal  ^i  =  az'^.  (jui  conduit  pour  0  (  u)  à  la 
fonction  ex[)onentielle.  Il  est  inutile  d'insister  sur  ces  questions  qui 
sont  faciles  et  se  lattaclu'nl  à  (Taulres  <jue  nous  avons  dé|à  trailéo 
en  d<'lail. 

Il  est  plus  insiruetir  <réludier  la  fonction  in\erse  de  0  ( // ).  cesl- 
à-dire  précisément  les  soluti<uis  non  iiiiiformes  de  Técpiation  de 
Schroder.  Nous  allons  daliord  ivclieiclier  les  points  critupio 
ali;él)ri<jues  de  c<'lle  fonclion.  On  a  1  identité 

S"  e'('S"f/)  r^  li,Jf)(  a)\  ()'(  u  ) 


S"  (V(u)  =  H' 


"i^M^) 


Si  f)'(  w„  )  i=:i:  o,  on  peut   prendre//  as>ez  <;ranil   pour  (pi('  ^^  / -^7- ) 
ne  soit  pas  nul,  on  a  alors 


Posons 

0(»o  )  =  .-„. 

(  )n  a  alors 

Iî;,(  ;;_„)  =  o, 

ce  (pii  exprime  (pie  z-^  est  un  point  ciili([ue  de  la  fonction  inverse 
de  R„  (  ;  ),  c'est-à-dire  le  consi'-cpienl  d'un  point  «-riticpie  de  la 
fonction  R    ,  <  r  ). 

Récipro(piemenl .  le^  consecpients  des  points  critupies  d(>  la 
lonclion  H_,(;i  son!  en  général  des  points  ciili(pies  ali;él)ii(pies 
de  la  lonclion  iii\i  ise  de  H  {(t).  S'il  n'v  a  pas  de  point  exceptionnel, 
nous    pouvons   admelire    (pie    le    point    à    I  inliiii    n  e>l    jamais    un 
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antécédt'iil  (!<•  laui;  n  <\o>  points  ciilicpics  do  la  fonction  \\  „  (  r  ), 
ce  (lui  vciildiic  (|iic  les  l'onclions  \\„  (  Z)  n'ont  pas  de  yCAvs  iiuil- 
tiph's;  il  suHil  puni-  iitri\»'r  à  ce  it-sullnl  de  Iransloi-nici'  la  iclalion 
c,  =:R(;)  paf  une  Iransl'ui  inalion  lioniomapliique  prcalahie, 
laissant  in\aiianl('  rorii;inc.  «•!  rcjcLant  à  linlini  un  point  distinct 
des  anicccdcnis  des  points  criliqncs  des  Pi_„  (  s  i,  ces  derniers 
jHiinls  ayant  nalmellenient  un  caraclère  invariant,  (^es  points 
criti(pies  v  s'obtiennent  alors  tous  en  clicrclianl  les  racines  finies  ; 
de  r«(piation  R^(5  )  =  o  el  posant  c  ^^.  W„  (z  ».  I/é(pialion 


3  =  0 


{^■) 


donne  alors  une  Nalciir  lime  pmir  //.  On  a  ensuite 

(domine   R^,  (  c  i   est    nul    cl    cpic    0   (  — )    n'est    pa^    iidini 
h  (  u^  )  -~  ^  n'(;sl  pas  iiilini    >    on  a 


piiisfpie 


c  =  \\„(z  I  ^  ^(  u), 

ce  (pii  inuiilrccpic  r  rs|   uii  poinl  ciiliqiic  alL;<'l)ii(pii' de  la  loncliun 
in\  erse  de  0  (  w  i. 

S'il  V  a  un  point  <'\c(|»lioniiel.  îioiis  >iipposcrons  ce  poinl  rc|elé 
à  l'infini.  (!<•  inaiiicic  (pic  I»  (  r  i  suil  un  pdhnnmc  cl  0(^/)  i|ne 
fonction  <'ntici-c.  F. es  points  ciili(pics  à  distance  finie  fies  fonc- 
tions R  „  (^:;  )  sont  cnciu-c  des  |ioinls  cntupies  al<;él)nqiîcs  de  la 
fonction  uiZ):  le  |ioiiil  à  l'infini,  «pu  csl  un  poinl  ciilupie  pour 
toutes  les  foiiclioiis  |{  „  i  z  ).  esl  un  |ioinl  eriticpie  transcendani  de 
la  fonction  u  {  z  ). 


71.  \(Mis  iilloiis  tnontrer  inainlenani  ipie  les  poinis  erili(pies 
liMiiscendants  de  u{Z)  soni  Ions  des  |)oinLs  limites  des  points  c, 
c Csi-à-dire  (pi'ils  ap|>arliennenl  à  l'enscmljlc  dt''ri\(''  K,.  des  consé- 
quenls  des  points  enlupies  de  R_,  (j).  NoilS  de\ons  rappeler  (pie 
iKHis  eonsid«'-rons  coininc  appartenant  à  F,. les  poinis  où  se  trouvent 
ctuifondiis    une    in(inil(''  de  ('(uisiWpienls    d'un   uhmiic    poinl.   c'csl- 
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à-dli'c  les  points  d'un  cycle  (|ul  sonl  les  conséquent»  d'un  point 
critique.  Aussi  peut-il  arriver  ([uun  point  critique  transcendant 
ne  soit  pas  point  limite  de  points  critiques  algébriques,  par  exemple 
(juand  R(:;)  étant  un  polynôme,  le  domaine  du  point  à  l'infini  ne 
contient  pas  d'autre  point  critiqnc  de  R_,  (:;)  que  ce  point  lui- 
même,  qui  est  alors  un  point  critique  transcendant  de  la  fonction 
inverse  de  la  fonction  entière  H  (  a),  sans  être  |>oint  limite  de  points 
critiques  alj;él)iiques. 

Ces  remarques  faites,  démontrons  que  la  [)ro|)osili()u  (pic  nou> 
venons  d'énoncer.  Soient  z'  un  point  quelconque  du  [)lan  des  z  cpii 
ne  soit  pas  un  point  exceptionnel,  a'  une  racine  de  l'équation 
9  (  «  )  =  z\  de  sorte  qu'il  y  ait  un  élément  tic  fonction  analytique 
il  ( z  K  prenant  en  :;'  la  valeur  a  et  holomorpiie  quand  ;  décrit  un 
cercle  y  de  centre  z'  auquel  correspond  un  domaine  élémentaire  o 

entourant    ii  :    les    domaines    tt- (  o)    tendent    uniformément    vers 

b"  ■ 

l'origine  et  sont  tous  pour  ii  ^  p  intérieurs  à  un  cercle  de  centre  O 
et  de  rayon  /'  aussi  petit  qu'on  le  veut;  les  domaines  correspon- 
dants dans  le  plan  des  z,  cpii  sont  des  anté(;édents  de  •',  tendent 
également  vers  l'origine  et  sont  tous  pour  n  >/>  intérieurs  au  cercle 
de  rayon  /■  considéré  au  début  de  ce  paragraphe.  Soit  maintenant  z" 
un  autre  point  du  plan  des  z^  et  supposons  (pi'on  puisse  joindre 
z'  z"  par  une  ligne  n'ayant  aucun  point  commun  avec  l'ensemble 
E(. -f- E[.  ;  il  existe  un  domaine  F  rcMifermant  cette  ligne  et  compre- 
nant le  cercle  y  dans  lequel  les  fonctions  R_„  (  z)  sont  uniforme> 
et  forment  une  famille  normale;  il  existe,  d'autre  paît,  comme  on 
vient  de  le  d(''montrer,  une  certaine  suite  de  fondions  l\_„(v)  qui 
converge  uniformément  vers  la  constante  zéro  dans  v;  cette  suite 
•onverge  donc  uniformément  vers  zéro  dans  fout  le  domaine  T.  Il 
y  a  donc  un  domaine  antécédent  de  F,  soit  F._„  (pii  est  entièrement 
contenu  dans  le  cercle  |:;|^/';  à  ce  domaine  V_„  l'élément  de 
lonclion  u  ^  ^  (  z),  liolomoiplie  et  nulle  à  l'origine,  fait  corres- 
pondre un  (foniaine  voisin  de  l'origine  ^^  (A)  et  qui  comprend  le 

domaine*  —  (o);    epiand    c   dc'-cril     F_„,    /  ^=  \\„  [  z)   décrit    F    de 

manière  (pie  z  est  une  fonction  analyticpie  de  Z  quand  Z  est  dans 
ce  dernier  domaine;  en  posant  L  ==  S"  ^^  L)  dt'-cril  A  quand  r/ 
décrit  ;t7,  (^A);  donc,  quand  /  décrit  F.    l)   est    une  fonclion  aiial\- 
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tique  de  L  (jiii  circiil  A.  ci  celte  fonclion  coïncide  quand  r  est 
dans  Y  avec  réléniem  de  fonclion  analytique  inverse  de  0(/^  )  [)i-e'- 
nant  en  z  la  valeur  //'.  On  voit  donc  (|iie  le  prolongement  analytique 
de  cet  élément  peut  se  faire  le  long  dune  ligne  quelconque  ne 
renfermant  aucun  point  de  Et.-f-E^-  Si  celte  ligne  renferme  des 
|»oinls  de  E^.  n'ap|)iM'lenanl  pas  à  E^.,  on  sera  l'amené  au  |)remier 
cas  en  considérant  une  antécédenle  de  celle  ligne  sur  laquelle  le 
prolongemenl  pouri'a  se  faire  parle  même  procédé;  sur  la  ligne 
initiale,  le  prolongemenl  pourra  se  faire  au  moyen  d'éléments 
algébriques  n'introduisant  que  des  points  critiques  algébriques. 
Donc,  les  seuls  points  critiques  transcendants  possibles  sont  les 
points  de  E^.  Mais  la  réciproque  n'a  pas  lieu.  Je  vais  montrer 
(pie  certains  points  de  E^  peuvent  être  des  points  ordinaires 
de  n  ( z). 

(lomuic  la  montré  M.  Ilurwilz,  il  faut  pour  (ju'un  point  a  soit 
un  point  critupic  transcendant  de  I'in\<'i"se  d'une  fonction  méro- 
morphe  0(m)  que  a  soit  une  valeur  asvmptotique  de  H  i  a)  sur 
certains  cliemins  aboutissant  au  point  à  l'infini.  Je  suppo>e  que  la 
sul)Slitulion  ;,  =  R  (c)  admette  un  point  double  attractif  a,  mais 
de  sorte  que  le  point  double  répulsif  origine  ne  soit  pas  sur  la 
frontière  /  de  son  domaine  immédiat  Dj^  .le  dis  que  dans  ces 
conditions  a  n'est  pas  une  valeur  asymptolicpic.  En  eflct.  su])po- 
sons  que  quand  it  décrit  un  cliemin  J^  allant  de  //„  à  rinfini.  c 
décrive  un  clicmin  Z  t<'ndant  \ersa,  et  soit  Sq  =  f)  (  «y).  On  peut 
supposer  (pie  le  cliemin  Z  est  tout  entier  intérieur-  au  domaine  1),^  en 
|)renant    u„  suffisamment  loin.   Quand    II   décrit  J^,    le   point  —, 

//  étant  un  entier  po.silif,  décrit  le  cliemin  ^("e)  allant  du  nujni  — 
à  1  infini  ;  comme  on  a 


o(«)-=iv[o(^)] 


le  jioinl  z_p  =  0  (  —  |  décrira  un  chemin  Z_p  dont  tous  le^  poiiit> 

resteront  intérieurs  soit  au  domaine  D^j,  soit  à  lun  de  se>  anlé- 
ci'dents.  Désignons  par  ,3  l'une  des  valeurs  limites  de  z_j,:  on 
aura 

S'il  V  a\  ail  deux  \aleiir>  limilcN  disiiiules.  il  \  en  a  ni  ail  une  iliilinijc 
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toimaiil  iiii  coiilmii,  cl  ((imine  il  ha  ;i  ([iiiin  iioinhrc  liai  d  iiiilé- 
(■(•denls   (le    liui^  j)  do  a.   on   \(til    (jiic  z _,,  Iciid  \v\>   l'un   de   ces 

iiiilrcrdciils  (|iii  ('«<l  hicii  drlcrniiné.  Afiiis  ((miiiiic  M -t^  )  tend   \rrs 

zrro  |)(iiii/>  iiilini,  cl  (|iic  roiii>iiic  nvs\  |);i>  >iir  la  l'ioiitièrc  de  Dj^, 
ou  peut  |)rcndic />  iisx'z  ^liuid  pouc  (|iic  le  point  de  déparl  du 
chemin  £_/,  stiil  e\lérieiir  à  !)«;  donc  le  cliemin  £__^,  loiil  enlicr 
sera  evlc-rieiir  à  D^^,  inlérieiir  à  un  domaine  anlécédenl  de  I),.  cl 
tendra  vers  un  anlécédenl  de  a  dislincl  de  a.  On  peul  même 
dénionlrcr  (piii  en  es!  ainsi  pour  loul<'  valeur  posilive  de  p.  Mais 
ce  poinl  a_/,  c>l  iiii  point  crilupic  Iranscendanl  de  h[z)^  car  la 
réciprocjiie  du  tlicorémc  de  M.  llurwitz  est  exacte  ('  ).  Or,  ceci  est 
impossible,  car  a  est  limite  de  consérpieiits  de  points  criticiues, 
mais  y.^f,  ne  Test  |)as. 

i'renons  coiuiuc  cxciuplc  ia  suhsiiliilion  (  (iliaj».   \  ,  Sf)") 

Il  \  a  deux  poiiils  doul)le>  altraelils  à  distance  lin  Le  y.  cl  a  sé|)arés 
pai  laxe  rc'cl  (pu  a|)partienl  au  domaine  du  |toinl  a  linlini.  cl  de 
même  deux  points  doubles  répulsifs  imaj;inaircs  conjuf;iiés  3  et  'j. 
Si  Ton  suppose  |ii  cl  a  sé|taiés  par  l'axe  réel,  (ui  aura,  en  ramenant 
l'origine  eu  [  j  .  une  Jonction  entière  h  (u),  pour  /agnelle  le  point 
y.  —  j  sera  limite  de  points  critiques  algébriques  de  la  fonction 
inverse  [car  dans  le  cas  actuel  les  conséquents  de  points  cri- 
tiques contenus  dans  Dgt  sont  distincts)  et  en  même  temps  poinl 
ordinaire  de  cette  Jonction  inveisc. 

il  découle,  en  outre,  de  la  démonstration  pr<''eedeiile  ipie  l'en- 
semble des  points  eriticpies  transcendii.nl s  est  wn  enseml>le  in\ariant 
contenu  dans  E|, ,  mais  (pie  |e  ne  sais  pas  en  i;énéial  déterminer 
d'une  manière  précise.  Dans  un  grand  nombre  de  cas  |)arliciiliers 
on  peut  dé  m  outrer  cpTil  coïiuide  avec  l'ensemble  des  points  doubles 
attractils  ou  de  miiltiplicaleur  -|-  i . 

Il  est,  d'autre  part,  ti'és  l'acile  de  \oir  (•(miment  les  pro|)riélés  de 
l'ensemble  .T,(pii  s'introduit  dans  l'ctude  de  l'itération  de  B(3).  se 


(')   I".   IvKHSKN,    flccltcrclies  sur  tes  /onctions  in\-erses  des  fondions  niéro- 
«lo/yz/ies  (  Helsiii^f'ors,  i<)i '(,  p.  ♦>-!■'>). 
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ri'llrlcnl  (laii>  les  |)ro|)iiOlés  ilc  la  fonction  0  (m).  l*oiir  «elle 
question  et  j)oiii  l'étiule  des  autres  pi-opriétés  de  0(«).  n»»us  ren- 
\ errons  à  la  Thèse  de  M.  \  aliion,  et  à  diverses  Noies  de  Lattes  et 
tie  M.  .Iiilia.  (C.  Jî.  A<(td.  Se.,   \i)i>^-\<.).  passi/ii .) 

72.  ^>oll^  allons  étiidi(;r  maintenant  les  é(|ualions  tonetionnelle> 
de  ritéi'ation  an  xoiMnaj^c  diin  point  doul)!*;  de  nuilliplicateui" 
»''<;al  à  I.  Nous  teicins  |)i(''eé(ler  cette  étude  de  (|M<l(pie>  conipli'- 
inenls  aux  l'ésidtals  des  n""  7  et  8  (Cliap.  II).  N(»u>  ci)nsidér(»ns 
donc  une  substitution  de  la  fornie 

Zt=  Z  A-  a  -^-1(2)=   l\(z). 

où  a  ol  if'-el  cl  posilit",  'l{z)  pouvant  avoir  à  I  inlini  uti  point 
ciilupic  isolé  mais  satisfaisant  à  rinéi;alit<'' 

l'M-)|<    ,47' 


et  H  (  :;  )  ne  prenant  |amai>  deu\  lois  la  nn-ine  valeur  à  ICxtérieur 
d  un  i-ercle  de  ravon  suliisammeiit  <;rand.  Nous  avons  déjà  dénion- 
Irc  (pTon  peut,  élanl  donné  un  an^le  a  >>  o,  aussi  petit  cpi'on  le 
veut,  obtenir  un  domaine  D  pniissant  des  propriétés  suivantes  : 
D  est  limite  par  (]oti\  deini-droiles  issues  d'un  point  A  de  O.r,  et 
faisant  av  ec  (  )./  lis  angles  ~  —  7.  et  —  (  —  --ai:  il  s'i'-tend  à  I  inlini 
\ers  la  di'oile;  dans  I).  la  ionctic^n  H(;)  [)osséde  les  propriétés 
éiiumérées  plus  luiul.  cl  de  plus  |'!/(c)[  reste  inférieure  en  module 
à  un  nombre  z  <;^  ^/,  dailleiiis  arbitraire:  le  domaine  D  conlienl 
ses  c(»ns('(pieuts  :  il,,  (  ;  i  tend  iiniiormémenl  vers  rmlini  dans  Icuile 
partie  Ixtrnee  de  I)  et  même  dans  les  |(arlies  non  bornées  définies 
par  x^.r,,. 

Nous  allons  montrer  (pie  ces  |»roprietes  subsistent  dans  le 
d(H)iaine  feriiK-  I)  tout  entier.  Si  nous  ellecluons  sur  la  deim- 
droile  \I.  la  I  laiislalion  (b'-linie  pai-  c,  -^  r  H- a.  nous  obtenons 
une  d4-nii-<iroile  parallèle  distante  dt;  la  première  de  la  (iiiantité 
ffsinx  ;  si  de  ebaque  |)oinl  de  la  seeunde  comme  «entre  (Ui  dé'cril 
un  ««'l'cle  de  raxui  î.  on  obtient  iiiu'  bande  de  laif^eur  :>.  t  <laus 
buiuelle  sera  comprise  la  Iransiormee  <.le  \L  par  la  sid»slilution 
:-,  =\\  (  z).    î  étant  le    module  ma\imum  «le  'l  i  z  )  dans  I)  :  si  nous 


supposons 
et  par  suite 
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a  sin  a, 


a  =^  (( —  >  o. 

sina 


cette  lii^ne  Iransfoiniée  se  Iroiivcra  ainsi,  par  rapport  à  lurigine, 
an  delà  de  la  droite  déduite  de  AL  |)ar  la  translation  «  parallèle 
à    l'axe    r<''el;     pour    que     celle    inéi;alil(''     soit     \éri(iée.     puisque 

'!>  (  ;.  )  I  <:;  —  1    \\  suffira  de  prendi'c 


c  est-à-dire 


01 


h- 


OP  élaul    la  dislance  de  Toriiiine  à  AL  (^  fig.  8).    Le  même  raison- 

l'is.  3. 


nemeni  s'applupie  à  la  droite  s\  mélii(|ue  \L'.  Par  eouscipient.  le 
domaine  I),,  eonsecpient  de  I),  sera  intérieur  au  domaine  déduit 
de  T)  par  la  translation  a  .  En  itérant  la  substitution,  on  parvient  à 
un  domaine  1)„  inléru'ur  à  celui  qii On  déduit  de  D  |>ar  la  Iran.sla- 
li(»n  na  .    !  .a  plus  coiiite  distance  de  D„  à   rorii;ine.  c  ('>t-à-dire  le 


module  iniiiiiniiin  de  z„.  (niaïul  :;  est  un  puiiil  ai  hilraire  du  domaiut' 
IcriiK';  D.  x'iii  donc  supérieure  à 

'•iri  a 

On  aui'a  ainsi  unilornK-nienl  dan>  I) 

I  :;„  I  :  '  Ca.  c.  Q.  F.  I). 

Nous  (le\ons  inainh'nanl  di-nionlrer  (|ue  re\|)res>ion  as\ni|)lo- 
li([ue  obtenue  pour  la  fonction  F  (  :;)  (jui  vérifie  léqualion  tonc- 
lionnellc  d'Aljel  est  eneoi-e  exacte  dans  le  domaine  D  ainsi  défini, 
aulremenl  dit  (|u On  aura  loujours 

F(  =  )  =  -  +  0(^1  z  I  ). 

Si  nous  nous  reportons  à  la  démonsti'alion  du  n"  9  (dliap.  Il  ), 
nous  voyons  (ju'elle  sera  encore  valable  pourvu  d'une  |)ail  que 
I  ^rt  I  >  t)'<'  <■<' 4"<'  iion!^  ^''iK»'!^  de  \éii(ier  ;  en  second  lieu,  nous 
avons  admis  (pie  \z,i\  va  en  croissant  avec  n  ;  mais  il  suffit,  pour 
(pie  la  conclusion  subsiste,  (pi'on  ait  constamment  pour^>>o: 


établissons  celte  propiieli-  (pu  e>l  déjà  démontrée  (juand  c-  est 
dans  la  partie  de  I)  deliiiie  \)i\v  X  i^X^.  Elle  est.  daiitre  part,  (-v  i- 
demment  exacte  dans  totil  domaine  borné  faisant  paitie  de  D. 
Il  siillit  de  r('-lablir  pour  les  points  du  domaine  L(^)RST  c(uiverl 
de  liaeliiires  sur  la  ligure  \.  la  droite  (  )HS  faisant  liuitile  a  avec  Ox. 
(  )n  a  év  idemmeiil 

l-/'I     \r, 


Lari^iimeiil    (>)    de    :■    reslaiil    iimipris    entre    y.  et   - 
domaine  (•on><i(lere.  on  a 


y.  dans  le 


1  I  sin  (t) 


sin  7. 

y 


l*ar  suite. 
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\y>' 


Il  Millil  (loue  (le  moiilicr  (iiic    |—      a   iinr  l)i)iii<'   inlfiiciiiX'   non 

'       \  y  \ 

iiiill<' ;    on  |touira.   d'aiilrc    pail.    nt'  donner  à  p   (jiic    <lf>    \alcui> 


pour  lcs(|n(llcs  la  |»arli«'  r<''('ll»'  de   z- p  esl    inicrieurr  à  jr^.    |)Mi->(|iie 
cnstiile  les  |:;^,  |  NonI  en  croissiiiU  axcc  rindicc  (Irci  |)os(''.  on  a 


'Il  =  -»  - 1  -+-«-+-  't-  '  -n    1  ) , 

0 

ij>-..>'i<yi'i'-'.H- 


En  verlu  dos  in<''<;alité,s 


5j>Gn,  |-|>C', 


on  drduil  de  cr  (|ui  pii-crdc 

|.r„--jl<i<Ji/>. 

On  |)(Mil  donc  ('crirc 

y  ~        y 
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0  clfiiil  (■()lll|)^l■^  culic  (>  cl  I.  Ou  (li»il  (loiiiicr  à  p  rios  valeur.^  lell«'> 
(|iir  T /,  v\c  (l(''|)a>>(;  |)a>  la  \alciii'  J"(|.  Or.  ou  dc-duit  de  suite  do 
iuc;;alil<''s  ('•ciilc^  plus  haut  l.i  siiixautc  : 

Xf,       X  —  l{/'  '  R  "    ^  ' , 

eu  \  alni  r  al^rd)ii(|iii'.  ()u  poiiiia  doue  MiniMiscr 

J".i  X 


P 


B 


('.Diuruc  rai^uincnl  de  ::  dau>  le  dniuaiuf  en\i>a"(''  vai'ic  entre  a 
et  Tt  —  7.  OU  a 


lan"  y. 


\y\ 


/' 

- 

laii^z 

B             '    ' 

nu  1 

)lllN    MII1|> 

le  111  eu! 

h 

M|  Kj  4-  N. 

M.  \  eouslaulcs  |i()sii  i\  c 
I)  où  liiialciiiciil 


y 


^    0K£/;  ^^       0'K.£(MLi|  +  N)  (O',)- 


l.a  (iiiaulile  — r^ leuil  \i'i>  /eio  ixiiir  ,  )      luluii  l'I  peut 

i  1^1  I  i.    I  I 

èlre  sii[)|)o>(''e  (•ou>laiiiiii(iil   iiiliTieiiie  à  -  ;   eu   laisanl    celle    livpo- 

lliese.  ou  u<'j;li|;e  iiuc  [taitic  du  doniaïue  I/HIST  doul  les  oidou- 
uces  soûl  l)oi'ué<'s,  (|iii  par  siiilc  esl  elle-uièuie  horiu'c  el  [xuir 
laiiuelle  la  proposil  loii  lia  pas  Itesoiu  d  (M  re  dcnioul  rée.  Dans  la 
pari  ie  reslaule.  <ui  aura 

I— I  ^    -• 

1    r  I  "     >  r..  y.  K.  n. 

I.  anal  \  se  do  u'"  7  fl  S  lesie  donc  applieaMe  dans  les  eondilions 
aetiK  Iles.  La  loneliou  d  \l)el  V {  z  )  fait  la  repn'scntalion  <-onrorine 
de  ï)  sur  une  aire  illiiuilee  A  du  plan  des  />,  liinil<''<^  par  deux 
eiMirIxs  aual\  I  upics  ipn  s"<'|cudeul  à  l'inliui  <le  sorte  (pie  raii;uiiieul 
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limite  de  Z  ail,  en  veiiii  de  la  relation 

la  même  valeur  (|iie  laroumcnt  eoi'res|)i)ndant  du  plan  des  ;. 
c'est-à-dire  ±  (--~  a).  On  a  de  |du>,  pour  z  infiniment  -rand, 

lllll  V    i  z  )  =   lllll  -—    =   I  . 

az 

Les  ('(uirhcs  qui  limitenl  A  ont  donc-  les  diieelions  asvmj)t()li<(ues 
±(71  — a).  Elles  ne  sont  lenconirées  qu'en  un  nombre  fini  de 
points  pai-  une  droite  faisant  l'angle  (tt  —  a),  ou  —  {-—  a)  avee 
OX,  si  a'>>  a.  On  voit  donc  que  A  renferme  des  domaines  analogues 
à  D,  l'anole  a  étant  remplacé  par  l'angle  2  a,  pour  fixer  les  idées. 
On  aura  d'ailleurs  invei-sement 

-  =  Z  -l-  o  I  JC  1  Z  I  ) . 

Ceci  posé,  ([uelle  sera  la  solution  générale  de  l'écpiation  f'onc- 
lionnelle  d'Abel,  en  se  l)ornant  aux  fonctions  analvli(pies  et  uni- 
formes dans  13?  Si  on  l'exprime  en  fonction  de  la  vaiiable  Z,  on 
devra  avoir,  en  appelant  <I>(  Z)  cette  solution 

'l>(Z -:- co  =  r^  ^- 'I>(Z  ), 

piiiscpic  rcinplacer  :;  par  l{{  z  }  revieni  à  rcnq)lacer  Z  par  Z  +  <f. 
La  ronchon  ff)  (  Z  )  -  Z  a  donc  la  période  a;  comme  elle  est  holo- 
morplie  dans  A  qui  comprend  des  bandes  de  largeur  a  parallèles  à 
I  axe  des  ^  cl  illiinih-es  vers  \o  liaul  et  vers  le  bas.  c'esl  nécessai- 
rement une  fonction  p(''iiodi(pie  enliéri;  : 

"•"^  ;  IN  /  TC 

•l'(Z)  -  Z  =  QfZ)  =  V  A.vc'^^  •  (limî/j"Â^=  o), 

<!•  (  Z  )  =  Z  -I-  1.)  (  Z  ) . 

En  reiu|)laçant  dans  cette  expression  Z  |)ar  !'(  c  1.  on  a  l'expres- 
-ion  géïiéi'ale  des  solutions  (  lieiudiées. 

I*ar  quoi  se  distingue  la  fonction  Viz)  painii  l'enscnijjle  de  ces 
solutions?  Peut-être  par  la  condition  de  ne  prendre  (pi'iuK;  fois 
une  valeur  donnée  dans  1).  Pour  en  élre  certain,  il  faudrait  prouver 
<pie    si    i2(Z) est    une    fonction    périodique    <'uliérc.    la    fonction 
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/-hi>(  /,  I  piciid  plusieurs  f()i>  certaines  valeurs  dans  un  domaine 
lel  (|ue  A,  à  mctins  que  iî  ne  se  réduise  à  une  conslanle.  La  chos(! 
est  probable,  mais  non  démontrée. 

Dans  tous  les  cas,F(;)  est  déterminée  à  une  constante  additive 
près  par  la  condition  que  ¥'(:•)  tend  vers  limité  quand;  tend  vers 
linlini  suivant  les  chemins  intérieurs  à  D  sur  lesquels  l'ariiiiment 
(le  ;  tend  \ei>  /.rro.  En  efTel,  posons 

G(zi  =  '\>(Z). 
Non-  iiiiion^ 

G'(s)  =  <I>7Z;  I-"(-). 

(î'i^)  et  F'(;i  lendani  \ers  lunilé,  il  en  e>l  de  même  de 
(|)'(  'A)  =  \  -|- ii  (  Z,  I.  ti  (  '/  1  tend  donc  \ers  zéro.  On  peut  supposer 
(pie  /.  décril  la  parli(;  positive  de  Taxe  réel,  car  cela  revient  à  faire 
décrire  à  z  un  chemin  (h'  l'espèce  indiquée;  si  ii  n'est  pas  une 
(■(uisianle.  i>  (  /  I  reprend  périodiquement  les  mêmes  valeurs  et  ne 
leiid  vers  aucune  limile.  Il  y  a  donc  contradiction. 

Ilemarqiions  que  ii\  ¥(  z  )  |  est  l'expression  «générale  des  tondions 
anah  tiipies  thins  1)  et  invariantes  par  la  subslilulion  c-,  =:=  I^(^)- 

73.   Lorxnie  le  poini  double  de  miiil  i|)licaleur -|- i  est  à  dislance 

linie.  il  Mil'hl  de  faire  rimersion  (  /  =^  :^ )  [)our  [)oii\(ur  a|)pli- 

(luer  les  n'-sullats  (pii  |)récè(lent  :  le  dojnaine  D  est  alors  reniplaci- 
par  \\n  domaine  limité  |)ar  deux  arcs  de  cercle  et  présente  au  point 
double  un  angle  '.>.t. —  :>. a.  (pii  peut  être  aussi  voisin  que  l'on  \eiil 
de  ATz:  les  domaines  de  convergence  uniforme  que  nous  aMons 
désigin-  par  A  au  n"  10  peuvent  donc  être  rcnqilacés  par  daulres 
d'amplitude  angulaire  |)lu>^  grande.  On  peut  même  démontrer  qu'il 
v  en  a  dont  rampliliide  angulaire  est   égale  à  2—.    Dans  le   cas   où 

l'on  a  \V  {  a  I  ^  o 1»^'/^  a  )  =  o,  11'?+'  (a  )  ^  o,  c'est-à-dire  une 

étoile  à  y  branches,  ou  étend  les  résultats  obtenus,  comme  au 
Chapitre  II.  par  ICmploi  de  deux  t  ran>formati(»ns  conformes  auxi- 
liaires, riiiii'  rei:Mliei'e  au  |)oiiil  double  oi'igine.  1  autre  de  la  h)rme 

Z  --r=  t'I  . 

\iMis  allons  encore  revenir  sur  l  étude  des  fonctions  dérivées 
R',, (  :;  )  dans  le  domaine  D.  iNoiis  sii|)posons  (pie  1\(  z  i  est  dével(»p- 
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|)al)le  dans  I)  «-n  >vv\v  dt-  la  lornic 

b 


les  tcrnu's  (iiii  Mii\<'iil   poiiNanl  a\(»ir  <lrs  cAjtosanl^  liaclionnaircs, 
mais  la  sciic  »''laiil  (lrii\  ahic  Iciinc  à  Iciiiic. 


h 


Monlions  que  les  l'onclloiis  H^^l^s)  sonl  Ix.rnc'fs  dans  leur  ('ns<Mul)h; 
unifoiiiirnu-nl  dans  I).  On  a  en  rllcl 

/<^  ?.,  (^  «onslanlc  |)ONili\<'.    IV,^  (  c  i  csl  donc   infiTicMirc  en   modidc 
au  produit   ndiui 


17 


C.     ^ 


(lui  csl  al»s(duinciil  cl  iinir<iiiU(''incnlcon\  ciiiciil  |Miist|uc  |  r,J  >  K/>. 
et  l^r      K.    !)«'  nlu>,   nous   avons   inonlir   (juc   p^^  |   ;•   "ix'  hmilr 

inféi'iciiic    non    hiiIIc.    donc    (|uc  \-^\     *'>'     unirorinciiicnl     Ixnnc 
dans  I).  il  s'cnsiiil  (|uc  Ic^  l'onclioiis 


sont  Ijornccs  dans  leur  cnscinhlc  cl  unironncnu'iU  dans  1).  On 
nciil  montrer  (inclh-^.  ^onl  inl'ciicm<s  à  i  en  module  dans  ecrlaincs 
i)aities  illimitées  de  I).  (  )n  a  en  ellel 


H'i  z  ) 


A  «■■tant  l)orné.    Si    z  =  oe""  et    |a|        A.    telte  e\|tression   est  inlé- 


ri((ii(!  en  iiiodiilc  a 


,  <?"'' 


-  tîHo 


A  ,'        \a  4  a-        A 

— ^   =   t  /    I COS  lU  -1 5 : :,  •, 

o'^  V  ?  P"  ?" 


<:c  (iiii  r^l  plus  |)clil  (im'iiih-  cAprcssioii  (le  l:i  loriiw 


ia  15 

cosc)  H -■ 


Si  (o  rcslc  «oniiiiis  ciilic  -f-  ^j  cl         j.  'i  «onipris  onlic  o  cl  ^,   ceci 
est  mlV'iiciM'  à 


I COS  ;3  H » 


<'t  a  «iaiil  positif,  celle  c\|)ics-i<iii  (lenieure  mretieiire  a  I  iinile 
pmii'  0  ^  ■;  .  Si  l'on  mène  par  le  pitiiil  d'ahscissc  c  de  I  a\c  réel 
deux  (lemi-di'oilcs  d  ar«;iimciil  :jz  i.  nn  liniilc  ainsi  im  domaine 
conlenii  dans  I).  s'<'-Iendanl  à  I  inlini  \crs  les  :r  |)osilifs  cl  qui. 
comme  on  le  \enlic  immedialcineal .  coiiticnl  >e>  e()nse(picnl>. 
Dans  ce  domaine,  on  aura 


n 


R  ( 


WHz,,) 


Kjz)z^ 


\\l(Z) 


<i. 


Supposons  mainlenani  (|ue  ;  rcslc  dans  un  domain<'  horne  inlc 
rieur  à  1).  (  )n  aura  alor>.  piiiscpie  |  :;  !  est  Lorne  cl     ;„  j  >  K  //. 


«•«•  (pii  csl  l<'  Icrmc  i;(''nei'al  d'une  s^'tic  con\  cr|;cnle.    Nous  allons 

Noirdansun   inslant   cpidles   soni    les  cons<-(piences   ^éoincl  rupu-s 

de  ci's  réMillals.    jNIais  i^ous  dexon^  d  ahord  les  ('•lcndr<'  au   cas  où 

le  point  douille  donne  lieu   à    une   cloile  ;i   y  hranclies.    c"cst-à-dirc 

où  Ton  a 

a 


Z\~Z-ir- 


Zl 


le  second  nicmln'c  elanl  ordonne  Mii\anl  lc->  pui>'»ancc>«  dcsci'ii- 
dan'.es  enlicres  de  q .  Si  l'on  lait  d  aiiord  une  I  ranslormalion 
(■(udorme     cl      rci:ulièr<'     à     rinlini  .      ic^     (luolicnls     dillei  eut  leU 
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d^^        d^ 

— -  et  -,  (\'  claat  la  noiixelle  variable,  dilTéreul  par  nu  fadeur 

d-  d- 

z  w 

qui  esl  infiniment  voisin  de  i  (juand  les  u\  iv„.  z.  :„  sont  inlinin)enl 

grands.  Posons  ensuite 

i 

w  =  t'I  . 


Il  \  ient 


"■«  =  l'I, . 

0 

d^ 

1  - 

) 

1 

d^ 

(V 

d'-^'' 

Or,  la  relation  entre  /,  et  l  étant  mainicnani  de  la  t'ornic 

b 

t^  —  t^aA h..., 

t  ' 

•   d'- 

les  dérivées  — -  sont  bornées  dans  leur  ensemble  dans  le  domaine 

d'- 
i 

de   con\erj;ence   uniforme   D,    et   dans    toute   partie   boi-née   de  1) 

elles   sont   de  Tordre  de  — .    le  quotient  —  étant   alors  de  Tordre 

n-  1  / 

de  n  ;  on  a  doue  dans  ces  conditions 


En  remontant   ensuiti;  à   la   variable   r.    on    voit   f[ue  dans   les 
domaines   de  convergence  uniformes   (|ui   correspondent    à  1),   le 

d^ 

(luotient  (blb-reutiel sera  uniforiuémenl  borne  (iiiel  (iiie  soit  // 

d\  '  • 

<'l  de  Tordre  de  j^  ilans  toute  paitu^  bcuiu'-e  de  ces  douiaines. 

n      '" 

Si  le  point    donble  est    à   distance    (inie,    on   a   alors    le    ré>nllal 

i;éométri(|ue  sni\ant  :  soil  D  an  domaine  élémentaire  de  co/ncr- 

f^ence  unijOrmr  relatif  aux  consét/nents  d'un  point;  si  AB  est 

un  arc  de  courbe  de  longueur  finie  contenue  dans  ce  domaine 
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el  ne  conlenanl  pas  le  point  double,  la  somme  des  lon^'ueurs 
des  ai£ii  conséquents  forme  une  série  convergente;  en  particu- 
lier^ les  courbes  i nv<( riantes  aboutissant  au  point  double  et 
formées  d'une  cliaine  d'arcs  conséquents  AA,,  A,,A2...  ont 
une  longueur  finie.  Si  OA  esl  un  tire  de  longueur  finie  contenu 
dans  D  et  terminé  au  [)olnl  double  O,  les  arcs  conséquents  de  OA 
ont  des  longueurs  qui  Icudcul  vers  zéro  :  car  une  partie  OB  de 
OA  de  longueur  î  a  des  conséqiu'nts  qui  sont  tous  de  long'ueur 
inférieure  à  A"s,  tandis  que  les  consé([uenLs  de  AB  ont  des  lon- 
gueurs ([ui  (inissenl  par  devenii-  inférieures  à  z.  Ces  résultats  s'ap- 
pliquenl  également  à  la  suhslil  uliou  inverse,  cesl-à-dire  auxanlé- 
céflenls  d  un  arc  dans  un  domaine  D   analogue  à  1). 

lï.  Soient  r,  =  H(  ;  i  une  subslituliou  laliounelle  avec  un  point 
doidîle  a  de  multiplicateur  -|-  i ,  Da  sou  domaine  immédiat,  f  la 
frouliérc  d'e  D^  :  ./est  l'eusendjle  limite  des  courbes  antécédentes 
de  la  courbe  prc'seiilaul  en  y.  un  point  anguleux  cl  (|iii  limile  un 
domaine  de  con\ergence  <dementaire,  en  ne  prenant  (|ue  celles  de 
ces  courbes  antécédentes  (pii  sont  intérieures  à  Da,  sauf  aux  points 
antécédents  de  a  (jiii  apparlieiineut  à  J .  Il  \  a  des  cas  où  Ton  esl 
ceiiain  (pie  cet  ensemble  limitey  ne  sera  pas  modifié  si  Ion  suj;- 
prime  deux  bouts  de  la  courbe  initiale  teruiinés  en  a.  En  ed'el, 
soit  A  un  arc  de  celte  courbe  dCxtrémité  a  el  contenu  dans  iiu 
domaine  de  convergence  élémentaire  D'  relatif  aux  antécédents 
d'un  point,  c'est-à-dire  aux  itérées  de  la  fonction  R_",  (3).  égale 
à  y.  |)our  c  =  a.  Nous  saxons  (pie  R  ",'(«)  se  ramifie  autour  de 
certains  points  criti(pies  intérieurs  à  l)a;  il  Y  a  ainsi  sur  /  des 
antécédents  imnu''diat>  y_^  de  a,  distincts  de  a.  Nous  supposerons 
(pie  les  fonctions  H_„(C)  rcstr(Mutes  à  Da  n  ont  pas  de  j)()iut> 
ciiti(pie>  autour  de  ce>  |»oiuts  7.  . , .  (lonsidérou>  une  suite  daiilé- 
cédents  de  lare  A:  un  antécédent  de  rang //  s  obtient  en  appli(piaut 
d'abord  //  fois  la  substitiititm  ;  ,ri-R"j(c).  la  ( /i' -{- i  )' ""'  étant 
d(''(iuie  piii-  une  aiilic  bianclie  de  11,(3);  la  première  série  d Opé- 
laticui-  nous  fournil  un  arc  dont  la  longueur  re>le  infc-rieuie  à  /  A. 
eu  désignant  les  longueurs  des  arcs  par  les  mêmes  lettres  (pie  les 
arcs  eux-mêmes  ;  déplus,  )._„  tend  vers  zéro  si  n  cr(»îl  indéfîni- 
meul  :  la  (  n -\-  i""""")  opération  iu)us  fomuit  un  arc  termiiu'  en  iiii 
|)oiut  "/_,,  de  longueur  inb-rieure    à  /.  A   „    et   (piDii  peu!  supposer 

XLVIII.  .<o 
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iiilt'-rirni- à  im  (('l'cl*'  de  i';i\on  /•  cl   (!<■  (•ciitic  a    ,   mi    !<•><   lonctions 
IV  ,((:;)  soïil  li(»l()in()i|)l)es  (!l  IV)rnu'nl  iiiiL-  fjimillc  nonnalc  à  l'onc- 
lioiis  liinilcs  conslanlcs  fl  honircs  (  /"rliuil  siij)])()S<''  horiK-  i:  il  Millil 

(le    pr'cndi'c   ).  <",  -ryi  ;     dans   ce    cciclc.    !<•>    loM(ti(;ii>    d(ii\rcs    des 

l>_„(;)  s(Uil  lioniécs  (Um>  leur  (•ii>cinl)lc  et  Ifiulciil  iiiutoniK-incnl 
v<'i>  zi'in  (|iiim(l  lindicr  clilcralioii  cioîl  iiid«''liiiiinciit  :  oi',  si  // 
cioil  iiidcliiiimciil,  I  un  au  moins  d('>  iioinhics  //  et  n  n  croîl 
indçliiHiiicnl  ;  dans  les  deux  cas,  )>_„  Icud  \ci>  /cro  ;  l'ensciuhlc 
limite  des  cniiil)c>  aiil<(<''dcnlcs  de  la  coiiihc  considci<''c  a  csl  donc 
|)ai>  in(tdilic<'  si  lOu  eu  Mippnmc  <leiix  houls  de  pail  cl  d  aiili'c  de  a  ; 
il  lesle  alors  une  eouihe  non  lernice  complèlemeni  inl(''rieurc  à  1)^. 
de  manièi<'  (|ue  dans  un  domaine  coin  enahle  conicnani  celh'  courhe 
les  tonclions  R  /,  (  :;  i  rormeni  une  l'amille  normale  à  l'oiiclions 
limites  constantes  et  (|ue  rensend)le  limite  /  coïncide  a\ec  I  en- 
semble déii\(''  des  antt'-eédenl  s  dun  |)oint  de  la  coiirhc.  ou  même 
diin  point  aihiliaire  du  domaine  1)-^.  <>ii  encore  d'un  point  tie  / 
poiiiNii  (|ue  ce  point  ne  soit  pas  limite  de  piunls  crili(pies  des 
\\  _  i,{  z  ).  ce  (pii  a  lieu  par  exemple  pour  les  a    , . 

Nous  voyons  (pic,  le  point  a  ('tant  ;ur  /,  pour  pou\oir  olilenii' 
le  mode  de  j;éiicration  de  la  IVontière  (pii  nous  a  ><'r\i  dans  le  cas 
dun  point  double  attraelil',  nous  a\ons  dû  faire  des  li>  |)<»lli«>ses 
supplénnntaires  concernant  la  distribution  des  |>oints  cnli<pn'S 
des  lonclioiis  in\ers<'>.  Iivpoliicscs  (pii  sont  |(idbablemenl  supcr- 
llue>. 

l'u'inanpMuis  (pie  le  résultai  oblenii  >ubsis|c  m  les  poiiits  %  , 
S(uil  crili(pies  |)our  certaines  lonc'ions  IV  «(3).  mais  sans  ('-tre 
limites  de  c(uise(pients  de  |)oints  crititpies  de  \\  ,  (  ;  ).  de  sorte  (pie 
les  surfaces  de  Kiemann  corres|>on(lanlcs  ne  se  ramilient  pas  à 
I  inlini  en  ces  p(^ints  :  e"esl  ce  (pi  <ui  \oit,  par  exemple,  en  rempla- 
çant 15  I  ::  I  par  \\f,{  z  i.  h  elant  un  entier  con\  cnablcmenl  choisi. 

!.e  résultat  obtenu  aux  ii"^  .'^il-^J'^  concernant  la  non-e\islence 
des  lani;cntes  à  /'.  (piand  cette  IriUitierc  csl  continue,  est  applicable 
ici  mo\eunanl  les  nu-mes  li\  pollu-ses.  Si  ç  es|  un  piunt  de  \.\.  silné 
sur/,  (Ui  ne  peut  a\oir  l=^x  ^y  '/,  (pie  sd  \  a  une  inlinilt'  de 
points  ;  sur  /  :  en  cllel.  si  y.  ,,  est  limite  de  cons(Vpienls  dun 
point  e.  y.  es!  aussi  limite  de  conse(picnls  de  r  et  les  e,^  ont  al(»rs 
une  inlinile  de  points  limites  distincts  i  n"  15  l  :  <lonc  si  les  p(unts  ; 
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soni  CM  iioinl)!!-  liiii,  lU  ne  (•()Ïihi(I<'IiI  |»ii^  ii\<'r  lc>  a  ^,  ;uiloiir 
(lcs(jiicls  les  l'oncl  i()n>  lv_„(;;i  ne  |>('ii\ciit  se  ramilicr  iiulcliniinciit . 
La  discussion  du  n"  TJ^  c>t  donc  applicaMi-  sans  in»u\cllos  liNpo- 
llièscs.  .  La  cdiiibc  lionlicic  na  i.\v  laiii^cnlc  (|ii  en  une  iidiiiilij 
(lén(nnl)i-aljlc  de  |M>inls.  parmi  Icscjuels  se  lniu\cnl  les  aulécédents 
de  a  |du  moins  >i  \\\  a)  ^o|.  Cle  seronl  le>  scuU  |>oinls  pourMis 
de  lauiien(es.  si  a  es|  le  seid  point  ;  >ilue  »iv  J . 


7;>.  Consideidn>  u)ainlenan(  la  lV)nclion  I*  (  3  i  (pii  \éi-i(ie  1  t'(pia- 
tion  ronclionnelle  d".\l)el  cl  (|ue  nous  a\on>  coM><i<l('ii'-e  juscprici 
dans  un  doiname  cléuK.'nlaii'e  au  voisinage  de  y.  :  celle  jonclion  e^l 
la  limite  dune  suite  de  liaelions  rai  ionnelle>  (pu  con\eii;c  iindor- 
mémenl  dans  IJa-  l^'l<'  '"^l  donc  liolonnu-plic  dan>  ce  domanie.  .le 
ne  peux  pas  affirmei'  d  une  manière  al)>olunienl  iicnerale  (pie  tous 
l(\s  |)oin!>  rronli("-res  soni  des  |)oiiils  sin<;uliers  cssentielN  de  cette 
lonction;  mai>  il  en  e>l  cerlaïuemenl  ainsi  lors(pie  I  livpotlièsc 
iaile  >iir  les  points  a_,  e>t  \  (■•ii(i(''c.  En  ellel.dans  ce  ca>.  tout  jioint 
de  /  Cst  limite  (rant(''c»'Mlenl>  de  y.  >il  ik's  ciix-iiuMne-»  ^m•  /,  cl  m  ('•me 
limite  trant(''C(''(lent>  d  un  domaine  ('■h'-mentaire  de  coin  eriicnce  o 
a\anl  une  pointe  en  y.:  dan>  ce  domaine  o.  la  lonclion  l'"(  c  )  prend 
des.  vyleiir>  (pii  lormenl  un  domaine  A  décrit  precedemmeni  ; 
A  ((uuprcnd  notammeiil  loiile  une  r(''i;i(m  du  plan  de^  /.  d('linie  par 

.•t\  (Z;^\„        (  l'-x  excepl(-). 
Eu  \rrtu  (Je  re(pration  lonctioniHdle 

la  tonction  !•  (  :;  i  prendra  (lau>^  le  domaine  o  /,  inteneur  à  1).^  a\ec 
une  pointe  en  y.  ^,,  toutes  le^  \aleiir»  /  p/t.où  .il  ( /)  :' \  „•  c  est- 
à-dire  loiito  le»  \aleiirs  doiil  la  jtarlie  réelle  ol  snpcriciirc  à 
\„-  f)/(  :  </  rlàwi  posilirel  do  domaines  o_^,,  />  ausM  j;rand  cpii ui 
le  \oiil.  existant  (lan>  le  \oisinai;("  de  loiil  |)oinl,  m  de  /.  on  \oil 
(lue  }•  (  r-  I  |)reiid  loiiles  les  \iileiir>.  s;ni|  |  inllni  au  \oisina^e  de 
tout  point  de  /. 

(leci  s";ipp|i(pic  iKUammelit  aux  Milisj  it  ut  loiis  sini;iili("'res  admel- 
tanl  un  cercle  londamental  et  à  tous  les  evemplcs  ipic  I  on  sjnt 
pra  tu  pie  ment  étudier,  entre  aiilro  W  {  z  l  =  r  —  '-. 
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Dans  les  mêmes  conditions,  la  fonclion  ù(F(rj|,  0  étant  une 
fonction  entière  de  période  «,  représent'e  une  fonction  invariante 
])ar  la  suhstiliition  donnée  et  liolomorphe  dans  le  domaine  D». 
(i'esl  lin  iu\ariant  absolu  du  groupe  (î  qui  est  proprement  discon- 
tinu dans  le  domaine  Da  et  admet  comme  domaine  fondamental, 
[)ar  exemple,  le  domaine  o  —  o,  compris  entre  un  domaine  élémen- 
taire de  couvergence  et  son  consécpieni  immédiat.;  mais  ici  celte 
fonction  invariante  prend  nécessairement  une  infiniti-  de  fois  la 
même  \aleiir  dans  un  domaine  fondamental. 

On  peut  former  des  solutions  uniformes  dans  D^  d'autres  équa- 
tions fonctionnelles  simples  ;  mais  il  n'est  pas  toujours  facile  de 
prouver  (pie  tous  les  points  frontières  sont  singuliers  pour  ces 
fonctions.  En  voici  un  exemple.  Posons 

l\{z)  =  z-+-a-i h-  .  .  .  («><>>, 

z 

et  soil 

ï  '  ' 

<I>  (  ;  I   = '•-' h  .  .  .  -i h  .  .   .  , 

1  "     ~ 

u.  étant  un  entier  ^2.  (^ette  expression  définit  une  fonction  luéro- 
morphe  dans  le  domaine  du  point  double  à  l'infini  ;  elle  est  continue 
dans  le  domaine  de  convergence  élémentaire  D,  même  à  l'infini  et 
celte  dernière  propriété  la  distingue  des  autres  solutions  de  l'équa- 
tion fonctionnelle 

'  Il  n'y  a  donc  pas  de  singiilarité  apparente  au  point  à  l'infini  pour 
la  fonction  ni  pour  sa  dérivée  : 

Il  c>l  \  laisemblahle  cependant  que  tous  les  points  frontières  sont 
singuliers.  11  y  a  des  cas  où  ce  fait  apparaît  facilement;  par  exemple 
lorsfpi'il  y  a  un  point  double  répulsif  fj  sur/;  l'équation  fonction- 
nelle luonirc  <'ii  eflel  (pie  la  valeur  limite  de  <I>  (:;)  en  ce  point  est 
infinie  ou  indéterminée;  il  en  sera  de  même  aux  points  antécédents 
de  |j  (pii.  au  moins  dans  les  cas  les  [)lus  simples  sont  denses  sur  /'. 

76.  Mous  allons  encore,  comme  application  de  ce  (pii  précède, 

c  )ni|>l(''l('r  rcliidc  de  cet    ensemble    frontière    /'.  en    montrant    (pie 
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clans  certains  cas  c'est  une  courbe  susceptible  du  même  moilc  de 
représentation  que  celui  que  nous  avons  obtenu  au  Chapitre  III, 

notamment  pour  la   substitution    7^,^=^^ Supposons   (juii   y 

ait  outre  le  point  double  a  de  mullij)licateur  -f-  i ,  un  point  double 
attractif  ^3,  le  domaine  total  de  chacun  de  ces  points  étant  d'un 
seul  tenant  et  simplement  connexe.  On  peut  alors,  comme  dans  les 
cas  déjà  traités,  enfermer /entre  deux  séries  de  courbes  d'un  seid 
tenant,  antécédentes  de  deux  courbes  C  et  C  qui  appartiennent  aux 
domaines  respectifs  de  a  et  j^;  Cl,^  est  intérieure  à  Cl„^_,,,  C  „  est 
extérieure  à  C_(„_),  sauf  au  point  y.  qui  est  un  point  an<;uleux 
commun  à  toutes  ces  courbes.  Pour  pouvoir  appliquer  l'analyse 
du  n"  2i-  il  faut  démontrer  l'existence  d'une  ligne  sans  points 
doubles  et  iji\ariante,  terminée  en  y  et  jouant  le  rôle  de  coupure  de 
la  couronne  (  C,  (1)  ('  ).  Joignons  a  à  un  point  P  de  (]  par  un<;  ligne 
sans  points  doubles  qui  soit  intérieure  à  cette  couronne  sauf  en  a 
et  P;  on  peut  su|)poser  que  cette  ligne  a  P  ou  L  est  tangente  en  y. 
à  la  bissectrice  de  la  |)oinle  de  C  {fig.Si).  Soit  R'^^j  (:;)  la  fonction 

Fi^.  5. 


inverse  égale  à  v.  pour  c  =  a;  les  transfornu'cs  de  I.  par  les  it(''r<'Ms 
de  cette  fonction  tendent  vers  le  point  a;  cela  est  vrai  pour  la  partie 
de  \j  suffîsamuient  voisine  de  a;  c'est  encore  vrai  pour  la  partie  l•e^- 
lante  qui  apparti(,'nt  à  un  domaine  où  lcsR_„  (;)  sont  holomorplies 

C)  Signalons  ici  que  l'analyse  présenlce  à  la  lin  du  n"  !24  est  incoirccle 
sur  quelques  points  de  délai!  :  on  la  corrigera  aisémenl  en  lonani  roniple 
de  relie  qui  est  développée  ici. 
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vl  boriu'es  dans  Itur  eiist'iiihle,  les  poiiils  criùques  de  ces  luuelioius 
étant  intérieurs  à  C  on  extérienrs  à  C  :  sur  ees  lioncs  /_„  l"ar<'ii- 
menl  de  c  —  a  tend  vers  la  limite  o).  (|iii  eoi'ies|)()n(l  à  la  bissectrice 
<le  la  pointe  ;  elles  seront  donc  à  |)artir  d'un  certain  rani;  intérieures 
à  un  an<;le  rectili^ne  A  de  sommet  a  et  aussi  |)etil  (ju'on  le  veut . 
Nous  su[)|)o,serons  donc  pour  Caeililei'  rinliiiliou  cl  |)icu  (pie  ce  m; 
soit  pas  ess<uitiel  (pi'on  a  reuiplacé  la  courbe  C  par  une  antécé- 
dente et  de  même  la  ligne  L,  de  manière  que  L  et  son  antécédente 
immcdial(;  I.  ,  sont  eouiprises  dans  un  angle  V  inférieur  par 
exemple  à  -;  ces  lignes  sont  tangentes  entre  elle>  en  y.  et  continui's 
r(;specti\emenl  dans  les  couronnes  ('(1,  (])  et  ((].  C  ):  elles  sont 
simples  uiais  [)euvenl  se  traverser  mutuellement  ;  dans  ce  deruiei- 
cas  on  peut  joindre  a  à  l*  et  à  P„,  par  deux  autres  lignes  aMP  ei 
^aM*  ,  simples  et  ne  se  traveisant  pas  mutuellement,  compriM-s 
dans  l'angle  A  et  comprenant  entre  elles  L  et  I.    ,. 

(leci  pos(''.  joignons  I*  à  l'_i  par  une  ligne  simple  intérieure  à  la 
c(uiionne  (C,  (]'_,  )  et  ne  tia\ersant  pas  a  MP;  (;cs  clieuiins  sont  de 
deux  sortes;  on  en  choisira  un  sur  lequel  l'argument  de  z  —  a  varie; 
d'une  (piantité  inférieure  à  A,  c'est-à-dire  tel  ([ue  le  dcunaine  sim- 
plement ((tiineve  limite  |)ar  les  trois  lignes  aMP,  aNP  ,  et  Pl*_, 
lie  coulienne  pas  (].  Soit  o  le  triangle  ainsi  fornu-  à  l'intt'rieui- 
<lu(piel    les    {{_„    (c)   sont    uniformes;    dan^    ces   condilious    il   e>l 

\  isihleque  les  trianglesantécédentso.  o_|.o   ■_, o '„.  .  .  .  obtenus 

successi\em<'nl  pai-  3_,  =i  R",  (c)onl  pour  cr>|<'s  (»p|)osés  à  aies 
aies  PP_,,  P.|P_2,  ...,  P„  P^,„^,)  formant  nue  chaîne  continue  ; 
ces  ares  sont  siuq)les,  ue  se  tra\ersenl  pas  mutuellenuMU,  tendent 
veis  le  |)oinl  y.  eu  verlu  du  raisonnement  fait  |)our  le>  ligno  /  „  et 
constituent  [)ar  [cuv  réunion  iiiu-  coupure  iinarianle  île  la  cou- 
ronne ((],  (]')  (piie>i  même  de  longueur  liiiie  et  a  une  tangente  en  a. 
((-e(pii  pr(''céde  est  tout  à  fait  intuitif,  mais  l'omission  de  cer- 
taines pr(''(;autions  peut  conduire  dans  des  ca>  analogue^  à  des 
résultats  erronés,  par  exemph'  dans  le  cas  d  un  point  douhlc 
re[)ulsil  à  multiplicateur  négatif  ;  (ui  pourra  étudier  par  exemple  ce 

(pu  se  passe  au  \oisinage  du  |)oiiil    doiihle  :■      .  -  de  la  suhslitiil  ion 

Il    n'y   a   plus   maintenant   aucune   difliculté   pour  appli(pi(M-  la 
méthode  du  n"  !2I.  On  devra  montrer  que  les  longueurs  des  côtes 
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<lcs  (loinaino  anh-cédcnts  de  la  coiii-onur  (  (  ],  Ci  )  n'uci^ir  .siinplc- 
iiifiit  <'()iuic\c  |»ai-  la  (Mnipiirr  (jiie  nous  \euons  de  Iiacn-  ((Midcnl 
vers  zéro  ;  |io(if  cela  on  (l(''conipos(;  le  donjame  cou|)c  A  en  |)hi>i('iii'.s 
pallies:  celles  ((in  sont  contenues  dans  un  cercle  de  centre  a  el  de 
ravon  sullisainnienl  peljl  aux(|uelles  on  applique  e\a<;leinen(  le 
raisonnenieni  du  n"7iella  [»arlie  reslanle  |)our  la([uelle  [a  di'-mons- 
Iration  a  rU'  donni-e  à  pliiMeiirs  reprises. 

On  pourra  donc  i^lans  ce  cas  el  même  dans  cerlain>  autres  un 
|)eu  [)lus  «iénéraiix  représenler  la  courhe  /  par  yiiw  é((uation  de  la 
forme 

Z  -  ç(fK 

'^{t)  «'tant  une  tonction  imaj^inaire  de  la  variahle  réelle  f  (jiii  iw 
prend  (pi'une  fois  chaque  valeur  dans  linltuvalle  (o,  i)  el  (pii  c>l 
continue.  De  plus,  on  a 

c/ élanl  le  degré  de  R(  z).  (leci  s'applicpie  nolammenl  à  la  suhslitu- 
li(»n  z■^:=^  z  —  :;-.  On  verra  lacilenjent  (jue  la  démonstration  s'ap- 
plupie  a\<;c  des  modi(iealion>  insij;niliantes  dans  le  cas  où  il  va 
i\i'u\  points  doiihles  de  nuill  i  plieateiir  -A-  i  . 

77.  -Nous  allons  terminer  cette  élude  en  étahlissaiil  cerlaims 
propriétés  d'une  classe  de  fonctions  méromorplies  très  intéressantes 
(pii  se  rattac  lient  à  ré(|ualion  fonctionnelle  d'Abel  el  (jui  s'ob- 
tiennent de  la  même  manière  ([ue  la  fonction  de  Poincaré  dans  le 
cas  d'un  point  double  ré|)iilsif. 

Soient  comme  toujours 

h 

une  substitution  rationnelle  avec  un  point  double  de  miillipli- 
cateur  -f-  i  à  l'inlini,  et 

z   i  ^  z    -  fl  —   ^  -h  .  .  . 

la  siib^liliil  util  inverse  à  bupielle  correspond,  en  tenant  compte  du 
(  liani;emenl  de  >ii;ne  du  lerim-  c(uiN|iiut  a,  un  domaine  ('lémenlaiit' 
de  converiicnce  I)  limité-  par  deii\  demi-droites  parlanl  d'iiii  point 
de  l'axe  réel  et  faisant  avec  (  )./;  b-s  anj;b>  :±:  (•)  ;  (o  est  au-si  pelil 
qu  on  b;  veut  et  nous   le  Mipj)o>eions  inférieur  à  -;  I)    conlienl  le 


—  304  — 

domaine  anlécédenl  D^,  obtenu  par  la  branche  considérée  ici  de  la 
foncllon  R_,  (z)^  et  dont  les  itérées  convergent  uniformément  vers 
l'infini  dans  le  domaine  non  borné  D'  qui  comprend  entre  autres 
lous  les  points  de  Taxe  réel  dont  l'abscisse  est  infinie  négative;  ces 
fonctions  itérées  donnent  naissance  à  une  fonction  holoniorphe 
dans  D',  infinie  à  l'infini,  et  vérifiant  l'équalion  dAbel 

l'I  K_i(zi  J  =  *(-)  —  a 
avec  les  conditions  asvniplotiqiies 

<I>  (5)  =  z  -f-  o(  l(i;  I  -  I), 

(^ette  fonction  n'est  pas  la  même  (juc  celle  déduite  des  itérées  de 
R(::)  qui  est  définie  dans  D.  <P{  z)  =  u  ne  prend  qu'une  fois  chaque 
valeur  dans  D'  et  fait  la  représentation  conforme  de  D'  sur  un 
domaine  A'  du  plan  des  «,  limité  [)ar  deux  courbes  analytique^ 
s'étendant  à  l'infini  et  ayant  respei^tivementles  directions  asym|)to- 
ti(uies -f-wet  —  w  ;  A' comprend  donc  tous  les  points  du  plan  des  u 
dont  l'abscisse  est  négative  et  infiniment  grande,  et  plus  générale- 
ment tous  les  points  dont  l'argument  est  compris  entre  lo  +  s  et 
2—  —  (o  —  £(£>>o)  et  le  mofbde  supérieur  à  c;  A  comprend 
notamment  toute  la  région  du  plan  définie  par  l'inégalité  , il  (  // )  <  \, 
au  moins  pour  \  négatif  et  suflisammeul  grand  en  valeur  absolue. 
Dans  A',  z  est  inversement  tine  fonction  uniforme  de  //  (pii 
vérifie  l'équation  fonctionnelle 

(){„  —  a)=  R_.,10((/  i] 

ou 

f)(H -+- al  =  H[  (](»)], 

pourvu  que  u  et  n -\- a  appartiennent  t(uis  deux  à  A  .  Mais  celte' 
é(Miation  fonclionhellc  elle-nième  donne  immédiatement  le  piolon- 
gement  analytique  de  0(<<)  dans  tout  le  plan  sous  forme  dune 
fonction  méromorphe.  En  elTet,  ^(u).  clanl  bien  définie  et  liolo- 
morplie  poui'  ■.'i\{i()  <<  \,  sci'a  définie  par  Tt-quation  fonctionnelle 
et  niéromorj)he  pour  A  (_if  )  <<  X-j-rr,  et  de  même  en  général  pour 
A  (m)  <;  y  -{-/>«,  quel  ([ue  soit  l'entier  positif/>.Elle  est  donc  méro- 
morphe dans  tout  le  plan,  tandis  que  la  fonction  inverse  o(z)  qui 
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existe  dans  toiil  le  pliiii  des  z  pirsenle  naluiellenienl  des  poials 
critiques  (  alg(''hri([ues  et  iransceudaats  ).  On  voit  que  tout  se  j)asse 
ici  exactement  comme  dans  le  cas  d'un  [)oint  double  réjjulsif, 
l'équàlion  d'Ahel  remplaçant  celle  de  Schn)der.  Remarquons  à  ce 
propos  queces^deux  équations  fonctionnelles,  celle  de  Schr(')der  et 
celle  d'Abel,  sont  identiques  au  fond  puisqu'on  passe  de  Tune  à 
l'autre  en  prenant  les  loi;arithmes  des  deux  membres;  mais  (juand 
(»n  les  ctudie  au  point  de  vue  de  runifoiniitr  des  >oluli()ns,  d  v  a 
lieu  de  ne  pas  les  confondre. 

Ainsi  donc,  lorsqu  uiu-  subslilulioii  rationnelle  présente  un  point 
double  de  multiplicateur -|- i ,  liti-ration  de  cette  substitution  est 
susceptible  d'une  représentation  paramcliique 

G    =  0(m), 

;:  ,  =  0(  Il  —  /la  ). 

0  étant  une  fonction  méromorphe  qui,  dans  un  domaine  comprenant 
tout  le  plan  sauf  un  secteur  d'angle  aussi  petit  qu'on  le  veut,  est 
rcprésentable  par  une  expression  de  la  fornu- 

u  -+-  o(log|  u  I  ). 

pour  les  grandes  valeurs-  de  (i.  Cela  résulte  de  ce  cjue  nous  av(Mis 
dit  sur  la  structure  du  d()niaiu(;  A  ,  el  du  (ait  (|ue  la  formule 

u  =  3-Ho(log|  z  I) 

est  réversible.  Dans  les  uiémes  conditions  la  dérivée  h' (u)  est  iiill- 
niment  voisine  de  l'unité. 

78.  \()us  allons  obtenir  d'autres  propriétés  de  ces  fonctions  en 
étudiant  la  correspondance  entre  le  plan  des  :;  et  le  plan  des  n  tout 
entiers.  Remarquons  (Tabord  que  les  deux  domaines  D  et  1)  du 
plan  <les   c,    limités  par  des  denu-droites  faisant  les  angles  zh  <)  el 

rt  (~     -  (i)  I  avec  (),/•((>)<;-) ,   on!  en   coniimin  deiiv  domaines  non 

boriK's  comprenant  tous  les  points  dont  largumeiil  e>t  compris 
entre  to  et  -  —  o),  ou  entre  -  -  o)  et  —  {—  —  to  ),  et  le  module  sufli- 
samment  grand,  (considérons  dans  A'  un  rectangle  de  liaiileiir 
iniinie  limité  [)ar  deux  parallèles  à  l'axe  des  ^  distantes  de  //.  et  nu 
segment   <rord(Uin('e   1!    |>aralléle  à    l'axe  des  \,  ||   ciiinl  |)osiiir(  I 
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1res  ^laiid.  11  lui  cniropoiul  •lau>  D  un  (limiaiiic  liiiiilé  |>ai-  dciiv. 
courhcs  s'c-U'iidaiil  à  l'inlini  dans  le  dctui-|>laii  su |»<'' rieur  avec  O  )' 
comme  direclloii  asymj)l()li([iie,  et  par  un  ar(-  borné  ;  si  H  leiid  ver.v 
l'infini,  les  poinls  du  reelan^le  E  l^endenl  uniformément  vers  l'iniini 
et  leuis  arj^umenls  tendent  uiidormémenl  vers  zéro;  il  en  est  de 
niènie  pour  le  domaine  ima^edu  plan  de>  /;  done  si  II  est  suflisam- 
inenl  ^rand,  ce  domaine  imajj;*'  esl  dans  la  pari  ie  commune  ùD  et  à  I)  - 
(Considérons  alors  le  demi-plan 

.1(^0     11. 

nous  pou\on>  Iracer  une  demi-droile  lai>aiit  avec  (  ),/■  un  ani;le  o) 

compris  enire  (o  cl  -    e|  (pu  di\ise  ce  flemi-|»lan  en  deux  secteurs; 

dans  le  secleur  de  ^auclie  H{u)  tend  \('r>  I  inlim  uniformément 
(piand  u  leiul  vers  rinflni  sur  un  cliemin  (pielcon(pi<'.  Je  dis  ([u'il 
en  est  d(!  même  dans  le  secleur  de  droile;  en  eflel,  on  peut  \v 
diviser  par  une  suite  infinie  d'ordonni-es  distantes  de  a  en  trapèzes 
(Mil  s('  dé<luisenl  par  les  Irausiatious 

11,1  =  /<  -f-  na 

des  trapèzes  conjiriieiils  com|)ris  dans  le  rectangle  illimité  E:  poui 
(pic  n„  tende  \ers  linlini  en  rcsiaul  dans  ce  sectcui-,  il  faut  (pie  // 
tende  vers  linlini:  li's  formules 

Z   =    fU  H). 

z„  =  \\„  I  ;  I  —  0(  «  -H  rui  ) 

moiilrenl  alors  (pie  0 (  //  -|-  nt(  )  tend  vers  rinlini  uniformément,  car 
//  étant  dans  \\.  z  est  dans  I)  cl  nous  sa\ons  (pie  K„  (  ^  )  C(mverge 
imiformémeni  \ers  linlini  dans  I).  Ee  même  résultat  s'ohtieni  pour 
le  demi-plan 

,!(«): -"• 
En  outre,  on  aura 

\\„\  z)  O'iii')  —  0'(  /(  -+-  ntf  ). 

Nous  savons  (pic.  dans  A.  0  ( // )  tend  uniformément  \ers  la 
valciii-  I  à  l'infini  ;  en  outre,  dans  I)  lesR|^(  ;  )  sont  l)ornéesd  ans  leur 
cnscmhie;  dcuic  dans  les  demi-plans  .1  (  /M  H  ou. !(//)£ — II,  la 
f()ncli(m  0  ( // )  csl  honiec  à  I  infini. 

On  a   (l(uic  l'énonce   sui\anl  :  Il  existe  une  bande  de  laf:^eui 
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finie  /Hiidllrlc  à  l' axe  léel^  telle  que  dans  les  parlii's  du  plan 
extérienres  à  telle  bande.  0(  //  i  lend  nnij  orniénicnt  i  /'/s  l  in  fini 
et  H  {  II.)  reste  iiniforménwnl  bornée  pour  les  valeurs  infiniment 
grandes  de  ii . 

Ou  pciil  ('•vidcmincul  a  enlever  du  plan  (juc  la  inoil  ié  de  (•clic 
bande  sélendani  à  linlini  vers  les  r  |><t««i|  jfs  cl  l'énonec  (|iii  |)rt''eèdc 
e>l  \alal)le  dans  |c  dmnaiiie  d Un  seul  IcnanI  ainsi  (»l)leiiii. 


79.  Sdil  niainleiianl  c,,  un  poinl  du  plan  de-  c:  1  é(jnalion 
0(  //  I  r—  r,,  a  nne  inliiiilé  de  racines  sauf  an  plus  |>(iiir  deux  \al(Mirs 
de  Cp.  Si  z■^^  n  ('"-l  pas  un  poml  excepi  lonncl.  an  seii->  du  n"  f^, 
(•  (sl-à-dire  s'il  a  une  inlinilé  (ranlceédcnls  dislincis.  il  \  a  au  moins 
un  de  ces  anIécédfMils  z_,,  pour  lecpiel  1  ('(pialion 

Z--,,^     i)i   II  I 

adinel   une  inlinile  de  iaciin'->:  soil   //    1  un<'  dCllcN.  on  aura 

^1,  —  U^, (  C-  /,  (  =:  H/,  [0(  a'  )  I  =  0(  II'  h  jift  ). 

I>  (''cpiation  :■„  =  0(  u)  a  donc  une  inlinilé  de  ijuiin-s.  Si  -,,  n'a 
(pi  un  noinlire  lini  (ranM'ccdcnl^  (lislinel>.  ces  anlc(  édenis  xnil  Ions 
coidondiis  a\cc  z^  liii-in'''mc:  un  Ici  poinl  ::„  esl  iinupie,  le  cas  où 
il  \  en  aiirail  deux  ne  peu!  \>n>  ^c  piésciiler  ici.  la  ^iil)-!  il  iilioii  avant, 
un  poinl  donhie  de  inulliplicaleur  -h  i  :  on  a  alors 

Z    -  T-^  ' 

Z  Zi, 


l\i  z^-z,,' 
!*( //i  elanl  un  pohnonic,  cl  ^('•n(''raleinenl 


[\„{  z 


Si  I  on  pose 


il  \  leiil 


Ih  II  )  —  Zn 


?(")■ 


'■ii  i(  \  es|    alors    une  loiiclion    cnlicre.    car  elanl    lioNunoiplic    pour 


—  ;jos  — 

A{u)^\,  réqiiatiou  runclionnelle 

es  (  a  -1-  «  )  =  I  '  [  ç  (  u  ) 

monlrc  (|u'cllc  esL  liulomorplie  dans  tout  le  plan.  Ainsi,  saut'  dans 
lexas  où  la  substitution  se  ramène  à  la  forme  polvnomiale  par  une 
IraTTsformation  iioinographique,  la  fonction  H{  ff)r\'a  pas  de  val('iii> 
exceptionnelles. 

Considérons  l'ensemble  ^  des  points  du  plan  des  Zoù  les  fonetli)ii> 
R„(g)  ne  forment  pas  une  suite  normale;  eel  ensemble  j)arfail  n'(\-^t 
nulle  part  dense  superticiellenient,  car  il  y  a  des  régions  où  les 
R/, (g)  convergent  uniformément  vei\s  le  point  double  à  l'inlini.  A 
tout  point  z  de  rf  correspondent  une  infinité  de  points  //,  car  If 
point  exceptionnel  z-o  s'il  existe  n'appartient  pas  à  ^.  A  l'ensend)le 
cf  correspond  ainsi  un  ensendale  T  dans  le  plan  des  u;  on  démontre 
bien  facilement  cpie  'Jt*  est  parfait;  il  n'y  a  qu'à  le  porter  au  n"  il 
où  la  démonstration  a  été  donnée  à  jiropos  d'une  représentation 
paramétrique  analogue.  rT  n'étant  pas  dense  superficiellement,  ^S  ne 
l'est  pas  non  phis.  Si  a  appailient  à  ^.t\  il  en  est  de  même  «le 
u  dz  7ia;  c'est  la  traduction  du  fait  que  cf  contient  les  conséquent- 
et  antécédents  de  tous  ses  points  ;  <JtVst  donc  invariant  par  la  trans- 
lation (  u  I  //  -h  rt  )  et  contient  par  suite  le  point  à  l'infini.  Si  u'  appar- 
tient à  'P.  la  fonction  0(«)  prend  dans  un  cercle  de  rayon  £  arbitrai- 
rement petit  et  de  centre  u' -\-  na  toutes  les  valeurs  sauf  celles  (pii 
sont  contenues  dans  un  cercle  de  centre  ^o  €*!  de  rajon  cpielconque  /', . 
lorsqu'il  j  a  un  point  exceptionn(d  ^o  •  cela  pour  toutes  les 
valeurs  de/?  supérieures  à  un  entier  positif  convenablement  choisi />. 
La  fonction  6(w)  est  donc  indéterminée  à  l'infini  et  |)rend  une 
infinité  de  fois  toutes  les  valeurs  sauf  une  au  |)lus  dans  une  bande 
parallèle  à  l'axe  réel,  de  largeur  aussi  |)etite  (pi'on  le  veut  eompie- 
nant  u'  à  son  intérieur  :  plus  précisément,  dans  la  moitié  de  cette 
bande  qui  s'étend  à  l'infini  vers  la  droite.  Tout  ccda  n'est  (pie  la 
traduction  des  propriétés  de  ^développées  an  (llia|)itre  1\  .  Au  con- 
traire, si  u  n'appartient  pas  à  Ù\  les  valeurs  de  0  (  m  ),  dans  les  cercle» 
de  centre  «'-|- ««  et  de  rayon  convenablement  choisi,  sont  bornées 
dans  leur  ensemble  bu  convergent  uniformément  vers  l'infini  (piand 
n  croît  indéfiniment  ;  en  général  les  valeurs  de  0(  ii)  dans  ces  cercle> 
convergent  vers  une  valeurlimite  constante  ou  tendent  périodique- 
ment vers  un  nombie  fini  de  constantes.  L'ensemble  ^t'  est  naliii<l- 
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Icmenl  roni|)ris  dniis  la  baïuU^  de  larii^ur  ("mie  parallèle  à  Ox  con- 
sidérée plus  Iiaul. 

Si  -î  fsi  parloul  disconlinu,  il  en  est  de  même  de  ^^;  on  |)eiil  en 
ellcl  entourer  un  point  z'  de  rf  d'une  courbe  simple  formée  d'arcs 
de  cercle  ne  (M)nlenant  aucun  point  de  rf ,  et  aussi  voisine  qu'on  le 
\(iil  (If  z' ;  il  V  a  d'autre  part  coricspondance  continue  entre  un 
cercle  du  plan  des  u  entourant  un  poinl-racine  a'  de  l'équation 
0(  /M  =  z\  et  un  éléuient  d'aire  du  |)lan  des  z  (ou  un  élément  de 
surlace  de  Rieuiann  lauiiiiée  en  ô  ),  de  sorte  (pi'à  la  courhe  eutou- 
raut  ;' correspondia  une  courbe  entourant  u,  infiuimenl  voisine 
de  ce  dernier  point  et  ne  contenant  aucun  point  de  T;  <i^  e>t  donc 
pai  tout  discontinu.  Réciproquement,  si 'Ji*  est  partout  discontinu,  il 
eu  est  de  même  de  -?.  Si  0  est  continu,  il  en  est  de  même  de  'Jp  :  sup- 
posons qu'il  en  soit  autrement  et  soit  alors  it'  un  point  de  y?  qui 
n'est  pas  bien  enchaîné  dans  ^£  avec  le  |)oint  à  riiilini  ;  l'ensemble  U,' 
des  points  de  'j?  (jui  sont  bien  enchaînés  avec  u  est  un  ensemble 
parfait  l)ien  enchaîné,  à  moins  qu'il  ne  se  réduise  au  seul  |>oint  a'; 
<r  ne  contient  \)ns  le  point  à  l'infini,  il  est  donc  borné  ;  tout  ensemble 
(•(Uitenant  <r' cl  contenu  dans  'fcst  tliscoutinu  ;  l'ensemble  ^ï"  déduit 
de  '■jù'  par  la  translation — pa  \ouil  des  mêmes  |)ropriétés:  on  {)eut 
choisir/-»  de  uianiére  que  tf"  soit  contenu  dans  A'.  On  peut  entourer 
y.''  d'une  ligne  sim|)le  contenue  dans  A',  ne  conleuaul  aucun  point 
dr  '.!?  et  dont  tous  les  points  sont  aussi  voisins  (ju'on  le  \cut  d'un 
|)oint  de  U'  (  '  ).  A  cette  courbe, ^1  correspondra  dans  le  plan  des  z 
uue  courbe  tout  entière  à  distance  finie,  ne  contenant  aucun  point 
(!<■  ^.  uiais  limitant  un  domaine  (pii  eoulieut  des  points  de  J;  ces 
points  sont  séparés  du  point  à  linlini  |)ar  n\u'  courbe  ne  eontenani 
aucun  point  de  "f.  ^  ne  serait  donc  pas  continu. 

I.a  n'-ciprcKiiif  ]»arail  plus  (bllicde  àélablir;  nous  la  laisserons 
de  côté. 

l'reiuMJs  comme  cxenq)le  le  cas  d  une  sid)slilulion  à  cercle  lou- 
dauu'ulal   singulière  cl  de  deuxième  espèce,  laissant  in\arianl   le 


(')    /.oiu-.rn.    Sur    /es   fonc/ioiis  (ni(it)ti//iics    inii/i>r/iies    </iii   /nissvdciU    un 
rnsenible  parfait  (tiscnntinu  de  points  xinuidicni  {  ./(lurnal  de   l.i<)tt\ill(\  n|0), 

!'■    "0- 

MoNTicL,    lierons  sur  tes  serit's  de  polyiKinws  à  une  rariahie  (iiiii/)le.re,  l'uris, 
(liHilliicr-N  illurs,  ifiio,  p.  -. 
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<lcmi-|)litn  snijôrlcur  J  (^  J  )  ii  o  ;  [)ar  cxcruplc 

Lo  loiicliuMs  R_„(;  )  rlaiil  li-cllcs  poiii'  r  vrcl.  il  en  ol  Ac  mrmr 
de  la  l)i;m(lic  dr  fonction  //  =  <I>(  r  i  dans  le  doinaiiic  I)  ;  au  x'i:- 
niciil  (X„,  —  X)  (If  Taxe  i('('l  «'onh-nii  daii^  1)  coi  rc>|)()iid  le  >ci;- 
nirnl  (  \oi  ^  )  •'*'  I  i>^<'  i'<'<'l  «onlcini  daii^  A  cl  i(''ci|iro<|iicincnl  : 
of  élanl  lin  cuscnd)lc  ))arfait  cl  dixontimi  mIiic  mit  Taxe  réel,  Ù'c^l 
a^l^8i  parloni  disconlinii  cl  s;i  scclion  par  A  na  ([iic  des  j)oiiil> 
r(-cK  ;  donc  <r  loiil  ciilicr  na  (|iic(l<'s  |)oinl>  i(''cU.  La  itaiidcdii 
plan  des  u  dans  hupicllc  0{  //  )  ne  Icnd  pas  nniloi  incnn-nl  \<'rs  I  in- 
lini  en  nu^'uie  temps  (pn-  //  est  ici  une  hande  aussi  mince  (pi  on  le 
X  eut  comprenant  Taxe  r<''cl  :  dans  celle  handc  0(  il  i  est  ind«''l<'i minée 
à  I  inlini  \cis  Ic^  x  positifs  cl  |»rend  une  inlinih'  d<'  lois  toutes  les 
valeurs;  rindelerminalion  n  a  lieu  que  dans  les  cercles  de  ra\on  î 
a\anl  pour  ccnires  les  |»oints  de  lenseinhle  discontinu  '.l\  Les 
rcj;ions  (rindelerminalion  à  linlini  ont  donc  une  dcnsil('  cxtrc'me- 
nn-nt  taihle. 
Si  Von  prend 


subslilulion  (uii  laisse  invariante  le  (l(Mni-a\e  rt'cl  n(''j;alii  et  le 
ilomaine  e\l(''rieur  à  ce  demi-axe.  on  est  conduit  à  une  lone- 
lion  ^{t<  )  jtoiir  hupiclle  rensciuMc  parlait  '^  se   lédiiil  à  Taxe  réel. 

<S0.   Lxaminoiis  maintenant  le  cas  où  il   \  a  un  point  exceptionnel. 

est   une  r(U)clion  eniK're,  '.i'(  //  i 


<''cs|-i'i-dirc  où  la  liuntion  ,- 

H(ii)  —  c 

<iui  veiilie  rc(juali()n  lonclionnelle 

'f  (  u  - 1-  (i)  =  V['f(u  i\. 

où  I*  est  un  pohnome:  z>{if)  leiui  alors  \ers  iiin-  \aleur  linic 
<!l  C5'(// )  sers  zéro  (piand  //  tend  vei"s  linlini  en  icslanl  dans  les 
<l(unaines  |)récédenimenl  décrils.  Je  sais  montrer  (pie  -si  u  )  est  de 
j;enre  inlini.  Soit 
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(Hir  I  c- 1  _  c.  <m  aiiiJi 


<l  A  !  — £10'/, 


e  «'laiil  aussi  pclil   (jiinn   lo  veut   |)(tiir   z   sunisimimcnl    i;r;in(l.    On 
j)«'iil  donc  sii|)|)<»sci-  î  <'  ■ — !  et,  par  ^iiilc. 


I',..]| 


lAi.. 


ions.  On  lrt»ii\c  alor>.    j»ai-   irciirrcncc,   I  inrgalitc 


Le  M'coml   niciul)!!'  isl  >  c  si  c  >   1  t-tt  )  '  <'«'  (juf  nous  siipposo- 


!'„(  ^  ) 


'^)'*"^ --(Tr'- 


OU  (Il  posant 


Si  B 


I  M\' 


;^)  -" 


(Hp  >  I 


I  !'„<-)  |>  TTtl^P)''"- 
l> 


I  l'„(-;|>(Bp''"l; 
Si  H      -  1.  il  >uflil  <lc  |ir(iitlif  Cl    j)oiir  a\oir 

1  )an>  lou>  les  ca^  on  a 

\\\.iz)\>C''"       .<:>i;. 

Soient  z^^  =  pr'i^  c\  //„  une  sol  ut  ion  de  re(|ual  ion  0(  //  i  ..     z„.  (  )ii  aura 
I  '^(  «„-L  «rt  )  I  >  C.'i". 

S(uenl  /•  un  iioiuluc  (|  uelcon(|ui'  eompris  entre  1 // o -f- // <■/ ]  i-l 
I  "oH- (  "  ~h  '  !</ j.  K<'  module  ina\ i luiiin  de  'i  i  //  i  poui-  J  ?/ j  = /•  est 
sii|«''ri<'nr  à  ( '/'"  :  d'ailN-iirs.  //  ,[  r  tendent  \ers  l'inlini  en  uièine 
temps  et  I  on  a.  pour  //  MillisaminenI  j;iand. 


(■•<*<  i) 


I  )iui<'  linalenu'iit  : 
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en  posani  m  =i  kio^d.  Pour  /•  suffisanunenl  <;i'au(l,  on  aura  aussi, 

si  (>  <-'"  (■  '      m , 

;)H(/-)>e'"'         (c>o). 

Le  module  maximum  de  C5(v')  croît  donc  plus  vite  qu'une  exponen- 
tielle il6;rée  :  la  fonctiou  C5(a)  est  de  genre  infini. 
Je  vais  d'ailleurs  montrer  qu'on  aura  aussi 

Soit  II  le  point  de  la  circonférence  de  (;entre  O  cl  de  rayon  /•  où 
C5(a)  atteint  son  module  maximum;  u'  est  situé  sur  l'arc  conq)ris 
entre  les  deux  droites  Y  =  ±:  A  et  qui  coupe  la  pai'lie  positive  de 
l'axe  réel,  du  moins  dès  que  /■  dépasse  une  certaine  limite,  car  sur 
le  reste  de  la  circontercncc  's^i  ii  )  tend  uniformément  vers  a,  affivc 
du  point  doul)le  de  multiplicateur -|- i  que  nous  avons  l'amené  à 
dislance  Unie.  En  ellectuaut  sur  cet  arc  la  translation  — na  nous 
obtenons  un  arc  compiis  dans  le  rectangle  : 

o  î  X  g  flr, 
—  M^Y     +  11. 

Dans  ce  rectangle,  o{n)  est   inférieure  en  nunlule  à  un  nombre 
M^i.  Soit  K  un  nombre  au  moins  égal  ù 

1  Al4-|A,i  +...-^1  A,/_,|-+-|A,/|, 

cl  tel  ([U(>  KM'^>i.  En  posant  z^='^[ii),  n  étant  un  |)oinl  du 
rectangle,  on  obtient  : 

I  ^,  |<  KM". 

1  -2I  <  Ki+''.M''\ 


^       •        Y"" 
I  3„  I  <  K'+'/ *■■•+■'""!  M''"  <  V  K''-'  M  ,'     =  L''" 

o{u')  =  l(p(a-4-/Jrt)|  <  L''", 


r  =  \  u  -\-  na  \  ^  na  —  |  «'  |  =  na  —  \/a---r-  11*. 
nr^k'r         (/>'>o). 

On  obtient  linalemcnt  |>our  .ill  l  /•) 

;)ll(r)<<?i"»-' '■■''"■. 
d  où  l'on  déduit 

D\l(rXe--". 

Faisons  voir  maintenant  que  cp(  u)  est  non  seulement  de  genre,  mais 
d'ordre  infini.  .Si  Zo  est  un  nombre  fini  cpielconcpu',  et  u'  un  point 
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de  l'ensemble  parfait  "J",  il  existe  des  points  racines  de  l'équation 
'zi{u)  =  vodans  un  cercle  de  centre  u'-\- pa^  et  de  rayon  arbitraire  / 
pourvu  que  l'entier/?  soit  suffisamment  grand;  en  efï'et,  les  valeurs 
de  'f>(w)  dans  ce  cercle  sont  représentées  par  un  domaine  du  plan 
des  z  qui,  pour  une  valeur  convenable  de  /?,  couvre  le  cercle 
r(|s|  :^|0).  Nous  supposerons  p  assez  grand  pour  quep>>|2o|  et 
que  d'autre  part  l'inégalité  |  ^j  ^  p  entraîne  |  P(s)|  >  |  ï|. 

Dans  le  cercle  de  centre  a"  =^  u'-\- pa  et  de  rayon  /,  la  fonction 
o{u)  prend  ainsi  au  moins  une  fois  la  valeur  5„.  Dans  le  cercle  de 
centre  {/"H-a  et  de  même  rayon,  elle  prend  au  moins  d  fois  la 
valeur  ::o  j  car  lorsque  z  =  o{u)  décrit  F,  R(5)  décrit  un  domaine 
multiple  qui  couvre  d  fois  F;  de  même  R2(s)  prend  d^  fois, 
Rrt(s)<:/"  fois  chaque  valeur  de  F;  »(«  +  /?«)  prend  ainsi 
(i  -\-  d-\-d2-\-. .  .-{-d")  fois  la  valeur  Zq  dans  un  cercle  de  rayon 
r  tel  que 

r<  I  u   \  -+-  na  -h  i^  Im»  —  =  a. 

n=:  <B   ^ 

On  a  donc  n  >  ki'  pour  /•  suffisamment  grand  et  le  nombre  N(r) 
de  racines  de  l'équation  0(  a)  =:  So  dont  le  module  est  inférieur  à  /• 
vérifie  l'inégalité 

N  (  r)  ^r -H  (/-+-... -H  rf«>  d'i>d''''^  e(Ai"g./)r, 

De  plus,  la  série  N    —  étendue  à  ces  racines  est  divergente  quel  que 

p      '^ 
soit  X.  Nous  avons  en  efTet  d'^  racines  dans  le  cercle  de  centre 

u"-\-na  et  de  rayon  /,  racines  dont  le  module  est  inférieur  îî  r  et 
qui  donne  dans  la  série  précédente  une  contribution  su[)érieure 
à  (  -j    d",  quantité  infinie  en  même  temps  que  n. 

Revenons  au  cas  d'une  fonction  méromorphe  sans  valeurs 
exceptionnelles.  Dans  ce  cas,  les  valeurs  de  cette  fonction  0(m) 
dans  la  suite  des  cercles  considérés  plus  haut  couvrent  une  fois, 
d  fois,  ...,  d"  fois,  ...  le  [)lan  des  z  tout  entier;  le  même  raisonne- 
ment s'applique  et  la  série  X~x'  étendue  aux  modules  des  zéros 
ou  des  pôles  de  la  fonction  9(a)  —  Zo  est  divergente  quel  (pie 
soit  X.  Cette  fonction  eut  le  quotient  de  deux  fonctions  entières 
qui  sont  toutes  deux  d^ ordre  infini  (')• 

(  •)  Nous  nous  sommes  placés  clans  le  cas  où  W" { a)  n'est  pas  nul  au  point 
XLVIII.  'il 
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8 1 .  Telles  sont  les  propriétés  les  plus  importantes  de  ces  fonctions 
méroiîiorplies.  JNous  pourrions  également  rechercher  les  points 
critiques  des  fonctions  inverses;  cela  se  fait  exactement  de  la  même 
manièie  que  dans  le  cas  de  la  fonction  de  Poincaré  et  il  n'y  a  pas 
lieu  d'y  insister. 

Remarquonsquelorsqu'on  recherche  quelles  propriétés  de  la  fonc- 
tion de  I*oincaré,  vérifiant  l'équation  fonctionnelle  0(S//)  =  R[0(a)] 
oùS>i,  correspondent  à  celles  de  l'ensemble  parfait  ^,  on  est 
conduit  à  des  résultats  qui,  dans  ce  qu'ils  ont  d'essentiel,  appar- 
tiennent à  toutes  les  fonctions  méromorphes  ou  entières  ainsi  que 
l'a  montré  M.  Julia  dans  des  recherches  récentes.  Les  fonctions  que 
nous  venons  d'étudier  présentent  au  contraire  des  propriétés  sin- 
gulières; si  l'on  ramène  en  efïet  le  point  singulier  à  distance  finie 

par  le  changement  de  la  variable  w  =  -,  on  obtient  une  fonction 

pour  laquelle  l'indélermination  en  ce  point  n'existe  que  suivant  les 
chemins  compris  entre  deux  arcs  de  cercle  tangents  entre  eux  au 
point  singulier  et  terminés  en  ce  point.  Des  fonctions  de  ce  genre 
ne  seraient  peut-être  pas  faciles  à  obtenir  par  les  procédés  généra- 
lement utilisés  pour  construire  des  fonctions  méromorphes  ou 
entières  ayant  des  propriétés  spéciales. 

Tl  nous  resterait  à  étudier  les  courbes  analytiques  invariantes  par 
une  transformation  rationnelle  et  dont  l'étude  est  intimement  liée 
à  celle  des  fonctions  étudiées  dans  ce  Chapitre.  Nous  espérons  y 
revenir  bientôt.  Si  incomplète  que  soit  cette  étude  des  transcen- 
dantes uniformes  définies  par  des  équations  fonctionnelles  itératives, 
nous  pensons  qu'elle  suffit  à  montrer  l'intérêt  qui  s'y  attache;  cer- 
taines de  ces  fonctions  jouissant  de  propriétés  simples  et  présen- 
tant des  singularités  d'une  nature  dilTérente  de  celles  rencontrées 
jusqu'ici  mériteraient,  semble-t-il,  de  prendre  une  j)lace  impor- 
lanlc  en  Analyse,  à  côté  des  fonctions  elliptiques  et  automorphes 
avec  lesquelles  elles  ont  d'ailleurs  une  parenté  évidente. 


(loiil)l(!  a[  R'(x)  =: -h  1  ].  Si  R"(a)=:(),  on  est  lanicné  au  piomier  cas  par 
l'emploi  des  tieux  représenlalions  confoiines  auxiliaires  utilisées  préeédeiii- 
inent.  On  verra  facilement  que  rien  d'essentiel  n'est  changé  aux  résultats. 
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ÉTAT 

DR  LA  SOCIÉTÉ  MATHÉMATIQUE  DÉ  l'IUNCIÎ 

AU  COMMENCEMENT   DE    L'ANNÉE    1920  ('). 


MM. 


Membres  honoraires  du  Bureau. 


ANDOYER. 

AI'PEI.L. 

DEMOLLIN. 

DERLYTS. 

COURSAT. 

HADAMARD. 

HATON  DE  I.A  GODI'ILLIÈRE. 

HUMRERT. 

KOENIGS. 

JORDAN. 

LECORNU. 

mutag-lefiler. 
ineuberg. 
pain  levé. 

PICARD. 

VALLÉE  POUSSIN  (de  la) 

VOLTERRA. 


Président l«1iM.  DRACII. 

i  BOULANGER. 

.       „   .  ..  ^  CAIIEN. 

Vice-Presidenls '  „    .  ùtry 

(  SERVANT. 

^       ,     .  l  GALHRUN. 

^^<^^''^i^"'^^ }  MONTEL. 

^  THYBAUT. 

Vice-Secrélairos i  TRESSE 

Archiviste FAIOIJ. 

Trésorier MALI  SKI. 

AURIC,  1922. 

BIOCHE,   1921. 

BOREL,   1921. 

BlilCARD,  1922. 

EONTENÉ,   1921. 

VI      h        A     r         •I/^^  EOURET,  1921. 

Membres  du   Conseil  (  ■"  ) \  TRÉW     10'''? 

LEBESGUE,   1923. 
LÉVY  (A.),  1922. 
MAILLET,  1922. 
d'OCAGNE,   1923. 
'  VESSIOT,  1923. 

(')  MM.  les  Membres  de  la  Société  sont  iiistaiiiuienl  priés  d'adresser  au  Secrétariat 
les  rectitirations  •|u'il  y  aurait  lien  de  l'aire  il  cette  liste 

C)  1.3  date  ((iii  ^uit  le  nom  d'un  membre  du  Conseil  indique  l'année  au  oom- 
mencemeni  de  la(|iiplle  expire  le  mandat  de  ce  membre. 

S.  M.  —  Comptes  rencfus.  i 
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Dans  la  séance  du  l!^  janviei'  1920,  l'Assemblée  générale  de  la  Société  mathématique  de 
France,  considérant  que  les  relations  de  la  Société  avec  ceux  de  ses  membres  qui  appar- 
tiennent aux  nations  ennemies  ont  été  suspendues  pendant  la  guerre,  a  décidé  que  ces 
relations  ne  pourraient  être  reprises  qu'à  la  suite  d'une  demande  formelle  des  membres 
susvisés,  demande  qui  serait  soumise  au  vote  du  Conseil;  en  conséquence,  les  noms  de  ces 
membres  ne  figurent  pas  sur  la  liste  ci-dessous  (')  : 

Daie 

de 

l'admission. 

1920.     ABIÎLIX,  professeur  au  lycée  Charlemagne,  rue  de  Paris,  i,  Versailles  (  Scine-et-Oise). 
1872.     ACIlUtI),    ancien    directeur    de    la   Compagnie    d'assurances    sur   l:i    vie    La  Foncière, 

rue  de    la  Terrasse,  6  bis,  à  Paris  (17'"  ). 
1900.     AD1IK.>IAR  (vicomte  Robert  d'),  place  de  Genevières,  i4,  à  Lille  (Nord). 
1920.     Al.ltl),  professeur  au  lycée  Jules-l-'erry,  rue  de  Berne,  7,  à  Paris  (8"). 
1919.     ALMERAS,  professeur  au  lycée  Saint-Ljuis,  boulevard  Saint-Michel,  à  Paris  (6'). 
1896.     A\DOVEIt,   membre  de  l'Institut,   professeur  à  la   Faculté  des   Sciences,  membre    du 

Bureau  des  Longitudes,   rue  du  Val-de-Grâce,  11,  à  Paris  (5''). 
1894-     A\DRAI)IÎ,  professeur  a  la  Faculté  des  Sciences,  rue  de  Villars,  3,  à  Besançon. 

1918.  ANfiELESCO,  professeur  à  l'Université  de  Chij  (Roumanie). 

1919.  ANTOIXE,  maître  de  conférences  a  la  Faculté   des  Sciences,  (juai   Zorn,  i5.  à   Stras- 

bourg (  Bas-Rhin  ). 

1920.  AMZEJIBEUGEU,  professeur  au  lycée,  à  Besançon  (Doubs). 

1879.      MM'ELL,   membre  de   l'Institut,  recteur   de   l'Université   de   Paris,  à    la   Sorbonne,  h 

Paris  (5«). 
1910.     ARCIillJALD(C.-R.),professeuraBrown-Université,  Providence,  Rhodelslanc!(  États-Unis). 

1919.  ARNOU,  ingénieur,  rue  de  Provence,  126,   a  Paris  (9"). 

1920.  ARVEIVCAS,  ingénieur  à  la  pomlrerie  de  Sevran-Livry,  rue  Jadin,  i4  bis,  à  Paris  (17'). 
1920.      AlBEKT,  professeur  au  lycé«.  Henri  IV,  à  Paris  (5'). 

1900.      Al'KIC,     ingénieur    en    che{     des    ponts    «t     chaussées,     rue    du     Val-de-Oràce,     2, 

à  Paris  (.5'). 
1920.      AIlTEItBE,  C'^  d'assurances  L'Union,  place  Vendôme,  à  Paris  (  i")- 
1919.      BACIIIÎMER,  maître  de  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Besan<;on  (Doubs). 

1919.  BAIM.AUD,  membre  de  l'Institut,  directeur  de  l'Observatoire  de  Paris. 
1900.     BAIUE,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Dijon. 

1896.     BAKER,  professeui'  à  l'Université  de  Toronto  (Canada).    , 

1917.  BARRAIJ  (J.-A.),  professeur  à  l'Université,  à  Groningen  (Hollande). 

1905.     BARRÉ,    chef  de  bataillon   du   génie,  docteur  es  sciences   mathématiques,   rue   Lho- 
mond,  10,  à  Paris  (5"). 

1918.  BARRIOL  (A.  ).  directeur  des  Services  de  la  comptabilité  aux  chemins  de  ferdu  P.-L.-M., 

rue  Saint-Lazare,  88,  à  Paris  (9").  S.  P.  C). 

1920.  BAIDET,  professeur  à  l'Académie  technique  de  Deift,  van  Bœtzelaerlaaii,  o,  à  La  Haye 

(Hollande). 
1.919.     BEGIII^',  professeur  à  l'École  Navale,  boulevard  Gambotta,  '^C^,  à  Brest  (Finistère). 

1919.  BÉNE'/.E,  professeur  au  lycée,  a  Cahors  (Lot). 

1920.  BERMIEIM,  professeur  au  lycée  Louis-le-Grand,  rue  de  Siam,  i5,  à  Paris  (i<)'). 
1891.     BERTRAiVB  I)E  rO\TVIOLAlVr,  professeur  à  l'École  Centrale  des  Arts  et    Manufactures, 

avenue  de  W'agram,  167,  à  Paris  (17*).  S.  P. 


(')  La  liste  qui   suit  donne   les  noms  des  membres  de  la  Société  à  la  lin  de  l'année  1920. 
(')  Les  initiales  S.  P.  indiquent  les  Sociétaires  perpétuels 
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Uate 

de 

radmUsiOD. 

1910.     BEUTRVXO  (G.),     astronome    a     l'Observatoire     d'Abbadia.    par     Hendaye    (Uasses- 

Pyrénées). 
1913.     BILUDVITCH,  prival-dozent  à  l'Université  de  Kiew,  rue  Stanislas,  i4,  à  Paris  (6°). 
1888.     ItlOCHE,    professeur  au   lycée   Louis-le-Grand,    rue    Notre-Danie-des-Ghamps,    56,    à 

Paris  (6-).  S.  P. 
1920.     BLOCII  (Etig.),  profe-iseiir  au  lycée  Saint-Louis,  rue  Rataud,   ii,  à  Paris  (5'). 
1919.     lU.ONDE!.  f  Ch.),  professeur  de  philosophie  à  l'Université,  quai  des  Pèclieurs,  7,  à  Stras- 

bour;;  (  Bas-Riiin  ). 

1891.  BMiTKL,   inspecteur  général  de  l'Instruction  publique,   lue  Denfert-Rochereau,   iio, 

a  Paris  (  i4')' 

1902.  BOBEIUL  (comte  Rofjer  du),  rue  d'Antibes,  ii^,  à  Cannes  (Alpes-Maritimes).  S.  P. 
1907.     ItOlTEL  DE  DlEiWAL,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  au  château  de  Valsery,  à 

Cœuvres  (Ai&ne).  S.  P. 

1892.  BOXAl'AKrE  (prince),  membre  de  l'Institut,  avenue  d'Iéna,   10,  à  Paris  (i6'). 

192U.     BKNCKNIVE,    prolcsseur   au    lycée   Voltaire,   place    de    la  République,   4j    ^   Levallois- 
Perret  (  Seine). 

1895.  BOKEL  (  Emile  \  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  du  Bac,  82,  à  Paris  (7'').  S.  P. 
1913.     BORTOliOTTI  (E.),  professeur  à   lllniversité  de  Modène,   via    Magjjiore,  18,  à  Bologne 

(Italie). 

1919.  BOSLER,  docteur  es  sciences,  à  l'Observatoire  de  Meudon  (Seine). 

1909-     BOlIiAD  (F.),  ingénieur  au  service  des  ponts  des  chemins  de  fer  de  l'État  égyptien, 
au   Caire  (Egypte). 

1896.  BOILAXGEB,  professeur  au  Conservatoire  des  Arts  et  Métiers,   répétiteur  et  examina- 

teur d  admission  a  l'Étole  Polytechnique,  rue  Gay-Lussac,  3o,  à  Paris  (5°). 
1913.     B01LICA\D,   docteur   es  sciences,   maître  de  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences  de 
Rennes  (llle-et-\  ilaine). 

1896.  RflURGET  (H.),  directeur  de  l'Observatoire,  à  Marseille. 

1903.  BOlJTIiV,  rue  Lavieuville,  26,  à  Paris  (i8*). 

1904.  BOliTROl'V  (P.),   professeur  au  Collège  de  France,  à  Paris.  S.  P. 

1920.  BRAMUT,  ingénieur  en  chef  d'artillerie  navale,  rue  Theophile-llautier,  34,  à  Paris(  i6*). 

1911.  BRATU,  professeur  à  l'Université  stradela  Goliei,  8,  à  Jassy  (Roumanie). 

1897.  BRICAIU),  professeur  au  (Conservatoire   des  Arts  et  Métiers,   répétiteur  à  l'École  Poly- 

technique, rue  Denfert-Rochereau,   108,  à  Paris  (  i^"). 

1919.  BRILLOIIX    (M.),    professeur     au    Collège    de   France,    boulevard  Port-Royal,  3i,    à 

Paris  (i3«). 

1920.  BRILI.Ol'lS  (Léon),  agrégé  de  Physique,  rue  Boissonnade,   iB,  à  Paris  (lO'). 

191!).     BRICE,    président  de  la  Chambre  syndicale  des  constructeurs  en  ciment  armé,  place 

Paul- Verlaine,  3,  à  Paris  (i3°). 
1873.     BROCARD,    lieutenant-colonel  du   génie   territorial,    rue  des  Ducs-de-Bar,  75,  à  Bar- 

te-Duc.  S.  P. 
1920.     BROCIJK  (de),  square  de  Messine,  9.  à  Paris  (8°). 

1912.  BROWXE,  Grange  Mockler,  à 'Carrick-on-Suir  (comté  de  Tipperary,  Irlande). 

1920.     BRllVSCIIWICG,    membre    de    l'Institut,     professeur    à    la    Faculté    des    Lettres,    rue 

Scluflfer,  53,  à  Paris  (l'i''). 
1901.     BUIIL,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  des  Coffres,   11,  à  Toulouse. 
1891.     CAIIEV  (E.),  rue  Cortambert,  46,  ii  Paris  (i6'). 

1920.     CAHEN'  (Armand),  professeur  au  lycée  Charlemagne,  rue  Legendre,  i5i,à  Paris  (17'). 
1920.     CAMBEFORT,  professeur  au  lycée,  rue  de  Liège,  42,  à  Pau  (Basses-P\ rénées). 


_  4  — 

Date 

de 

l'admission. 

1917.     CANDÈZE,  lieutenant-colonel,  place  du  Square,  i3,  à  Aurillac  (Cantal). 

1885.     CARO\,  chef  honoraire  des  travaux  graphiques  à  la  Sorbonne,  rue  Claude-Bernard,  ~i, 

à  Paris  (5°). 
1892.     CAROMNET,  docteur  es  sciences  mathématiques,  avenue  INiel,  i5,  à  Paris  (17'). 
1919.     CARPENilER,  membre  de  llnstitut,  rue  Guynemer,  34,  à  Paris  (6'). 
l'J19.     CARUUS,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Michelel,  66,  à  Alger. 
1896.     CARTAX,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  avenue  de  Montespan,  /|,  au  Chesnay 

(Seine-et-Oise). 
1887.     CARVAliliO,    directeur  des  études  à  l'École  Polytechnique,    rue   Descartes,   21,   à   Paris 

(;>).  S.    P. 

1919.  CASABO\IVE,  professeur  au  lycée  Henry  IV,  rue  Censier,  26,  à  Paris  (5*). 

1920.  CAUSSE,  professeur  au   lycée,    rue  Saint-Antoine,   12,  à  Toulouse  (Haute-Garonne). 
1890.     CEDERCREITZ  (baronne  Nanny),  Unionsgatan,  4,  à  Helsiugfors  (Finlande). 

1919.     CERF,  chargé  de  cours  à  la  Faculté  des  Sciences,    rue  du  Nord,  à  Dijon  (Côte-d'Or). 

1911.     CHAIiORY,  professeur  au  lycée  Carnot,  38,  rue  de  Vaugirard,  à  Paris  (6*). 

1919.     CHAIVDON  (M'"'),  aide-astronome  à  l'Observatoire,   avenue  de  l'Observatoire,  à  Paris 

(i4»). 

1919.     CHAI'ELON,    maître    de   conférences   à  la    Faculté  des  Sciences  de  Lille,  répétiteur  à 
l'École  Polytechnique,  boulevard  Morland,  2,  à  Paris  (4''). 

1919.  CIIARBO.WIER,    ingénieur-général    d'artillerie    navale,    avenue    Oclave-Gréard,    3,    à 

Paris  (7«). 

1920.  CUARPY,  membre  de  l'Institut,  place  de  la  Poterie,  i3,  à  IMontluçon  (Allier). 
1896.     CilARVE,  doyen  honoraire  de  la  Faculté  des  Sciences,  villa   Gambie,  20,  rue  Va-à-la- 

Mer,  à  Marseille. 
1911.     CIIATEIiEi,  professeur  à  la  Faculté   des  Sciences,  rue  Caumartin,  78,  à  Lille  (Nord). 
1907.     CIIAZY,  profes>cur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Lille  (Nord). 
1920.     CIIERONiVEl',  ingénieur  aux  établissements  Gaumont,  rue  d'Uzès,   10,  à  Paris  (2*). 

1919.  Cim.OWSKY,  rue  du  Lunain,   i5,  à  Paris  (i4'). 

1913.  COBLVN,  capitaine  du  génie,  rue  des  Vignes,  34,  à  Paris  (16"). 

1920.  COISSART,  profes^eur  au  lycée  Voltaire,  avenue  Gambetta,   17,  à  Paris  (11°). 

1919.  COLM\,  professeur  au  lycée  Saint-Louis,  rue  (ieoffroy-Saint-Hilaire,  5i,  à  Paris  (5*). 

1920.  COMBET,  professeur  au  lycée  Louis-le-Grand,  rue  Lagarde,  5,  à  Paris  (5*). 

1920.  COMMLSSAIUE,  professeur  au   lycée  Charlemagne,  quai   des   Célestins,  2,  à  Paris  (4')- 

1915.  COiVSLAIVriNIIHÎS,  professeur  au  Gymnase  de  Phodos   (Grèce). 

1920.  COl'I'EL,  licencié  es  sciences,  avenue  d'Orléans,  109,  à  Paris  (i4°)- 

189G.  COSSERAi  (E.),  directeur  de  l'Observatoire,  à  Toulouse. 

1900.  COITON  (Emile),  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Grenoble.  S.  P. 

1919.  COIISIM,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Bordeaux  (Gironde). 

1914.  CRELIER,  professeur  à  l'Université  de  Berne,  à  Bienne  (Suisse). 

1904.     CURI'ISS,   professeur  à  l'Université  Northwestern,  Stermann  Avenue,  2023,  à  Evanston 
(Illinois,  États-Unis). 

1919.  DAIN,  ingénieur,  rue  Alphonse-de-Neuvillc,   17;  à  Paris  (17*). 

1920.  DAlVEMiE,  professeur  au  lycée  Louis-le-Grand,  à  Paris  (5*). 

1919.     DAN.IOY,  ingénieur  des  constructions  civiles,  rue  de  Villersexel,  9,  à  Paris  (7*). 
1919.      DARMOIS,  chargé  de  cours  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Nancy  (Meurthe-et-Moselle). 
1885.     DAirilEVIIil/E,  doyen  de  la  Faculté  des  Sciences,  cours  Gambetta,  27 /^/.r,  à  Montpellier. 
1919.     DAIJTRY,'  ingénieur  en  chof  à  la  Compagnie  des  chemins  de  fer  du  Nord,  rue  Jacob,  4, 
à  Paris  (6«). 


Uate 

de 

l'admission. 

1920.  DEDBON,  processeur  au  Prytanée  militaire,  à  La  Flèche  (Sarthe). 

1920.  DEFOI'RXKAIjX,  professeur  au  lycée  Condorcet,  rue  Damrémont,  72,  à  Paris  (iS'). 

1920.  DELAR[)E,  professeur  au  lycée  Charlemagne,  quai  de  Béthnne,  3o,  à  Paris  (4''). 

1901.  DBLASSIjS,    professeur    de    mécanique   rationnelle    à     la    Faculté    des    Sciences,   rue 

de  Brach,  92,   à    Bordeaux. 

189-5.  DELADNAV  (N.),  professeur  à  l'Institut  Empereur  Alexandre  II,  à  Kiew  (Russie). 

1920.  DEIiE\S,  professeur  au  lycée,  rue  de  Sainte-Adresse,  35,  Le  Havre  (Seine-Inférieure). 

1919.  DKLTIIElli,    maitre   de   conférences  à  la   Faculté  des  Sciences,  rue  Montaudran,  48,  à 

Toulouse   (Haute-Garonne). 

1913.  DELVMjLE    (L.),    ingénieur,  rue  de  Tournon,   i4,  à  Paris  (6'). 

1892.  DEllOCIilX  (Alph.),    professeur  à   l'Université,   rue  Joseph-Plateau,  10,  à   Gand   (Bel- 
gique). 

1905.  DE\JOY,  professeur  a  l'Utiiversité  Stationstraat,  12  bis,  h  Utrecht  (Hollande). 
1883.  DERIIYTS,  professeur  à  l'Université,  rue  Louvrex,  3-,  à  Liège  (Belgique). 
1894.  DKSILV'T,  docteur  es  sciences,  boulevard  Gouvion-Sainl-Gyr,  47»  à  Paris  (17"). 
1900.  DICKSTEIN,  Marszatkowska,  117,  à  Varsovie. 

1914.  DOXDEIl  (J.  de),  rue  Forestière,  11,  à  Bruxelles  (Belgique). 

1920.  DOLCKT,  K«r  Marguerite,  rue  Pornichet,  à  Saint-Nazaire  (Loire-Inférieure). 

1899.  DR4CII,  chargé   de   cours  à    la   Faculté  des   Sciences,   rue  Geoffroy-Saint-Hilaire,  53, 

à  Paris  (  5"  ) . 
1909.     DRIJRY,  bibliothécaire  de  l'Université,  University  Station,  Urbana  (  Illinois,  États-Unis  ). 
1920.     DICROT,  gérant  de  la  librairie  Gauthier-Villars  et  G". 
1920.     DlFOliR,  professeur  au  lycée  Louis-le-Grand,  rue  Monge,  21,  à  Paris  (5''). 
1907.     DllLAC,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  quai  des  Brotteaux,  4»  à  Lyon. 

1896.  DUMAS  (G.),   docteur  de  l'Université  de   Paris,  professeur  à  l'Université,  Cabrières, 

avenue  Mont-Charmant,  à  Béthusy-l.ausanne  (Suisse). 

1897.  DIMOXT,  [)rofesscur  au  lycée,  avenue  Bouvard,  6,  à  Annecy  (Haute-Savoie). 

1902       EKOROFF  (Dimitry),  professeur  à  l'Université,  Povarska'ya,  Borissogiebsky  per.,  n°  8, 
à  Moscou  (  Russie). 

1915.  ESCLA\(iO.\,  directeur  de  FObservatoire  de  Strasbourg  (Bas-Rhin). 

1912.     EISEIVIIARDT  (L.-P.),  professeur  à  l'Université  de   Princeton,    Alexander  Street,    22, 
à  Princeton  (New-Jersey,  États-Unis). 

1916.  ELCUS,  banquier,  rue  du  Colisée,  36,  à  Paris  (8").  S.  P. 

1919.  EMERY,  colonel  d'artillerie,    président   de   la   Commission  des  poudres  de  guerre  et 

de  la  Commission  d'expériences  de  Versailles,  rue  de  Rémusat,  28,  à  Paris  (iG"). 

1920.  ERRERA,  chaussée  de  Waterloo,  1089,  Uccle  (Relgique). 

1900.  ESTA\AVE,  docteur  es  scienciîs,  secrétaire  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Marseille. 
1907.     ETZEfj,  professeur  de  mathématiques  et  d'astronomie   au  collège  de  Saint-Thomas,  à 

Saint-Paul  (Minnesota,  É;tals-Unis). 
1896.      EIVICRTE,  ancien  élevé  de   l'École    Polytechnitpie,  ancien    capitaine   d'artillerie,    rue 

du  Pré-aux-Clercs,  18,  à  Paris  (7°). 
1888.     FARRY,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  traverse  Magnan  à  Mazargues,  h  Marseille 

(  Rouches-du-Rhône  ). 

1906.  FARAGGI,  professeur  au  lycée,  avenue  Mirabeau,  7,  à  Nice  (  Alpes-Maritimes). 

1904.      FATOU,  docteur  es  sciences,  astronome  adjoint  à  l'Observatoire,  boulevard  du    Mont- 
parnasse,  172,  il  Paris  (t4*). 

1891.  FAtQlEHBKRlUlE,  rue  de  Hong»,  i4.  à  Mont-dc-Marsan  (Landes). 

1892.  FEIIR   (  Ileni'i),  professeur  il  l'Université,  route  de  Florissant,  iio,  à  Genève  (  Suisse  ). 
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1920.  FKTTER,  général  commaiidanl  l'artillerie,  à  Strasbourg  (Bas-RIiin  ). 

1885.  l''liiIiI)S  ( J.),  |>rofesseur  à  l'Université,    Toronto  (Ontario,  Canada). 

1919.  FL4WAiVT,    agrégé  de  inatliémaliques,  rue  d'Ulm,  45,  à  Paris  {ri'). 

1920.  FLAVIE^,  professeur  au  lycée  Henri  IV,  rue  de  la  Glacière,  ii,  à  Paris  (i3"). 
1920.  FLEl'CIiOT,  professeur  au  lycée,  à  Dijon   (Côte  d'Or). 

1872.  FliYE  SAli\TK-M.4KIE,  clief  d'escadron  d'artillerie  en  retraite,  ancien  répétite\ir  à  l'École 
Polyleclinique,  place  Royer-Collard,  à  Vitry-le-François  (Marne). 

1897.  FO\Tlîl\li,  inspecteur  général  honoraire  de  l'Instruction  publique,  rue  Le  GofT,  7,  à 
Paris  (5"). 

1903.  FOUI)  (  Walïeu  H.),  professeur  de  raathemaliques  à  l'Université  de  Michigan,  à  Ann 
Arbor  (Michigan,  États-Unis). 

1919.  FOlUiEUON,  actuaire  de  la  Compagnie  le  Soleil,  rue  Maublan,  18.  à  Paris  (i5').     " 

1920.  FORT,  professeur  au  lycée  Louis-le-Grand,  rue  Rataud,  9,  à  Paris  (5*). 

1889.  FOliCHE,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  rue  Soulllot,  5,  à  Paris  (5'). 

1905.  FOlIlil',  professeur  à  l'Institut  catholique,  rue  Le  Verrier,  17,  à  Paris  (6*). 

1872.  FOIKET,  ancien  examinateur  d'admission  à  l'École  Polytechnique,  avenue  Carnot,4> 
a  Paris  (17").  S.  P. 

1903.     FUAISSE,  inspecteur  des  études  au  Prytanée,  à  La  Flèche  (Sartlie). 

1920.     FUA^CESCIIIIVI,  professeur  au  Prytanée  militaire,  La  Flèche  (Sarthe). 

1911.  FIJECIIET,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  2,  quai  Jacoulot,  Robertsau,  à  Stras- 
bourg (  Bas-Rhin  ). 

1911.      GAIiBitUX,  docteur  es  sciences,  avenue  Éniile-Deschanol,  l'j,  à  Paris  (7'). 

1900.  fiAMtEAMO  (Z.-G.  de),  correspondant  des  Académies  royales  des  Sciences  de  Madrid  et 
de  Lisbonne,  professeur  à  l'Université,  Galle  del  Coso,  gf),  à  Saragosse  (Espagne). 

1919.  GAMItlEB,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Rennes,  10,  rue  Oudinot,  à 
Paris  (  7°  ). 

1906.  GAUGAM   DE  MOAICEI'Z,     licencié   es   sciences,     rue   de   Villiers,    4^   «    I.evailois-Perret 

(Seine). 
1872.     (îAUlEli,  inspecteur  général  des  ponts  et  chaussées  en  retraite,  professeur  honoraire 

à  la  {''acuité  (le  Médecine,  rue  Édouard-Detaille,  6,  i\  Paris  (17°). 
1908.     GAUMEK,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Poitiers. 

1919.  GAU\IEK,  ingénieur  en  chef  d'artillerie  navale,  rue  Valentin-H  lùy,   10,  à  Paris  (i5'). 
1911.     fiAll,  doyen  et  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,   cours  Saint-André,  116,  ii  Gre- 
noble. 

1920.  (iAY,  professeur  au  lycée,  à  Grenoble  (Isère). 

1919.  CEAIIY    (R.-C.  ),    mailre    es    sciences    de    l'Université    nationale    d'Irlande,    rue    du 

Renard,  87,  à  Paris  (4')- 

1890.  CEBIIIA,  professeur  libre  à  l'Université,  à  Palerme  (Italie). 

1920.  CEliOltfilIliVE,  rue  de  lAbbé-de-rÉpoe,  6,  à  Paris  (5«). 
1906.     GÉRAIlDIiV,  quai  Claudc-le-Lorrain,  82,  à  IVancy. 

1897.     (îEUIlAlMS,  prolesseur  à  VVorcester  Collège,  Saint-John  slreet,  20,  à  O.xford  (Grande- 

Hretague). 
1920.      GEVREY,  chargé  de  cours  a  la  Faculté  des  Sciences,  à  Dijon  (Côte-d'Or). 
1913.     GIRAID,  maître  de  conférences  à  la   Faculté  des  Sciences   de  Clermond-Ferrand,  La 
Terrasse-Fontmaure,  à  Chamalicres  (Puy-de-Dôme). 
17.     GLOBA-MIKIIVII.EiVKO,  docteur  es  sciences,  avenue  des  Gobelins,  10  bis,  ii  Paris  (5"). 
13.     GODKAUX,  répétiteur  à  l'École  Militaire  de  Belgique,  avenue  de  l'Opale.  109,  à  Bruxelles 
(Belgique). 
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1903.     C!)I)BY,    ancifiu    élève    de    l'École    Polytechnique,    rue    du    Bois- de- Hoiilogae,  7,  à 

l'aris  (ifi"). 
1914.     COLOllBEFF  (W.),  agréf;é  de  l'Université,  rue  Stanislas,   i',,  à  Paris  (6°). 
1907.     GDT  (Th.),  docteur  es  sciences,  directeur  teclini((ue  delà  Maison  Niclausse,  rue  du 

Dragon,  3.  à  Paris  (6"). 
18S1.     GOUKSAT,  membre  de   l'Institut,   professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,   répétiteur  à 

I  licol e   Polyleclinique,  rue  de  Navarre,   11  bis,  à  Paris  (5').  S.  P. 
1920.     CItAMOM'  (de),  duc    de  Guiche,  docteur  es  sciences,  avenue  Heuri-Marlin,    |2  bis.  à 

Paris  (16'). 
1896.     6KÉVY,  professeur  au  lycée  Saint-Louis,  rue  Claude-Bernard,  71,3  Paris  (5«).    - 
1919.     GHOS,  ingénieur,  rue  Cambon,  87,  à  Paris  (i")- 

1899.  (ilADKT,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  de  l'Université,  G9,  a  Paris   (7*). 

1906.  CIKRBY,  professeur  au  collège   Stanislas,  rue  d'Assas,  5o,  a  Paris   (6").  S.  P. 

1919.  GUEIUIV,  administrateur  délégué  de  l'Électro-enlrcprise,  rue  de  la  Bienfaisance,  43, 
h  Paris  (8'). 

1900.  GtICllAUD    (C),    professeur    à     la    Faculté    des    Sciences,    rue    de  la  Fontaine,  19, 

à  Par-is  {16"). 

1907.  OlJlCIlAltl)  (L.),  professeur  de  mathématiques  au  collège  de  Barbezieux  (Charente). 

1919.  GlILI.AUiMK,    ingénieur  h  la  Compagnie  des  clieniins  de  fer  du  Nord,  à  Valenciennes 

(Nord). 

1920.  GlilTTOX,  professeur  au  lycée  Henri  IV,  rue  de  Bagneux,  ^1,  à  Sceaux  (Seine). 
1919.     IIAAG,   professeur  à   la  Faculté  des  Sciences  de  Clermont-Ferrand    (  Puy-de-DAme). 
1896.      IIADAMARI),    membre   de   l'Institut,    professeur    au    Collège   de    France   et   à   l'École 

Polytechnique,  rife  Ilumboldt,  y.5,  à  Paris  (i4').  S.  P. 

189.i.  IIALSTED  (G.-B.),  Colorado  State  Teachere  Collège,  à  Greeley  (Colorado,  États- 
Unis).  S.  P. 

19"20.      IIAMY,  astronome  à  l'Observatoire,  rue  de  Rennes,  108,  à  Paris  (6). 

1901.  irWCOCK,  professeur  à  l'Université  de  Cincinnati,  Aiiburn  Holel  (  Ohio,  États-Unis). 
1909.     IIAXSEM,    prival-docei't   à    l'Université,   Strandboulevarden,  66,  Copenhague  (Dane- 
mark). 

1872.  IIA'rOlV  DK  LA  GOlIPILLlÈltE,  membre  de  l'Institut,  inspecteur  général  des  mines,  direc- 
teur honoraire  de  l'École  des  Mines,  rue  de  Vaugirard,  56,  h  Paris  (6*).  S.  P. 

1905.  IIFJIIIICK,  professeur  à  l'Université,  Hicks  Avenue,  3o4,  à  Columbia  (Missouri, 
États-Unis). 

1919.     lIELBKOMVKIt,  docteur  es  scienses,  avenue  Kléber,  46,  à  Paris  (i6«). 

1892.     IIKIt)IA\N,  libraire-éditeur,  rue  de  la  Sorbonne,  8,  à  Paris  (5"). 

1911.     HIlUtlIOLTZ,  professeu!',  avenue  de  Belmont,  28,  à  Montreux  (Suisse). 

1911.      IIOIiMGKKM,  profc8S(!ur  à  l'Université  d'Upsa),  à  l'Observatoire,  à  Upsal  (Suède). 

1895.  IIOTT  (S.),  professeur  i»  l'École  S"-Croix  de  Neuilly,  boulevard  Pereire,  218  bis, 
à    Paris  (17').  S.   P. 

1918.  lll'BKIt  (M.),  sous-directeur  de  la  Statistique  générale  de  la  France  au  Ministère  du 
Travail  et   de  la  Prévoyance  sociale,  quai  d'Orsay.  97,  à  Paris  (7'). 

1880.  IIIMBEUT  (  G.  ),  membre  de  l'Institut,  ingénieur  en  chef  des  mines,  professeur  à  l'École 
Polytechnique,  rue  Bonaparte,  3o,  à  Paris  (6*). 

1918.  IlllMBRRr  (P.),  maître  de  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Montpellier 
(Hérault). 

1907.  lll'SSt).\,  professeur  a  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Isabey,  107  ùia,  à  Nancy  (Meurthe- 
et-Moselle). 
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1919.  HilOVItlI,  professeur  an  lycée  Carnot,  me  de  Vaujjirard,  225,  à  Paris  (iS"). 

1920.  ISCH-WALL,  ingénieur,  rue  de  l'Arcade,  23,  à  Paris  (8«). 

1896.     JACQUET  (E.),   professeur  au   lycée  Henri   IV,    rue    Notre-Dame-des-Champs,   76,  à 

Paris  (6"  ). 
1914.     JAGRR  (F.),  docteur  es  sciences  et  en  droit  à  Elvange,  près  Faulquemont  (Moselle). 

1919.  JANET  (M.),   maître  de  conférences  à  la  Faculté  des   Sciences,   rue  du  Lycée,  5,  à 

Grenoble  (  Isère). 

1920.  JAi\SSO\,  docteur  de  l'Université  d'Upsal,  rue  de  la  Sorbonne,   12,  à  Paris  (5'). 
1903.     JKIVSEiV  ( J.-L.-W.-V.),  ingénieur  en  chef   des  téléphones,    Amicisvej,    16,   à    Copen- 
hague V.  (Danemark). 

1872.  JOUl)Ai\,  membre  de  l'Institut,  professeur  honoraire  a  l'École  Polytechnique  et  au 
Collège  de  France,  rue  de  Varenne,  !\G,  à  Pai'is  (7'j     S.  P. 

1919.     JOIGUET,  ingénieur  en  chef  des  mines,  répétiteur  à  l'École   Polytechnique. 

1919.  JlILIA,  maître  de  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences,  boulevard  de  Courcelles,  22, 
à  Paris  (  17''  ). 

1919.     JllVET,  licencié  es  sciences,  avenue  du  l'^-Mars,  10,  à  Neuchâtel  (Suisse). 

1916.     KAMPÉ  M  FÉKIEr,  maître  de  conférence»  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Lille  (Nord). 

1913.     KAS^'Ell  (E.),  professeur  à  l'Université  Colurabia,  à  New-York  (  l^-tats-Unis). 

1913.     KIVELIOVirCII,  licencié  es  sciences,  rue  Laromiguière,  6,  à  Paris  (5'). 

1880.  KŒNIGS,  membre  de  l'Institut,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  du  Faubourg- 
Saint-Jacques,   77,  à  Paris  (i^')- 

1913.     KOSTITZIiV  (V.),  avenue  Villemin,  32,  à  Paris. 

1907.  KRVIiOFF,  ingénieur  des  mines,  professeur  d'analyse  à  l'École  supérieure  des  Mines 
de  Petrograd,  à  Ouezd-Radomysl,  Gitomirska  Chaussée,  Station  Nebylitza,  village 
Kolganovvka,  gouvernement  de  Kiew  (Russie). 

1919.  liABIlOlSSE,  professeur  au  lycée  Saint-Louis,  boulevard  Saint-Michel,  44t  "  Paris  (6*). 

1920.  LACAZE,  nouvelle  école  Sainle-GeQeviève,  rue  de  la  \  ieille-Église,  à  \  ersailles  (Seine- 

et-Oise). 
1920.      I-AGARDE.  astronome  à  l'Observatoire,  à  Paris  (14°). 
1920.     LAGORSSE,  professeur  au  Prytanée  militaire,  La  Flèche  (Sarthe). 
1906.     LAIiESCO,  professeur  à  l'Université,  str.  Seaune,   19,  à  Bucarest. 

1919.  LAMBERT,  astronome  adjoint  à  l'Observatoire,  boulevard  Arago,  99.  à  Paris  (i4"')- 
1893.  liA^('iEIil\,  astronome  adjoint  à  l'Observatoire,  rue  Boissonnade,  3,  à  Paris  (i4')' 
1919.      LAiVGEVl^l,  professeur  au  Collège  de  France,  rue  Larrey,  11,  à  Paris  (5*) 

1919.  LAPOINTE,  professeur  au  lycée  Saint-Louis,  rue  Sophie-Germain,  3,  Paris  (i^*). 
1896.     LAROZE,  ingénieur  des  télégraplies,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,    rue  Froide- 
vaux,  8,  à  Paris  (  l'i"). 

1920.  LAUBEUF,  rue  Fran^-ois-Ponsard,  Paris  (i6'). 

1896.     liEAII,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue   Montesquieu,  8,  à  Nancy  (  Meurthe- 
et-Moselle). 
1896.     LEBEli,  profes.seur  au  lycée,  rue  Pelletier-de-Chambrun,   12,  à  Dijon. 

1902.  LEBESGIJI';,  professeur  à   la   Faculté  des  Sciences    de  Paris,    rue  Saint-Sabin,  35  bis, 

à  Paris  (  1 1*). 

1903.  liEBEUF,    directeur    de     l'Observatoire,    professeur    d'astronomie     à    l'Université,    à 

Besançon. 
1919.      LEBLAi\C   (M.),    membre  di>   l'Institut,    ingénieur,   boulevard    de  Montmorency,  i,  à 

Paris  (16"  ). 
1919.     liEfiO.VI'E,  inspecteur  de  l'Académie  de  Paris,  boulevard  Saint-Germain,  78,  à  Paris  (6*). 
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1920.     LE  CORBEILLER.  ingéni.eur  des  télégraphes,  rue  de  Grenelle,  8i,  à  Paris  (7'=). 
1893.     LECORMJ.  membre  de   l'Institut,  inspecteur  général  des  mines,  professeur  à   l'École 
Polytechnique,  rue  Gay-Lussac,  3.  à  Paris  (5°). 

1919.  liEFEBVUR  (Ch.),  ingénieur  des  constructions  civiles,    boulevard  Haussmann,   157,  à 

Paris  (8'). 

1920.  LEKEliVUE,  directeur  de   l'enseignement  primaire  de  la   Seine,  Hôtel  de  Ville,  place 

Lobau,  à  Paris  (4°)- 

1918.  LEKSCIIl'TZ,  ingénieur  E.  G.  P.,  professeur  assistant  de  mathématiques  à  l'Université 

de  Kansas,  Missouri  St.  937,  à  Lawrence  (  Kansas,  Etats-Unis). 

1895.  LÉMKRAY  (B.-M),  professeur  libre  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Marseille,  villa  Veza, 
avenue  Meissonier,  à  Antibes  (Alpes-Maritimes). 

1920.  LEU\Elt,  professeur  au  lycée  de  Buzen  (Roumanie);  en  congé,  rue  Cujas,  20,  à 
P;iris(5«). 

1895.     liE  ROUX,  professeur  à  la   Faculté  des  Sciences,  rue  de  Châteaudun,  i3,  à  Rennes. 

1898.  1-E  ROY,  membre  de  l'Institut,  professeur  au  lycée  Saint-Louis,  rue  Cassette,  27,  à 
Paris  (6'). 

1920.      I.E  VAVASSEIR,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Corneille,  i25,  à  Lyon  (Rhône). 

1900.     LE VI  CIVli'A  (T.),  professeur  à  l'Université,  via  Altinate,   i4,  à  Padoue  (Italie). 

1907.     LESGOllItGlIES,  professeur  au  lycée  Henri  IV,  rue  Jean-Barl,  4,  j»  Paris  (6«). 

1909.     LÉVY  (Albert),  professeur  au  lycée  Saint-Louis,  rue  de  Rennes,  86,  à  Paris  (6*). 

1907.  LÉVY  (Paul),  ingénieur  des  mines,  répétiteur  d'analyse  à  l'École  Polytechnique, 
rue  Cliernoviz,  g,  à  Paris  (16').  S.  P. 

1920.     LIIERMIiTE,   professeur  au   lycée   Janson-de-Sailly,  rue  de   Lubeck,  32,  à  Paris  (16'). 

1898.     LINI)EL(lE(Ernst),  professeur  à  l'Université,  Sandvikskajen,  i5,  à  Helsingfors  (Finlande). 

1886.  LDUVILLE,  ingénieur  en  chef  des  poudres,  examinateur  des  élèves  à  l'École  Poly- 
technique, à  Maure  (  Ille-et-Vilaine). 

1919.  LOISEALl,    ingénieur  à  la  Compagnie  des  chemins  de  ferdu  Nord,  à  Cambrai  (Nord). 
1912.     LOVETT  (E.-O.),  Rice  Institute,  à  Houston  (Texas,  États-Unis). 

1902.  LlCAS-i;iRARDVILLE,  à  la  Manufacture  de  l'État,  à  Tonneins. 

1902.  LUCAS  DE  l'ESLOUAiV,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  avenue  Rapp,  4i,  à  Paris  (7'). 

■  1913.  LUSI\',  pi'ofesseur  adjoint  à  l'Université   de   Moscou  (Russie). 

1895.  MAILLET,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  examinateur  des  élèves  à  l'École 
Polytechnique,  rue  de  Fontenay,  11,  à  Boiirg-la-Reine  (Seine).  S.  P. 

1905.  MALUSkI,   proviseur  du  lycée  Lakanal,  rue  Houdan,  3,  à  Sceaux  (Seine). 
1919.  MARCIIUO,  professeur  au  lycée,  rue  Henri-René,  3,  à  Montpellier  (Hérault). 

1906.  MARCI'S,  agrégé  de  l'Université,  rue  Frédéric-Passy,  i5,  il  Neuilly  (Seine). 

1919.  MARIJOM,   inspecteur   génér:il    de    l'Instruction    publique,   avenue   Félix-Faure,   37,  à 

l'aris  (  i5'). 

1920.  MAUmiOV,  chef  de  bataillon  du  génie,  avenue  de  Sutfren,  164,  à  Paris  (7"). 

1919.  MAROfiER,  professeur  au  lycée  de  Marseille  (  Boiiches-du-Rliône  ). 

1904.  MAIIOTTE,  professeur  au  lycée  Charlemagne,  rue  de;  Reuilly,  35  bis,  h  Paris  (12*). 

188').  MAIITI\  (Ariemas),  Columbia  Street  i352,  N.  W.,  à  ^^ashington  D.  C.  (États-Unis). 

1920.  HAIIIY.  professeur  au  lycée  Henri-Poincaré,  à  Nancy  (Meurthe-et-Moselle). 
1920.  MASCART,  directeur  de  l'Observatoire  de  Lyon,  à  Saint-Genis-Laval  (Rhône). 
1919.  MASS((\  (M"'),  docteur  es  sciences,  rue  de  la  Tour,  i?.'\,  à  Paris  (16"). 

1919.  MATANOVirCH.  ingénieur  E.  C.  P.,  rue  Damrémont,  8,  a  Paris  (i8«). 

1920.  MAYER,  secrétaire  général  du  Bureau   d'Organisation   écononjique.  rue  de  Provence, 

à  Paris  (9). 
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1889.     MENDIZABAL  TAMBDIIEL  (de),   membre  de   la  Société   de  Géographie  de    Mexico,   calle 
de  Jésus,   i3,  à  Mexico  (Mexique).  S.  P. 

1884.  MEItCEUEAU,  licencié   es  sciences,  docteur  en    médecine,    rue   de    l'Université,  191, 

à  Paris  (7*).  S.  P. 
1919.     MÉRIËUX,  professeur  au  lycée  Condorcet,  rue  Caumartin,  à  Paris  (8°). 
1902.     MEItLIiV    (Emile),    charge    des  cours   d'astronomie    mathématique  et   de    géodésie   a 

l'Université,  rue  d'Ostende,  11,  à  Gand  (Belgique). 
1919.     MESiVAGEU,  membre  de  l'Institut,  professeur  à  l'Ecole  des  Ponts  et  Chaussées,  rue  de 

Rivoli,   182,  à  Paris  (4«).  S.   P. 
1919.      METRAL,   professeur  au  lycée  de  Brest  (Finistère). 

1904.  METZIiER,  professeur  à   l'Université,  à  Syracuse  (État  de  New-York). 

1919.  MEVER  (F.),  professeur   an  lycée  Rollin,  avenue  Trudaine,   16,  à  Paris  (9°). 

1909.     KIICIIEL    (Charles),   professeur  au   lycée  Saint-Lotiis,  rue  Sarrette,  i4,  à  Paris  (i4')- 
1893.      MICIIEIi  (François),  ingénieur  en  chef  des  services  électriques  de  la  Compagnie  du 
chemin  de  fer  du  Nord,  faubourg  Saint-Denis,  210,  à  Paris  (10"). 

1920.  i>IllillAUD,  professeur  au  collège  Chaptal,   boulevard  des  Batignolles,  /(S,  à  Paris   (S'). 
1920.     MINEUR,  professeur  au  lycée  Rollin,  avenue  Trudaine,  16,  à  Paris  (9°). 

1873.     WlTTAG-IiEKFLER,  professeur  à  l'Université,  à  Djursholm-Stockholm  (Suède). 

1907.     AlOiMEL,   maître  de  conférences   à    la    Faculté   des  Sciences,    répétiteur   d'analyse  à 

l'Ecole  Polytechnique,  boulevard  de  Vaugirard,  67,  à  Paris  (iS"). 
1898.     mONTESSUS    DE    RAI.LORE    (vicomte  Robert    de),    professeur   à    la    Faculté    libre   des 

Sciences,  boulevard  Bigo-Danel,   i5,  à  Lille  (INord). 

1911.  lUOORE  (Ch.-N.),  professeur  assistant  à  l'Université  de  Cincinnati  (  États-U«is  )- 
1920.     MORKL,  professeur  au  lycée,  rue  Nantaise,  10,  à  Rennes  (Ille-el-Vilaine). 
1920.      MOITIIO^,  professeur  au  lycée  Lakanal,  rue  Alphonse-Daudet,   i5,  a  Paris  (i4')- 
1920.      Ml]IR  (Thomas),  Elmosle  Sandown  Road,  Rondebasch  (  Sud-Africain  ). 

1919.  MUXART,   professeur  au  lycée  Monlaigue,  rue  Gay-Lussac,  68,  h  Paiis  (5'). 

1918.  XECULCÈA.  professeur  à  l'Université  de  Jassy  (Roumanie). 

1909.      NEOVIllS,  ancien   professeur  à   l'Université  d'Helsingfors,   Chr     Vinthersvei  3',  il  Co- 
penhague (Danemark). 

1920.  iVEPVEU,  professeur  au    lycée,  boulevard  de   la  Cité,  8,   à  Limoges   (  Haute- Vienne). 

1885.  MEUBERIi,  professeur  ii  l'Université,  rue  Scb-ssin,  6,  il  Liège  (  Belj;i(|ue) . 
1897.     iVICOLIdEîi,  professeur,  La  Châtaigneraie,  à  Saint-Clarens  (Vaud.  Suisse). 
1920.     iVlELSE\  (  Frederik  Lange),  rue  de  Ponthieu,  25,  à  Paris  (S*). 

1919.  I\ÔUI/IJNI)  (E),  professeur  à  l'Université  de  Lund  (Suède). 

1920.  OBRIOT,  professeur  au  lycée  Buffon,  boulevard  de  Port-Royal,  82,  à  Paris  (5«). 
1882.     OCAtiNE  (M.  u'),    inspecteur  général   des  ponts   et    chaussées,  professeur  à   l'École 

Polytechnique    et    à    l'Ecole    des    Ponts    et   Chaussées,    rue    La     Boëtie,    3o,    à 
Paris  (8°).  S.  P. 

1905.  OlIVET,  professeur  au  lycée  du  Parc,  ;i  Lyon  (Rhône). 

1873.     OVIDIO  (E.  n'),    sénateur,    professeur    à    l'Université,    via    Sebastiano    Valfré,    1^,  k 

Turin    (Italie). 
1920.      PAGES,  professeur  au  lycée  Saint-Louis,  à  Paris  (6'). 
1893.     l'AliVIjEVE,    membre  de  l'Institut,   professeur  à   la  Faculté  des  Sciences  et  à  l'École 

Polytechnique,  rue  Séguier,   18,  il  Paris  (6*). 

1912.  PAiNfiE  (de),  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  François  1",  32,  à  Paris  (8*). 

S.  P. 
1888.     l'APEliIEII,   professeur  au    lycée,  rue  Notre-Dame-de-Recouvrance,  29.  à  Orléans. 


—  Vi  — 

Date 

de 

l'admission 

1920.     PARENTY,  directeur  des  Manu  factures  de  l'État,  avenue  Malakoff,  ii,  à  Paris  (i6«). 

1919.  PARODl  (H.),  ingénieur  en  chef  à  la  Compagnie  des  chemins  de  fer  d'Orléans,  quai 

d'Orsay,  i4i,  à  Paris  (i5'). 
1917.     PASQUIRU  (uu),  professeur  à  l'Université,  rue  de  la  Côte,   io6*  ,  à  INeuchâtel  (Suisse). 
1881.      l'ELl.Ei,  professeur  à  la   Faculté  des  Sciences,  boulevard   Gergovia,  -7,   à  Clermont'- 

Ferraud. 
1914.     PERES,    chargé    de  cours    à    la    Faculté  des  Sciences,  rue  du  Maréchal -Pétain,    11,  à 

Strasbourg  (Bas-Rhin). 

1920.  PEROWET,  astronome  à  rOI)servatoire  de  Strasbourg  (Bas-Rhin). 

1881.     PEROTT  (Joseph),  Université  Clark,  à  Worcester  (Massachusetts,  États-Unis).   S.  P. 

1892.  PERRI\  (Élie),  professeur  de  mathématiques  à  l'École  J.-B.  Say,  rue  de  la  Conven- 
tion,  85,   il  Paris  (i5'). 

1896.      PETROVITCII,  professeur  à  l'Université,  Kasancié-Venac,  26.  à  Belgrade    (Serbie). 

1902.  PETROVITCH  (S.),  général  major,  professeur  ordinaire  à  l'Académie  d'artillerie 
Michel,  Sergevskaïa,  42,  log.  10,  à  Petrograde   (Russie). 

1887.  PEZZI)  (oEi,  ),  professeur  à  l'Université,  piaz/.a  San  Domenico  Maggiore,  9,  à  Naples 
{  Italie). 

1905.  PFEIFFER,    professeur   à    l'Université,    Szaoudl   Wladimirskaïa    45,    log    H.    à    Kiew 

(  Riissie  ). 
1879.     PICARD    (Emile),    secrétaire    perpétuel    de    l'Académie    des    Sciences,     membre    du 

Bureau  des  Longitudes,  professeur  à  la  l'"aculté  des  Sciences  et  à  l'École  Centrale 

des   Arts   et   Manufactures,  quai  Conti,  25,  à  Paris   (6°). 
1^)19.     Pir.ARr  (L.  ),  directeur  de  l'Observatoire  de  Bordeaux,  à  Floirac  (Gironde). 
1872.     PICQUET,  chef  de   bataillon  du  génie  en   retraite,   examinateur  des   élèves  a   l'École 

Polytechnique,  rue  Monsieur-le-Piince,  4»  ^  Paris  (6°). 
1920.     PIERRA,  directeur   de   la   Société   des   appareils  de   transmission   Haie    Shan,   rue  de 

Provence,  à  Paris  ((f). 

1913.  PODilAGlIlNE  (N.),  rue  Stanislas,  i4,  à  Paris  (6"). 

1920.  POMEY  (J.-B.),  ingénieur  en  chef  des  postes  et  télégraphes,  boulevard  Raspail,  120, 
à  Paris  ((y). 

1920.  POMEV  (Etienne),  professeur  à  l'École  de  Physique  et  de  Chimie,  bi)ule\ard  Saint- 
Marcel,  70,  à  Paris  (5'). 

1920.     POMEY  (Léon),  ingénieur  des  Manufactures  de  l'État,  rue  Rosa-Bon heur,  10,  à  Paris. 

1918.  POJIPElll,  professeur  à  l'Université  de  Bucarest  (  Roumanie  ). 

1920.      PO.\S,  professeur  au  lycéf,  avenue  Bouisson-Rertrand,  iï  Montpellier  (Hérault). 

1906.  Pi)l'flVU;i,   professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Jassy   (Roumanie). 

1894.     POTRON   (M.),  docteur  es  sciences,  nouvelle  école  Sainte-Geneviève,  rue  de  la  \'ieille- 

Eglise,  2,  à  Versailles  (  Seine-et-Oise  ). 
1920.     PORLVLIER,  professeur  au  lycée  Henri  IV,  à  Paris  (5). 

1914.  POWALO-SCIIWEIKOVVSKI,  licencie  es  sciences,  wie  Gazan,  5  hù,  ii  Paris  (14"). 

1919.  PRADEL,  professeur  au  lycée  Saint-Louis,  boulevard  Saint-Michel,. à  Paris  (6'). 
1919.     PREVOST,  ingénieur  civil  des  mines,  rue  Huysmans,  6,  à  Paris  (6"). 

1896.     QDIQUKT,   actuaire  de    la  Compagnie  la  Nationale,  boulevard    Saint-Germain.     2,  à 

Paris  (5«). 
1919.     RATEAU,  membre  de  l'Institut,  avenue  Elysée-Reclus,   10  bis,  à  Pai'is  (7"). 
1903.     BEMOINUOS,   professeur  d'analyse  supérieure  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Spyridion- 

Tricoupis,  54,  à  Athènes  (Grèce). 
1919.     KENAUO,  professeur  au  Lycée,  rue  Dacier,  7,  Angeis  (Maine-et-Loire). 
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1919.     RÉVRILLE,  répétiteur  à  l'Ecole  Polytechnique,  à  Saint-Tropez  (Var). 
1903.     mCllAUD,  docteur  es  sciences  mathématiques,  professeur  au  lycée,  rue  de  Strasbourg, 
100,  à  Châteauroux. 

1919.  RICHARD  (E.),  professeur  au   lycée    Michelet,  boulevard  Lefebvre,  45,  à  Paris   (lô"). 
1908.     RICHARD  U'ABOXCOURT  (de),  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  Nationale,  74, 

à  Lille. 

1920.  UIQOIER,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Malfilâtre,  i4,  à  Caen  (Calvados). 
1908.     RISSER,  actuaire  an   Ministère  du  Travail,  rue  Sédiilot,  5,  à  Paris  (7°). 

1919.  ROBKRT,  professeur  au  lycée  de  Montpellier  (Hérault). 

1916.     R0B!\SO\  (L.-B.),  22"d  streel  3o6E,  à  Baltimore  (Maryland,    Étals-Unis). 

1903.     ROCnii!,  agrégé  de  l'Uniiersité,  docteur  es  sciences,  rue  d'Assas,  76,  à  Paris  (6"). 

1896.  ROIIGIER,    professeur    au    Lycée    et    à    l'École    des    ingénieurs,   rue    Syivabelle,    84, 

à    Marseille. 
1906.      ROISIERS,    professeur    au    collège     Stanislas,    boulevard    du    Montparnasse,     6î,    à 
Paris  (i4«). 

1920.  ROLVER,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Jean-Rameau,  3,  à  Alger. 

1885.     RDY,  professeur  h  la  Faculté  des  Sciences,    rue  Kizac,  9,  à  Toulouse  (H'^-Garonne). 

1911.  RUDi\ICKI,  licencié  es  sciences,  avenue  Reille.  aS,  à  l'aris  (l'i'). 
1920.     SAIXTE  LAGllE,  professeur  au  lycée  Carnot,  rue  Barye,  12,  à  Paris  (7''). 

1919.      SAKELLAKION,  professeur  à  l'Université,  rue  Asklépion,  96,  à  Athènes  (Grèce). 

1900.  SALTYKOW,  professeur  à  l'Université,  a  Kharkow   (Russie).  S.  P. 

1919.  SARTRE,  aj-iégé  de  l'Université,  rue  d'Ulm,  45,  à  Paris  (5°). 

1897.  SCHOU  (Erik),  ingénieur,  Thorvaldsiiisi,   198,  a  Copenhague  (Danemark).  , 

1920.  SCHIH,    professeur  à   l'Académie    technique    de    Delft,   Frenckeiiolag,   La  Ha\e  (  Hol 

lande  ). 

1901.  SÉE  (Thom:is-J.-J.),  Observatory  Mare  Islaud  (Californie). 

1896.     SEGUIER  (J.-A.   dk),  docteur  es  sciences,  rue  du  Bac,  ii4,  à  Paris  (7»). 

1882.     SÉLIVANOFF  (Déinetrius),  professeur  à  l'Université,   Fontanka,  116,  log.   16,  ii  Pétro- 

grade  (  Russie).  S.  P. 
1920.     SERIiESCO,  professeur  au   lycée   de  Fupnn  (Roumanie);  en  congé,  boulevard    Saint- 

(ierniain,  4*>)  à  Paris  (5"). 
1920.      SERRIER,  professeur  au  lycée  Louis-le-C.rand,  rue  Bouchard,  38,  à  Paris  (i^'). 
1900.      SERVANT,  chargé  de  conférences  à  la  Sorbonne,  à  Bourg-la-Reiue  (Seine). 

1908.  SHAW  (J.-B.),  professeur  ii  l'Université,  Box   i43,   Uuiversity  Station,  Urbana  (Illi- 

nois, États-Unis). 
1919.      SIWOMIV,      astroMonie      à     l'Observatoire,     avenue     du    Parc-de-Montsouris,     3o,    à 
Paris  (i4')- 

1912.  SIRE,  professeur  à  la   Faculté  des  Sciences  de  Lyon  (Rhône). 

1916.     SOUIjA,  agrégé  de  l'Université,  rue  de  la  Bienfaisanee,  i,  iNimes  (Gard). 
1900.     SPARIIE  (comte  de),  doyen  d,e    la   Faculté    catholique    des    Sciences,  avenue    de    la 
Bibliothèque,  7,  à  Lyon.  S.  P. 

1909.  Sl'EISER   (Andréas),   membre    de    la    Société    mathématique    suisse,   privat-docent   à 

l'Université,  Stephansplan,  7,  à  Strasbourg  (Bas-Rhin  ). 
1912.     STECKER    (H. -F.),     professeur    de    mathématiques,    à    Pensylvania    State    Collège, 

Miles  St.  3o6  (Pensylvanie,  États-Unis). 
1918.     SrOILOW  (S.),   docteur   es   sciences,   maître   de  conférences  à   l'Université   de  Jassy 

(  Roumanie  ). 

1898.  STORHER,  professeur  il  rUuiversité,  Cort  Adelers  gadc,  12,  a  Christiania  (Norvège). 
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1904.  SUDItlA,  directeur  de  l'École  préparatoire  à  l'Ecole  supérieure  d'Électricité,  rue  de 
Staël,  26,  M  Paris  (i^'). 

1904.  SliiVDMA\,  professeur  a  l'Université,  Observatoire  astronomique,  à  Helsingfors 
(  Finlande). 

1913.  TAMAKKINE,  répétiteur  à  l'École  impériale  des  Ponts  et  Chaussées,  rue  Liteinaia,  45, 
App.  33,  à  Pétrograde  (Russie). 

1920.  TIIIRY,  chargé  de  cours  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  de  l'Université,  36,  à  Stras- 
bourg (Bas-Rhin  ). 

1919.     THOISY  (de),  ingénieur,  rue  Vineuse,  20,  à  Paris  (16'). 

1899.     TIIYBAIT,  professeur  au   lycée    Henri  IV,  boulevard   St-Germain,  5o,  h  Paris  (5"). 

1910.     TliMOCIIEMiO,  professeur  à  l'Institut  Empereur  Alexandre  H,  à  Kiew  (Russie). 

1913.      riXO  (O.),  via  Lagrange,  2,  à  Turin  (Italie). 

1919.     TISSIEK,  maître  de  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Alger. 

1912.  TOl'CIIARD,    ingénieur    des     Arts    et     Manufactures,    boulevard    Haussmann,    i5o,    à 

Paris   (8«). 

1910.  TKAYNAUD,  professeur  à   la   Faculté  des  Sciences    de  Besançon,   à   la  Violette,  Som- 

mières  (Gard).   S.  P. 
1872.     TKESCA,    ingénieur   en    chef  des    ponts   et   chaussées  eu  retraite,  rue  du  Général- 

Henrion-Berthier,  7,  à  Neuill y-sur-Seine  (Seine). 
189fi.     TKESSE,  professeur  au  lycée  Buffon,  rue  Mizon,  6,  à  Paris  (i5'). 

1919.  TUIMBACII,  ingénieur,  avenue  du  Roule,  97,  à  Neuilly  (Seine). 

1907.  TRIIMER  (H.),  sous-directeur  des  études  à  l'École  Centrale,  rue  Alphonse-de-Neu- 
ville,  17,  à  Paris  (17°). 

1920.  TROIISSKT,  aide  astronome  à  l'OI)servatoire  de  Floirac  (Gironde). 

1919.  TURMEL,  professeur  au  lycée  Saint-Louis,  boulevard  Saint-Michel,  à  Paris  (6°). 

1911.  TIRRIERIÎ,   docteur  es  sciences,  maitre  de  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences  de 

Montpellier  (Hérault). 

1920.  VACQIANT,  professeur  au  lycée  Janson-de-Sailly,    rue  de  Siam.  28,  à  Paris  (16°). 

1913.  VAMKOV,    docteur    es  sciences,    professeur  a    la  Faculté    des    Sciences,   allée    de    la 

Robertsau,  52,  à  Strasbourg  (Bas-Rhin). 
1893.     VAI.liliK  l'OUSSI\  (Gh.-J.   de   la),    membre   de   l'Académie  Royale    des    Sciences,    des 

Lettres    et    des   Beaux-Arts    de    Belgique,    professeur    à   l'Université,    avenue    des 

Alliés,    149,  à  Louvain  (Belgique). 
1904.     VAXI)EIRE\,  professeur  à  l'Ecole  militaire,  avenue  Macan,  16,  à  Bruxelles. 
1905-     VAN   VI.EdK,    professeur    de    mathématiques,   a    l'Université,    N.    Pincknay    St,    519, 

à   Madison     (  Wisconsin,  États-Unis). 
1920.     VAROPOUliOS,  docteur  es  sciences  de  l'Université  d'Athènes,  rue  d'Ulm,  45,  à  Paris  (5°). 

1897.  VASSIIiAS-VITALIS    (J.),    professeur    à    l'Ecole    militaire    supérieure,  rue    Epicure,    i3, 

à  Athènes  (  Grèce  ). 

1898.  VASSILIEF,  membre  du  Conseil  d'État,  Vassili  Ostrowligne  12,  m*    19,    à    Pétrograde 

(  Russie  ). 
1920.     VAI'liOT,  rue  Barbet-de-Jouy,  42,  à  Paris  (7-).  ' 

1920.     VAZII.ESCll,  avenue  Carnot,  5,  à  Paris  (17'). 

1913.     VEBI.KBi  (•>.),  professeur  à  l'Université  de  Princeton  (  États-Unis). 
1920.     VERIHEU,  professeur  au  lycée  Saint-Louis,  à  Paris  (6"). 
1920.     VERGVE,  rue  Aubert,  8,  ii  Paris  (9'). 
1901.     VESS  or,    professeur  à  la  Faculté   des  Sciences,   sous-direc'eur  de   l'École   Normale 

supérieure,  rue  d'Ulm,  45,  à  Paris  (5*). 
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VIEIliLEFOND,  professeur  au  lycée  Saint-Louis,  boulevard  Garibaldi,  45,  à  Paris  (i5').' 
VILLAT,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  du  Maréchal-Pétain,  ii.  Strasbourg 

I' Bas-Rhin). 
VIMEllX,  ajrrégé  de  mathématiques,  rue  d'Ulm,  45,  à  Paris  (5"). 
VINTE.IOLX,  professeur  au  lycée  Carnot,  rue  Cernuschi,  12,  à  Paris  (17°). 
VOGÏ.   professeur  à  la  Faculté    des   Sciences,    rue    du    Grand- Verger,   33,    à  Nancy 

(  Meurthe-et-Moselle). 
VOLTEItltA  (  Vito),  professeur  à   riiiiiversité,  via  in  Lucina,   17,  à  Rome. 
VIJIBERT,  éditeur,  boulevard  Saint-Germain,  63,  à  Paris  (5*). 
WAVRE,  licencié  es  sciences,  rue  Corneille,  5,  à  Paris  (6*). 
\VAI,CKEI\AEU,   inspecteur   général  eu  chef  des   mines,  boulevard   St-Germain,   218, 

a  Paris  (  7°  ). 
WËBEIt,  professeur  au  lycée  Buffon,  boulevard  Pasteur,  16,  à  Paris  (iS'). 
WEllili,  directeur  honoraire  du  collège  Chaptal,  boulevard  Delesserl,  23,  à  Paris  (i6*). 
WËIIiL,  professeur  au  lycée  Saint-Louis,  boulevard  Saint-Michel,  à  Paris  (6'). 
WILSO\    (E.-B.),  professeur    à   l'Institut  de  Technologie,  à   Boston    (Massachusetts, 

États-Unis). 
WINTEK,  avenue  d'Iéna,  66,  à  Paris  (16°). 
WOODS  (  F.-S.  ),  professeur    à    Flnstitut  de    Technologie,    à  Boston    (Massachusetts, 

États-Unis). 
WOKMS  DE  KO.VlILIiV,   inspecteur   général    des    mines,    en    retraite,    rue    du  Général- 

Langlois,  5,  à  Paris  (16"). 
XVVIEU-!iEO\,  directeur  de   la  Revue  de  Métaphy.u'r/ite  et  de  Morale,  rue  des  Mathu- 

rins,  39,  à  Paris  (8'). 
YOU\G  (W.-H.),  membre  de  la  Société  Royale  de  Londres,  professeur  à  l'Université 

de  Liverpool,  villa  Collonge,  La  Conversion,  à  Vaud   (Suisse). 
ZEllVOS,  prol'esseur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Sozopoleos,  88,  à  Athènes  (Grèce). 
ZIWET,    professeur  de   mathématiques  à  l'Université    Tappanavi,   6^f{,   à    Ann     Arbor 

(Micliigan,  Etats-Unis). 
ZOllErn,  professeur  de  mécanique  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Caen. 


Membres  décédés  en  1919  ou  1920  :  MM.  CILDAREKA,  KLOQUET,  LAISANT,  SAUVAGE,  ZEUTIIEN, 
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SOCIÉTAIRES    PERPÉTUELS    RECÉDÉS. 


BENOISr  —  IIIE\AYMÉ.  —  BISCUOFrSHEIM.  —  B0KCI1AI5DT.  —  DOtltLET.  —  CA^ET.  — 
CHASLES.  -  C(,AUDE-LAFO\TAWE.  —  GAliTHIEU-VlLLAIlS.  -  IIAI,('HE\.  —  HERMITE. 
HIRSr.  —  LAFO\  DE  LADÉBAT.  —  LÉAUTÉ.  —  MA\NHEIM.  —  PEURIN  (R).  — 
POlXCAIti;.  —  DE  POLICXAC.  —  RAFFY.  —  SÏLOW.  —  TANXERY  (PAIL).  — 
TCHEBICIIEF.  —  VIEtJ.ARD. 


LISTE 


PRÉSIDENTS  DE  LA   SOCIÉTÉ  MATIIÉMATIQIE  DE  FRANCE 


DEPUIS      SA      FONDATION. 


MM. 


1873 

CHASLES. 

1874 

LAFO\  DE  LADÉBAT. 

1H75 

BIENAVMÉ. 

1876 

DE  \.\  liOlRIVERIË. 

1877 

MA\.\IIEIM. 

1878 

DARBOUX. 

1879 

0.  ROX\ET. 

1880 

JORDAN. 

1881 

LAGUERRE. 

1882 

HALPHEN. 

1883 

ROICHÉ. 

1884 

PICARD. 

1885 

APPELI,. 

1886 

POINCARÉ. 

1887 

FOIRET. 

1888 

LAISAXT. 

1889 

AXDRÉ  (D.). 

1890 

HATO\  DE  LA  GOliPILLlÈRE 

1891 

CnLLIG\0\. 

1892 

VICAIRE. 

1893 

HlMRERi. 

1894 

PIC(]IET. 

1895 

GOIRSAT 

1896 

KŒNIGS 

m]. 


1897 

PICARD. 

1898 

LECORKU. 

1899 

GIYOIJ. 

1900 

I'0I\CARÉ. 

1901 

D'itCAGNE. 

1902 

RAFFY. 

1903 

PAINLEVÉ. 

1904 

CARVALLO. 

1905 

BOREL. 

1906 

IIADAIHARD. 

1907 

BLUTEL. 

1908 

PERRIN  (K.). 

1909 

BIOCME. 

1910 

BitICARD. 

1911 

LEVY  (L.). 

1912 

AKDOYER. 

1913 

COSSERAT  (  F.  ) 

1914 

YESSIDT. 

1915 

CARTAN. 

1916 

FOIICHÉ. 

1917 

GlICIIABD. 

1918 

MAILLET. 

1919 

LEBESGUE. 

19-^0 

DRACH. 
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Liste  des  Sociétés  scientifiques  et  des  Recueils  périodiques  avec  lesquels 
la  Société  mathématique  de  France  échange  son  Bulletin. 


Amsterdam . 
Amsterdam. 
Amsterdam . 

Bâle 

Baltimore.  . 

Berlin 

Berlin...... 

Berlin 

Bologne. . . . 
Bordeaux.. . 
Bruxelles.  .  . 

Bruxelles. . . 
Calcutta. . . . 
Cambridge  . 
Christiania. 
Coïmbre.  . . 

Copenhague 
Copenhague 

Cracovie..  .  . 

Deift 

Edimbourg. 
Edimbourg. 

Gand 

Gôtlingen .  . 

Halifax 

Hambourg. . 

Harlem 

Helsingfors. 

Kansas 

Kasan 

K.harkow  .  .  . 
Kharkow  .  .  . 

Leip/.ig 

Leipzig 

Leipzig 

Liège 

Livourne . . . 
Londres.  .  .  . 
Londres.  . .  . 


Académie  Koyale  des  Sciences  d'Amsterdam. 

Société  mathématique  d'Amsterdam. 

Revue  semestrielle  des  publications  mathémn- 

tiques. 
Naturforschende  Gesellschaft. 
American  Journal  oj  MachemaCics. 
Académie  des  Sciences  de  Berlin. 
Jahrbuch  ilber  die  Fortschritte  der  Mothe- 

niatih. 
Journal  fi'tr  die  reine  nnd  angewandte  ]\]a- 

theniatik. 
Académie   des  Sciences    de  Bologne. 
Société  des  Sciences  physiques  et  naturelles. 
Académie  Royale  des  Sciences,  des  Lettres  et 

des  Beaux-Arts  de  Belgique. 
Société  scientilique  de  Bruxelles. 
Calcutta  mathematical  Society. 
Cambridge  philo.sophical  Society. 
Archiv  for  Mathematih  og  Naturvidenskab. 
Annaes   scient! Jîcos  da  Academia  Polytech- 

nica  do  Porto. 
IV y t  Tidsskrift  for  MathematU. 
Det   Kongelige  danske    videnskabernes   sels- 

kabs  Skrifter. 
Académie  des  Sciences  de  Cracovie. 
Académie  technique. 
Société  Royale  d'Edimbourg. 
Société  mathématique  d'Edimbourg. 
!}f(it/iesis. 

Société    Royale   des  Sciences  de  Gôtlingen. 
Nova  Scotiau  Institute  ol"  Science. 
Société  mathématique  de  Hambourg. 
Société  hollandaise  des  Sciences. 
Société  des  Sciences  de  Finlande. 
Université  de  Kansas. 
Société  physico-mathématique. 
Annales  de  l'Université. 
Société  mathématique  de  Kharkow. 
Société  Royale  des  Sciences  de  Saxe. 
Slathenialisc/ie  Anna/en. 
Archiv  der  Mallicmatik  nnd  Physik. 
Société  Royale  des  Sciences. 
Periodico  di  MaCematica. 
Société  astronomi()ue  de  Londres. 
Société  matiicniatique  de  Londres. 


Pays-Bas. 
Pays-Bas. 

Pays-Bas. 

Suisse. 
États-Unis. 
Allemagne. 

Allemagne. 

Allemagne. 
Italie. 
France. 

Belgique. 

Belgique. 

Inde  anglaise. 

Grande-Bretagne. 

Norvège. 

Portugal. 
Danemark. 

Danemark. 

Autriche. 

Pays-Bas. 

Grande-hrelagne. 

Grande-Bretagne. 

Belgi<iue. 

Allemajjne. 

IN  "«-Ecosse  (Canada) 

Allemagne. 

Hollande. 

j'inlande. 

États-Unis. 

Russie. 

Russie. 

Russie. 

Allemagne. 

Allemagne. 

Allemagne. 

Belgique. 

Italie. 

Grande-Bretagne. 

Grande-Bretagne. 


Londres 

Liixeinboui'f;. 
Marseilif.  .  .  . 

Mexico 

Milan 


Moscou. 
Munich. 
Naples. 


New-Haveii . 
New- York  . 
Odessa.  . . . 
Palerme.  .  . 

Paris 

Paris 


Paris 

Paris 

Paris 

Paris 

Paris 

Pétrograde 

Pise 

Pise 

Pise 

Prague 

Prague 

Prague 

Princeton 

Rennes 

Home 

Rome 

Rome 

Sophia 

Stockholm 

Stockholm 

Stockholm 

Tokyo  

Toulouse 

Turin 

Upsî.1 

Varsovie 

Venise 

Vienne 

Vienne 

Washington 

Zagreb  (  A  grain  ). 
Zurich 


Société  Royale  de  l'-ondres. 

Institut  grand  ducal  de  Luxembourg. 

À niiales  de  la  Faculté  des  Sciences. 

Sociedad  cienlifica  Antonio  Alztile. 

Institut     Royal     lombard    des     Sciences   et 

Lettres. 
Société  ruatlu^niatique  de  Moscou. 
Académie  des  Sciences  de  Munich. 
Académie  Roy.ile  des  Sciences   physiques  et 

mathématiques  de  Naples. 
Acadéni  ie  des  Sciences  et  Arts  du  Connecticu  t. 
American  niathematical  Society. 
Société  des  naturalistes  de  la  Nouvelle-Russie. 
Rendiconti  del  Circolo  matematico. 
Académie  des  Sciences  de  Paris. 
Association  française  pour  ravaneemenl  des 

Sciences. 
Société  philonialhiqiie  de  Paris. 
liuUelin     des  Sciences    mathéntatiqnes. 
lourntil  de  l'Ecole  Polxtechnique. 
Institut  des  Actuaires  français. 
Inlermcdiaii  c  des  Mathématiciens. 
Académie  Impériale  des  .Sciences, 
bicole   l'ioyale  Normale  supérieure  de  Pise. 
Université  Royale  de  Pise. 
//  Ntiovo  Cimento. 
Académie  des  Sciences  de  Rohème. 
Jednota  ceskych  mathematicu  a  fysiku  . 
Société  niatliemaliqne  de  Bohème'. 
Ànnals  oj  Malhenialics. 
Travaux  de  VUniversité. 
Académie  Royale  des  l.incei. 
Societa  ilaliana  délie  Seien/.e. 
Socielii  per  il  progresso  délie  Scien/.e. 
Annuaire  de  r Université  de  Sophia. 
Acta  mathenuitica. 
Archiv  for  Muthemaiik. 
Ihhholheca  mathenuitica. 
Mathematico-physical  Society. 
Annales  de  la  Faculté  des  Sciences. 
Académie  des  Sciences. 
Société  Koyale  des  Sciences  <riJ|)sal. 
Prace  Matematyczno  Fizycznc. 
Institut  Royal  des  Sciences,  Lellre-s  et  Arts. 
Xeadémie  Impériale  des  Sciences  de  Vienne. 
Monittshefte  fiir  Mathematik  nnd  Physik. 
National  Academy  of  Sciences. 
AcadeniieSud-SlavedesSciences et  Beaux- Arts 
Naturforschende  («esellschaft. 


Grande-Bietagne. 
Luxembourg. 
France. 
Mexique. 

Italie. 
Russie. 
Bavière. 

Italie. 
États-Unis. 
Etats-Unis. 

Russie. 

Italie. 

I''rance. 

France. 
I'"rance. 
France . 
l'rance. 
I''rance. 
France . 
Russie. 

Italie. 

Italie. 

Italie. 

Tchéco-Slovaquie. 

iN'ew-Jersey,  Kinis-Uiils. 

l'"rance . 

Italie. 

Italie. 

Italie. 

Bulgarie. 

Suède. 

Suède. 

Suède. 

Japon. 

France. 

Italie. 

Suède. 

Pologne. 

Italie. 

Autriche. 

Autriche. 

États-Unis. 

Yougo-Slavie. 

Suisse. 


S.  M. 


Cont/)les  rendus. 
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COMPTES  RENDUS  DES   SÉANCES. 


SÉANCE    DU    14   JANVIER    19^20. 

PRÉSIDENCE    DK    M.    LEBESGUE. 

La  Société,  réunie  en  Assemblée  générale,  procède  au  renouvelle- 
ment de  son  Bureau  et  d'une  paitie  du  Conseil. 

Elle  adopte  la  motion  suivante  :  «  La  Société  mathématique  de 
France,  considérant  que  les  relations  avec  ceux  de  ses  membres  qui 
appartiennent  aux.  nations  ennemies  ont  été  suspendues,  décide  que 
ces  relations  ne  pourront  être  reprises  qu'à  la  suite  d'une  demande 
formelle  des  membres  visés,  demande  qui,  après  examen,  sera  soumise 
au  vote  du  Conseil.  » 

Sont  élus  à  l'unanimité  membres  de  la  Société  :  MM.  M.  Marty,  pré- 
senté par  MM.  Borel  et  Lebesgue;  L.  Fort,  présenté  par  MM.  Muxart 
et  Mon  tel;  Pareniy,  présenté  par  MM.  Hadamard  et  Lebesgue; 
Gliarpj,  présenté  par  MM.  Hadamard  et  Lebesgue;  Delens,  présenté 
par  MM.  Cartan  et  Lebesgue;  M.  Gevre}',  présenté  par  MM.  Le- 
besgue et  Picard;  Sainte-Lagur,  présenté  par  MM.  Borel  et  Lebesgue; 
Nepveu,  présenté  par  MM.  Guicliard  et  Lebesgue;  P.  Mineur,  pré- 
senté par  MM.  Lebesgue  et  Monlel;  G.  Cambefort.  présenté  par 
MM.  Lebesgue  et  Montel;  Lagarde,  présenté  par  MM.  Fatou  et  Le- 
besgue; Mascart,  présenté  par  MM.  Drach  et  Lebesgue;  Bouyer, 
présenté  par  MM.  Cotton  et  Lebesgue;  R.  Boncenne,  présenté  par 
MM.  Fouciié  et  Lebesgue;  Cli.  Bicpiier,  présenté  par  MM.  Appell  et 
Lebesgue;  B.  Le  Vavasseur,  présenté  par  MM.  Lebesgue  et  \essiot; 
G.  Milhaud,  présenté  par  MM  Lebesgue  et  Montel;  F.  Combel, 
présenté  par  MM.  Bioclie  et  Lesgourgues;  Coissard,  présenté  par 
MM.  Guicliard  et  Vessiot  ;  J.  Lhermitle,  présenté  par  MM.  Fatou  et 
Lebesgue;  IL  Vergue,  présenté  par  MM.  Appell  et  Picard;  L.  l'omey, 
préscQlé  par  MM.  Bricard  et  ILidamard;  G.  Dufour,  présenté  par 
MM.  Bioclie  et  Lebesgue;  L.  Brunscliw  icg,  présenté  par  MM.  Hada- 
mard et  Lebesgue;  E.  Serrier,  présenté  par  MM.  Bioche  et  Lesgourgues  ; 
Baudet,  [)résenté  pai-  MM.  Barrau  et  Bioche;  Schuh,  présenté  par 
MM.  Barrau  et  Bioche;  B.  Thiry,  présenté  par  MM.  Antoine  et  Villat; 
Vaulot,  présenté  par  MM.  d'Ocagne,et  Lebesgue;   F.  Blocli,  présenté 
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par  MM.  Langevin  et  Montel;  Branlut,  présenté  par  MM.  Char- 
bonnier el  Lebesgue;  Delarue,  présenté  par  MM.  Grévy  et  Les- 
gourgiies;  Albo,  présenté  par  MM.  Labrousse  et  Lebesgue;  P.  Âubert, 
présenté  par  MM.  Bioche  et  Lebesgue;  Vintéjoux,  présenté  par 
MM.  Cartan  et  Leau;  G.  Arvengas,  présenté  par  MM.  Bouligand  et 
Montel;  E.  Pomey.  présenté  par  MM.  Bricard  etHadainard;  J.-B. 
Pomey,  présenté  par  MM.  Bricard  et  Hadamard;  Lacaze,  présenté 
par  MM.  Boulanger  et  Fouet;  Ducrot,  présenté  par  MM.  Maluski 
et  Montel  ;  Le  Corbeiller,  présenté  par  MM.  Hadamard  et  J.-B.  Pomev  ; 
de  Broglie,  présenté  par  MM.  Lebesgue  el  de  Pange;  A.  Lerner, 
présenté  par  MM.  Lebesgue  et  Montel. 

Réunie  en  Assemblée  générale  e\lraordinaire,  la  Société  adopte  les 
conclurions  du  rapport  sur  les  modifications  aux  Statuts,  présentées 
par  une  Commission  de  sept  de  ses  membres  ('),  nommés  par  le  Con- 
seil d'administration.  Ces  conclusions  seront  soumises  à  l'approba- 
tion du  Conseil  d'Etat. 


SÉANGIi    DU    28    JANVIER    19-20. 

l'UKSlDRNCK    1)K    M.     DUACH. 

Elections  : 

Sont  élus  à  liinaiiiniiié  membies  de  la  Société:  MM.  A.  Bernlieim, 
présenté  par  MM.  Lebesgue  et  Tlivbaut;  Cheronnet,  présenté  par 
MM.  Dain  el  Dautry;  Pierra,  présenté  par  MM.  Daiii  et  Dautry; 
Mayer,  présenté  par  MVL  Dain  et  Dautry;  Vacquant,  présenté  par 
MAL  Boulanger  et  Maillet;  Weber,  présenté  pir  MM.  Lebel  et 
Lebesgue;  Lefebvre.  présenté  par  MM.  Bioclie  et  Painlevé;  Fleuchot, 
présenté  par  MM.  Cerf  et  Lebesgue;  Léon  Brillouin,  présenté  par 
MM.  Marcel  Brillouin  et  Langevin;  Jansson,  présenté  p;ir  MM.  Hada- 
mard et  Lebesgue;  Coppel,  présenté  par  M\L  Hadamard  et  Lebesgue  ; 
Danelle,  présenté  |)ar  MM.  Bioclie  et  Combet;  Abelin,  présenté  par 
MM.  Dracli  et  Lebesgue;  Pons,  présenté  par  MM.  F^ebesgue  et  Mar- 
chand; H.  (lommissaire,  piésenté  par  MM.  Lebesgue  et  \essiot; 
L.  Boy.  présenté  par  MM.  Blutel  el  Boulanger  ;  Guillon,  présenté  par 
MM.  .Iac(|uet  et  Leb'esgue;  Causse,  présenté  par  MM.  Blutel  et  Le- 
besgue:   Xavier-Léon,    présenté    par    M.\L     ILuldniard    et    Winter; 

(')   MM.  Andoyer.  \uii<  .  Itoulanger,  (Jlalien,  Drach,  F.cbesgue,  Vessiol. 
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A.  Cahen,  présenté  par  MM.  Hadamard  et  Lebesgue;  G.  Obriot, 
présenté  par  MM.  Lebesgue  et  Leconte;  Portaiier,  présenté  par 
MM.  Casabonne  et  Thybaut;  Peronnet,  présenté  par  MM.  Âppell  et 
Esclangon;  Marmion,  pré-enté  par  MM.  Barré  et  Hadamard;  Aiiterle, 
présenté  par  MM.  Galbrun  et  Montel;  Laubeuf,  présenté  par 
MM.  Drach  el  Hadamard. 

Communication  : 

M.  Falou  :  Sur  les  propriétés  d'une  classe  de  fonctions  uniformes 
analogues  aux  fonctions  fuchsiennes. 

La  substitution  rationnelle  Si=  Ri-^),  ayant  un  point  double  dont 
le  multiplicateurs  est  compris,  en  module,  entre  zéro  et  un,  l'équa- 
tion fonctionnelle  de  Schroder 

/[R(^)]  =  ./(^) 

admet  une  solution  holomorphe  et  uniforme  dans  le  domaine  du 
point  double.  L'étude  de  cette  fonction  au  voisinage  des  points  fron- 
tières de  son  domaine  d'existence  conduit  à  des  propriétés  curieuses, 
entièrement  différentes  de  celles  que  possèdent  les  fonctions  déjà 
connues  ayant  des  ensembles  parfaits  de  points  singuliers. 

f  {z)  est  un  invariant  relatif  d'un  certain  groupe  discontinu  de  subs- 
titutions algébriques;  les  invariants  absolus  de  ce  même  groupe,  ne 
prenant  qu'un  nombre  fini  de  fois  chaque  valeur  dans  un  domaine 
fondamental,  s'obliennent  en  posant 

\{z)  =  ^\\ogf{z)l 

en  désignant  par  <|i(//)  une  fonction  elliptique  de  périodes  2<7r  et  logs. 
Les  fonctions  \{z)  ainsi  obtenues  ont  une  infinité  dénonibrable  de 
points  singuliers  essentiels  isolés  qui  sont  les  zéros  dey(::).  Les  fonc- 
tions inverses  z(l)  n'ont  comme  singularités  qu'un  nombre  fini  de 
points  critiques  algébriques;  dans  certains  cas  particuliers,  ce  nombre 
peut  être  égal  à  3;  la  fonction  I(^)  offre  alors  de  1res  grandes  ana- 
loiries  avec  les  fonctions  de  Schwarz. 


SKANCE     OU     11     FEVRIER     1920. 

l'RlîSIDE.NCK    Dlî    M.     DRACU  . 

élections  : 

Sont  élus  à  l'unanimité  membres  de  la  Société  :  MM.  Moullion  pré- 
senté  par  MM.   L>iConte  et   Maluski;    A.    Vieillefond,    présenté    par 
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MM.  Lebesgue  et  Montel;  de  Gramont  de  Guiclie,  présenté  par 
MM.  Appell  el  Picard;  Defourneaux,  présenté  par  MM.  Appell  et 
Lebesgue;  F.-L.  Nielsen,  présenté  par  MM.  Borel  et  Stromer. 

Conférence  de  M.  Langevin  sur  la  théorie  de  la  relativité  ('). 

C om munical ion  : 

M.  Drach  :  Sur  les  formes  quadratiques  de  différentielies  et  les 
surfaces  de  translation. 

Soii  dS'^z=i'L,..s(irsf^^rdjc.;  une  forme  quadratique  de  difTérentielles 
à  n  variables  .a?,,  .  .  .,  .37„  ;  il  existe  un  synabole  de  variation  ô  bien 
déterminé  portant  à  la  fois  sur  les  x  et  sur  les  dx,  et  permutable 
avec  le  symbole  d  quels  que  soient  les  dxi  et  les  èxj,  qui  n'altère  pas 
la  forme  quadratique  d'è'^.  Celle  variation  o  est  définie  par  les  équa- 
tions 

8  dXi  -+-    ^  A  rs,i  dXr  ^3C ^  =  O, 

A;.,,,=  2^a,.,jAy.,  =  rfj, 

I  / da,-j        àa^j        àars\       f^^l 
'■''•'        x  \  ôx.;         dXi-         ôxj  j       Vj\ 

où    A,  ,    est    l'élément    - ,   A  désignant   le  discriminant   de   la 

A  ihiji 

forme. 

Au  point  de  vue  géométrique,  les  quatre  points  x,  x  +  dx^  x  -h  oj?, 
X -\- dx -^  ox -\- h  dx  forment,  dans  l'espace  E„  qui  a  pour  carré  de 
l'élément  linéaire  ^S^,  un  quadrilatère  dont  les  côtés  opposés  sont 
égaux. 

Si  Ion  considère  les  équations 

à''-Xi       •^  .         ()x..  t)xs  ,  . 

elles  définissent  des  variétés  à  deux  dimensions  entièrement  déter- 
minées par  deux  courbes  arbitraires  qui  se  coupent  :  ^  := /,|,  ôrr^^; 
les  courbes  /  =r  coiist.,  0  =  consl.  partagent  ces  variétés  en  quadrila- 


(  '  )  La  conférence   de  M.  Langevin.  ctanl  parvenue  trop  lard,  ne  pourra  être 
insérée  que  dans  les  Comptes  rendus  de  192 1. 
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lères  à  côtés  opposés  égaux.  L'ensemble  de  ces  variétés  est  lié  de 
manière  invariante  au  dS^  de  l'espace,  comme  l'ensemble  des  géodé- 
siques.  Pour  l'espace  euclidien,  elles  se  réduisent  aux  surfaces  de 
translation  et  les  quadrilatères  à  côtés  opposés  égaux  sont  des  paral- 
lélogrammes; on  les  désignera  sous  le  nom  de  si/ f  faces  de  translation 
de'E„. 

Analytiquemenl,  la  variation  ô  appliquée  à  une  forme  linéaire  inva- 
riante ¥  z='!^\iOXi  donne  une  forme  bilinéaire  invariante  oF;  appli- 
quée à  une  forme  m-linéaire  invariante,  elle  donne  une  forme  (m  -H  i  )- 
linéaire  invariante,  etc. 

Des  remarques  éf|uivalentes  au  point  de  vue  du  calcul  ont  été  faites 
par  Christofïel;  développées  systématiquement,  mais  sans  l'introduc- 
tion de  la  variation  ô,  elles  constituent  le  calcul  différentiel  absolu  de 
Ricci  dont  M.  T.  Levi-Givita  a  montré  les  avantages.  Les  résultats 
précédents  font  partie  d'un  Mémoire  adressé  à  l'Institut  en  1899,  dont 
un  résumé  seul  a  paru  [ISotice sur  mes  tra\-aux  scientifiques,  Privât, 
Toulouse  1909]. 

Ils  prennent  une  importance  nouvelle  du  fait  des  études  récentes 
sur  la  Relativité  :  on  voit  en  effet  que  dans  un  espace  E„  quelconque, 
n'admettant  pas  de  transformation  en  lui-même,  c'est-à-dire  ne  per- 
mettant pas  le  mouvement  des  figures,  des  déplacements  sont  possibles 
pour  des  corps  infiniment  petits  en  négligeant  seulement  des  défor- 
mations  d'ordre   supérieur.  On    peut  choisir,  à  partir  d'un    point  .r, 

n  éléments  différentiels  diX,  d-^x dnX  formant   un   /î-èdre   et 

ensuite  la  direction  àx  de  la  translation  infiniment  petite. 

Si  l'on  se  reporte  à  l'espace  ordinaire,  l'ensemble  des  surfaces  de 
translation  est  attaché  de  manière  invariante  à  l'élément  linéaire 

dx-  -+-  dy-  -t-  dz-. 

On  est  ainsi  conduit  à  étudier  de  près  la  relation,  au  voisinage  d'un 
points  entre  une  surface  quelconque  et  les  surfaces  de  translation. 
J'ai  reconnu  que  l'on  peut  remplacer  une  surface  quelconque,  pai-  une 
surface  de  translation,  de  deux  manières  différentes,  en  négligeant 
seulement  des  infiniment  petits  du  cinquième  ordre.  Les  relations 
établies  par  là  entre  une  surface  quelconque  et  les  deux  surfaces  de 
translation  sont  relatives  à  des  propriétés  très  cachées  des  surfaces. 
On  sait  d'ailleurs  que  les  surfaces  de  translation  sont  définies  par  deux 
équations  aux  dérivées  partitîlles  du  cinquième  ordre. 
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SKANCE    DU    25    FÉVRII-R    1920. 

l'IlKSIDICNCIÎ    DE    M.    DRAOII. 

Elections  : 

Sont  élus  à  l'unanimité  ntiembres  de  la  Société  :  MM.  Gay,  présenté 
par  MM.  Colton  et  Gol  ;  Doucet,  présenté  par  MM.  Bouligand  et 
Mon  tel;  Morel,  présenté  par  MM.  Bouligand  et  Le  Roux;  Anzem- 
berger,  présenté  pjir  MM.  Montel  et  Vessiot;  S.  Gheorghiu,  présenté 
par  MM.  Drach  et  Pompeiu  ;  P.  Sergesco,  présenté  par  MM.  Drach  et 
Pompeiu;  Imagés,  présenté  par  MM.  Drach  et  A..  Lévy;  L.  Flavien, 
présenté  par  MM.  Borel  et  Lebesgue;  G.  Troussel,  présenté  par 
MM.  Andoyer  et  Lebesgue. 

Communications  : 

M.  A.  Lévy  :  Sur  l'itération  des  po/ynomes. 

M.  Falou  :  Remarque  au  sujet  du  théorème  de  M .  Picard  sur  les 
fondions  entières. 

l.  Soity(  z)  une  fonction  entière  telle  que  les  trois  équations 

où  ^1,  Co,  ^3,  désignant  les  constantes  finies  distinctes,  n'aient  que  les 
racines  d'ordre  pair  de  niultiplicité;  ej,  ej,  e^  sont  pour/(s)  des  va- 
leurs semi-exceptionnelles,  ou  des  valeurs  exceptionnelles  de  poids  -, 

tandis  que  l'infini  est  une  valeur  exceptionnelle  au  sens  ordinaire.  On 
peut  supposer  sans  diminuer  la  généralité 

ei-f-  e.i-\-  63=  o. 
Considérons  l'intégrale  elliptique  de  première  espèce 

d'A 


"=./''>! 


(Z-e,)(Z-e,)(Z-e'3) 


Si,  dans  l'une  des  déterminations  de  u{7.),  on  remplace  Z  par/(  :;), 
on  obtient  une  fonction  analytique  tJ/(c).Jedisque4>(^)  es  tune  fonc- 
tion entière;  en  eflel,  en  vertu  de 

f(z) 


(2)  f(2)  = 


■^W[Ji^)-e,][/(z)-e,][/(z)~e,), 


—  24  — 

les  seuls  points  singuliers  possibles  de  '];'(-)  à  dislance  finie  sont  les 
racines  ^  des  équalions  /(s)  =:<?,.  Si  'ip  est  l'ordre  de  multiplicité 
d'une  telle  racine,  on  aura  d'après  (2)  au  voisinage  de  £  : 

Gomme  p  —  i  est  ^  o,  i:  est  un  point  ordinaire  pour  '^ (2)  et  (]/(3). 

C.   Q.  F.    D. 

L'inversion  de  l'intégrale  elliptique  donne  ensuite  la  relation 

(4)  /<'-)  =  ,p[/(-)l«i- '-'2!, 

p  désignant  la  fonction  elliptique  de  Weierstrass. /(;  )  n'ayant  pas 
de  pôles,  ^{z)  ne  prend  jamais  les  valeurs  congrues  à  zéro 
(mod  2Wj,  2W2);  d/(c)  est  donc  une  corist;inte  d'après  le  théorème  de 
M.  Picard,  et  il  en  est  de  même  de/(-;). 

Le  même  raisonnement  montre  que  les  fonctions  y(  g)  satisfaisant 
aux.  conditions  précédentes  non  [)lus  dans  tout  le  plan,  mais  dans  un 
domaine  où  elles  sont  holomorphes  et  uniformes,  y  forment  une  famille 
normale, 

IL  Supposons  ensuite  que  l'infini  soit  pour  J{z)  une  valeur  semi- 
exceptionnelle  comme  <?i,  e^^  e-^,  c'est-à-dire  que  _/(-)  soit  une  fonc- 
tion méromorphe  n'ayant  que  des  pôles  d'ordre  pair.  Je  dis  que  ^{z) 
définie  comme  précédemment  est  encore  une  fonction  entière;  les  points 
racines  dey(  :;)  =  e,  étant  des  points  ordinaires  pour  ^|i(:;),  il  suffit  de 
prouver  qu'il  en  e:^t  de  même  pour  les  pôles  de  f{z).  Or  -^  étant  le 

produit  de  Z  ^  par  une  fonction  de  Z  régulière  à  l'infini,  on  aura  d'après 
(2)  autour  d'un  pôle  £  d'ordre  2p  def{z): 

'^'(■^)  =  (,_'^,,...  (5 - 0^"'-*-^- - ç)  =  (  =  - t)/'-'yv  =  - ï) 

avec />  — 1^0,  ce  qui  prouve  notre  assertion. 

La  réciproque  a  lieu,  c'est-à-dire  que  toutes  les  fonctions  méro- 
morphes  admettant  les  quatre  valeurs  semi-evcept ion nel les  (ei,e.>,  e^.  00) 
s'obtiennent  en  remplaçant  dans  p{ii,  W|,  Wj  )  l'argument  it  par  une 
fonction  entière  arbitraire  de  c. 

Supposons  qu'il  existe  une  cinquième  voleur  semi-evception- 
nelle  «  -/il  e,,  e^,  <?3,  00.  L'équation  /{z)  =  a  ét|uivaut  à 

«0  distinct  de  o,  co,,  co,,  ùj»  (mod^o),,  '.îgjî). 


Gomme  p' {  -+-  //o)  a  une  valeur  finie  non  nulle,  les  valeurs  consi- 
dérées de  z  sont  du  même  ordre  (pair)  de  multiplicité  en  tant  que 
racines  de  la  première  ou  de  la  seconde  équation.  I^es  valeurs 

±  u„  4-  ■>.  niiMi-h  •miiLo^, 

en  nombre  infini,  sont  donc  les  valeurs  semi-exceptionnelles  de  la  fonc- 
tion entière  (|/(5),  qui  d'après  I  est,  par  suite,  une  constante  ;  il  «;n  est 
de  même  de  f{z  ). 

Le  même  raisonnement  permet  d'établir  que  les  fonctions  méro- 
morphes  dans  un  domaine  où  elles  possèdent  cinq  valeurs  semi-excep- 
tionnelles V  forment  une  famille  normale. 

III.  Supposons  que  Z::=:f{z)  admette  les  deu\  valeurs  exception- 
nelles ordinaires  o  et  go  et  la  valeur  semi-exceptionnelle  Zz=  \ ,  et  con- 
sidérons l'intégrale  de  troisième  espèce 

f'-        dZ  

(5}  u=  =arctang^Z  — 1 

,'i      iL  ^ L  —  I 

qui  admet  les  points  ciitiques  algébriques  Z  =  i,  Z  =  oo  et  le  point 
critique  logarithmique  Z  =  o.  Kn  remplaçant  Z  par  la  fonction  entière 
f{^z)  dans  w(Z).  on  obtient  encore  une  fonction  entière  (|/(c)etron 
a,  d'après  (5), 

(6)  /(5)  =  I -H  tang2  4;(z  I. 

f{z)  n'avant  pas  de  pôles,  "^{z)  ne  prend  jamais  les  valeurs  en  nombre 

infini  de  la  forme //tt-I-  — ;  '^{z)  est  donc  une  constante  en  vertu  du 

théorème  de  M.  Picard;  il  en  est  de  même  de/(c).  On  verra  encore 
que  les  fonctions  j\z)  holomorplies  dans  un  domaine,  avec  deux 
valeurs  exceptionnelles  et  une  valeur  semi-exceplionnelle,  j  forment 
une  famille  normale. 

IV^  Il  résulte  de  cette  discussion  que  deux  valeurs  semi-exception- 
nelles remplacent  une  valeur  exceptionnelle  dans  bîs  énoncés  du  théo- 
rème de  i\l.  l'icard  et  de  ses  diverses  généralisations.  En  particulier, 
si  une  fonction  uniforme  dans  un  domaine  y  possède  au  plus  un  point 
singulier  e>;seiiliel,  le  nombre  pondéré  des  valeurs  exceptionnelles  de 

celte  fonction  ne  peut  être  égal  ou  supérieur  à  -  à  moins  qu'elle  ne  se 
réduise  à  une  constante. 
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SÉANCE   DU   10   MARS    1920. 

PRÉSJDENCE    DE    M.    DRACH. 

Elections  : 

Sont  élus  à  runanimlté  membres  de  la  Société  :  MM.  Dedron, 
présenté  par  MM.  Borel  et  Lebesgue;  Franceschini,  présenté  par 
MM.  Dedron  et  Lebesgue;  Lagorsse,  présenté  par  MM.  Dedron  et 
Lebesgue;  Vazilescu,  présenté  par  MM.  Lalesco  et  Pompeiu. 

Commun ications  : 

M.  Pompeiu  :  Sur  les  fonctions  ha/moniques. 

M.  Lebesgue  :  Su/'  le  théorème  de  la  moyenne  et  le  problème  de 
Diricklet. 

A  l'occasion  de  l'intéressante  Communication  de  M.  Pompeiu,  on 
peut  signaler  que  le  théorème  qui  affirme  que  les  fonctions  harmo- 
niques V  sont  caractérisées  par  le  fait  d'èlre  en  tout  point  P  égal  à  la 
moyenne  des  valeurs  quelles  prennent  dans  un  cercle  C  décrit  du 
point  P  comme  centre,  a  été  considéré  sous  deux  aspects  différents. 

Ordinairement,  ou  entend  par  là  que  l'égalité 


v(P)./_/;x-;^')- 


ire  de  G 


est  supposée  vérifiée  par  tout  cercle  G  de  centre  P.  Mais  on  peut  aussi 
entendre  que  l'égalité  précédente  est  remplie  en  chaque  point  pour 
un  certain  cercle  C  de  centre  P.  Sous  des  conditions  de  continuité 
très  larges,  ceci  suffit  encore  pour  que  l'on  puisse  affirmer  que  V(P) 
est  harmonique;  mais,  jusqu'ici,  ce  résultat  n'a  été  obtenu  que  d'une 
manière  très  indirecte  :  partant  d'une  fonction  continue  ^(M)  égale 
à  V(P)  sur  la  frontière  du  domaine  considéré  que  l'on  substitue 
à  V(  M  )  dans  le  second  membre  de  (i),  on  a  une  fonction  V,(  P)  (|ui, 
substituée  dans  le  second  membre,  donne  V2(P),  etc. 

Ces  itérations  successives  définissent  une  fonction  limite  V(P) 
satisfaisant  à  (i)  et  qui  est  l'unique  solution  possible  de  (i).  Si  donc, 
par  ailleurs,  on  a  démontré  la  possibilité  de  résoudre  le  problème  de 
Dirichlel  pour  le  domaine  étudié,  il  est  bien  prouvé  que  \  (P)  est 
harmonique. 
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Sur  les  polygones  de  Poncelet. 

Lorsqii'il  existe  un  polygone  de  m  côtés  inscrit  dans  une  ellipse  et 
circonscrit  à  une  ellipse  honnofocale,  il  en  existe  une  infinité,  d'après 
le  théorème  de  Poncelet,  et  ils  ont  tous  même  périnnèlre,  d'après  un 
théorème  de  Cha'>les.  Cette  dernière  propriété  ne  s'étend  pas  facile- 
ment aux  polygones  inscrits  et  circonscrits  dans  deux  coniques  quel- 
conques, parce  que  la  longueur  est  une  notion  non  projective  ;  on 
obtient  au  contraire  un  énoncé  projectif,  et  par  suite  applicable  dans 
tous  les  cas,  en  considérant  le  théorème  de  Chasles  comme  un  cas 
particulier  d'un  théorème  plus  général. 

S'il  existe  des  polygones  de  m  côtés  circonscrits  à  une  conique  C 
et  dont  les  sommets  décrivent  m  coni([ues  F,,  r2,  ....  F,,,  faisant 
partie  avec  C  d'un  même  faisceau  tangentiel  F,  tous  ces  polygones 
ont  même  longueur  cayleyenne  quand  on  prend  pour  absolue  une 
conique  du  faisceau  tangentiel  F. 

Corrélativement  :  s'il  existe  des  pnlvgones  de  ni  côtés  inscrits  dans 
une  coniijue  C  et  dont  les  côtés  enveloppes  m  coniques  Tj/F,,  .  .  .  ,T,„ 
faisant  partie  avec  C  d'un  même  faisceau  ponctuel  F,  tous  ces  poly- 
gones ont  une  somme  d'angles  constante,  donc  sont  de  même  .aire 
cavleyenne,  quand  on  prend  pour  absolue  une  conique  du  faisceau 
ponctuel  F. 

Il  faut  avoir  bien  soin  de  se  rappeler  que  les  longueurs,  angles  et 
aires  ont  plusieurs  déterminations  possibles,  c'est  l'une  d'elles  qui  est 
constante.  On  peut  prouver  de  plus  que  ces  longueurs  ou  aires  de 
polygones  satisfont,  quand  il  s'agit  d'éléments  réels  et  que  ri,r2,  ...,r„, 
sont  confondues,  aux  mêmes  propriétés  de  maximum  et  de  minimum 
que  dans  le  cas  classique  envisagé  par  Chasles. 


SEANCE    DU    24    MARS    1920. 


PRESIDENCE    DE    M.    DRACH. 


Coniniunicalion  : 

M.  A.  Lévy  :  Sur  une  inlerprélalion  des  réduites  d'une   fraction 
continue  périodique. 
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SEANCE    DU    14   AVRIL    1920. 

PRÉSIDENCE    DE    M.    DRACH. 

Election  : 


Est  élu  à  l'unanimité  membre  de  la  Société  :  M.  Thomas  Muir, 
présenté  par  MM.  Drach  et  Galbrun. 

Communications  : 

M.  Fouché  :  Sur  la  double  génération  de  Vépicycloïde  et  le  calcul 
de  la  longueur  de  V arc  et  le  calcul  de  l'aire. 

M.  Lebesgue  :  Sur  les  ombilics  d'une  quadrique. 

Se  donner  un  ombilic  d'une  quadrique  c'est  se  donner  trois  condi- 
tions simples;  peut-on  déterminer  une  quadrique  en  Tassujetlissant  à 
avoir  trois  points  donnés  pour  ombilics? 

Partant  des  propriétés  données  des  ombilics  (les  ombilics  sont  les 
intersections  des  plans  principaux  avec  les  génératrices  isotropes  de 
la  quadrique;  les  quatre  ombilics  situés  dans  un  même  plan  principal 
forment  un  rectangle  de  côtés  parallèles  à  deux,  des  axes),  on  voit  de 
suite  que  si  l'on  se  donne  deux  ombilics,  qui  doivent  être  situés  dans 
un  même  plan  principal,  les  autres  ombilics  ont  un  lieu  formé  de 
plans  et  de  sphères.  Donc  si  l'on  se  donne  arbitrairement  trois  points 
A,  B,  C  comme  ombilics  d'une  quadrique,  ces  trois  points  devront 
être  respectivement  dans  chacun  des  trois  plans  principaux.  11  résulte 
de  là  que  les  deux  génératrices  qui  passent  par  A  ne  peuvent  pas  être 
parallèles  à  celles  de  B,  sans  quoi  A  et  B  seraient  diamétralement 
opposés;  les  génératrices  de  A  et  B  ne  peuvent  pas  être  non  plus 
toutes  quatre  de  directions  dilTérentes,  sans  quoi  les  plans  tangents 
en  A  et  B  seraient  parallèles  à  deux  plans  de  sections  circulaires  asso- 
ciés et  AB  serait  parallèle  à  l'un  des  axes.  Donc  une  et  une  seule  géné- 
ratrice de  A  est  parallèle  à  une  des  génératrices  de  B;  la  génératrice 
du  cône  asymptote  de  la  quadrique,  qui  est  parallèle  à  ces  généra- 
trices parallèles  passant  par  A  et  B,  passe  donc  par  le  milieu  c  de  AB. 
Et  comme  les  génératrices  dont  nous  parlons  sont  isotropes,  le  centre 
de  la  quadrique  cherché  est  l'un  des  deux  centres  des  sphères  de 
rayon  nul  contenant  le  cercle  des  neuf  points  du  triangle  ABC.  Ayant 
choisi  le  centre  de  la  quadriijue  en  O,  dans  l'une  des  deux  positions 
possibles,  on  a  Oc.  puis,  en  menant  par  A  et  B  des  parallèles  à  Oc, 
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deux  génératrices  de  la  (juadrique.  En  opérant  de  même  avec  les 
nailieux  b  et  a  de  CA  et  BC,  on  détermine  la  quadrique  par  six  géné- 
ratrices. 

Le  problème  adnrjet  donc  deux  solutions  qui  s'obtiennent  très  sim- 
plement. Ce  résultat  paraît  en  contradiction  avec  la  remarque  sui- 
vante :  une  sphère  quelconque  passant  par  A,  B,  C  répond  à  la 
question. 

La  contradiction  n'est  qu'apparente;  si  Ion  écrivait  les  relations 
analytiques,  qui  expriment  que  A,  B,  C  sont  des  ombilics,  on  aurait 
un  système  d'équations  se  décomposant  et  qui  conduirait,  d'une  part 
à  la  famille  des  sphères,  d'autre  part  aux  deux  quadriques  trouvées. 

Il  en  est  de  même  en  ce  f[ui  concerne  le  lieu  des  ombilics  des  qua- 
driques, dont  deux  ombilics  situés  dans  un  même  plan  principal 
occupent  des  positions  données  A  et  B;  nous  avons  trouvé  des  sphères 
et  des  plans,  mais  il  y  a,  en  plus,  un  lieu  singulier  provenant  des 
sphères  passant  par  A  et  B.  Ce  lieu  comprend  tout  l'espace. 

On  est  peu  habitué  à  signaler  les  lieux  singuliers  qui  embrassent 
tous  les  points  de  l'espace  ou  du  plan;  on  les  rencontre  cependant  fré- 
quemment. On  aura  |)ar  exemple  un  lieu  singulier  comprenHtil  tout  le 
plan  en  cherchant  le  lieu  des  sommets  des  coniques  admettant  deux 
points  donnés  A  et  B  pour  sommets. 


SÉANCE    DU    28    AVRIL    1920. 

PHKSIDK.XCK    DK    M.    DRACH. 

Election  : 

Est    élu    à    l'unanimité    membre   delà  Société:   M.   G.  Isch-Wall, 
présenté  par  MM.  Julia  et  Paul  Lévy. 

Communication  : 

M.  P.  Lévy   :   Sur  les  fonctions  abéliennes  singulières  de  trois 
variables. 

La  condition  nécessaire   et  suffisante   pour  qu'un   système  de  fonc- 
tions abéliennes  de  périodes 

I,  (..  o.  n,  II",  II', 
o,  I,  o,  H',  G'.  ,11, 
o,     o.      1.      Il',      11,       G" 
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admette  des  transformations,  dites  singulières,  autres  que  celles 
d'Hermite,  est  qu'il  existe  entre  les  périodes  un  s)stème  de  relations 
singulières^  à  coefficients  entiers,  de  la  forme 

X  (j  -^V  .!€"+  X"  .IC'^  y'  G"—  [i"  G'  +  (  [3'  -  y"  ;  H  -f-  a'  H'  —  y."  H'^-  |jl  =  o, 
X.-K;"^  X'(,"  -t-  X"3C  +  a" G  —  Y  G"-^  ii'-y-  )H'  +  [3"H"—  J3  H  ^  jji'  =  o, 
XOC'  -^  X'.T€  +  X"  fj"  ^  [3  G'-  3c'  G  -+-  (a  -  TV)  H"+  y  "  -  y'H'+  [jl'  =  o, 

(j',  5C",  .  .  .,  (j'"  désignant  les  mineurs  coi  respondant  à  G,  H",  .  .  . ,  G" 
dans  le  déterminant  formé  par  ces  quantité:^, 

M.  Humbert  a  découvert  que  ce  système  de  relations  entraîne 
l'existence  d'un  système  analogue,  de  coefficients 

3C,  =  X[j.  —  (a  ),  [J,  =  Xjjl'— (  a'),  '^i^XiJ." —{'}."  ), 

Xj  =  Xx  -H  X'  P  H-  X"y,  Kl  =  [^x  -t-  jA'a'  -+-  \x' <x" , 

les  autres  coefficients  étant  donnés  par  des  formules  analogues, 
obtenues  par  permutation.  («),(«'),  ....(y")  désignent  les  mineurs 
correspondatil  à  oc^cx',  .  .  . ,  y"  dans  le  déterminant  formé  par  ces 
quaniilés. 

Les  coefficients  a,  j3',  y"  n'intervenant  que  par  leurs  différences,  un 
système  de  relations  singulières  peut  être  représenté  en  coordonnées 
homogènes  par  un  point  M  d'un  espace  à  treize  dimensions.  Si  des 
périodes  vérifient  le  système  de  lelations  représentées  par  ce  point, 
elles  vérifient  celui  représenté  par  le  point  M'  qui  s'en  déduit  par 
l'opération  de  M.  Humbert,  et  par  suite  tous  ceux  représentés  par 
des  points  de  la  droite  MM'.  Nous  appellerons  une  telle  droite 
droite  D. 

Il  peut  d'ailleurs  arriver  que  le  système  obtenu  par  ÎM.  Humbert 
soit  nul,  ou  identique  au  système  initial.  Ce  système,  et  le  point  M, 
sont  dits  dans  ce  cas  exceptionnels.  Le  lieu  des  points  exceptionnels 
est  une  variété  V  à  huit  dimensions. 

Une  droite  D  coupe  cette  variété  en  trois  points,  en  général  dis- 
tincts. Klle  est  bien  définie  par  la  donnée  d'un  point  autre  que  ces 
trois  points  exceptionnels,  et  s'en  déduit  comme  en  partant  du 
point  M.  Mais  par  chaque  point  exceptionnel  passent  une  qua(li'uj)le 
infinité  de  droites  D. 

L'ensemble  des  points  re|)résentant  les  systèmes  de  relations  singu- 
lières vérifiés  par  des  systèmes  de  périodes  donnés  constitue  ce  que 
nous  appellerons  une  variété  L  (linéaire).  Outre  la  propriété  évi- 
dente d'être  linéaire,  on  remarque  qu'une  telle  variété  est,  ou  un  lieu 
de  points  exceptionnels,  ou  un  lieu  de  droites  D.  Nous  allons  étudier 
les  deux  cas. 
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i"  Plans  II,  on  pians  situés  sur  la  variété  \  .  —  Il  existe  des 
plans  H;,  à  ((ualie  dimensions,  situés  sur  la  variété  V.  Ils  dépendent 
de  cinq  parannètres  ;  deux  de  ces  plans  se  coupent  en  un  point  et  un 
seul. 

En  dehors  des  droites  A,  plans  II2  et  IIj  situés  sur  ces  plans  11^, 
il  existe  sur  la  variété  V  des  plans  77.2,  dépendant  de  neuf  para- 
mètres. 

Le  lieu  des  droites  A  passant  par  un  point  peut  être  considéré 
comme  décrit,  soit  par  une  triple  infinité  de  plans  tIj,  soit  par  une 
simple  infinité  de  phin-^  II,. 

i"  Variétés  L  lieux  de  droites  D.  —  Sur  chaque  droite  D  sont 
situés  trois  points  exceptionnels.  Il  y  a  donc  trois  nappes  de  tels 
points.  Si  /tj,  «2,  «3  et  n  sont  les  nombres  de  dimensions  de  ces 
nappes  et  de  la  variété  L,  on  a 


Il  y  a  trois  cas  à  distinguer  : 

Premier  cas  :  plans  'r.  —  Ces   plans   comprennent    des   droites    D 
passant  par  un  point  fixe  B  de  la  variété  V.  Donc 


Le  lieu  des  droites  D  passant  par  un  même  point  est  un  plan  y?5, 
à  cinq  dimensions.  On  en  déduit  l'existence  de  plans  U^,  'j;\,  ^4. 

Dan-  un  plan  '^5,  le  lieu  des  deux  points  exceptionnels  autres  que  B 
situés  sur  chaque  droite  D  est  une  (|uadrique  Q  à  discriminant 
non  nul. 

Si  cette  (]uadri([ue  passe  par  B,  ce  point  exceptionnel  est  double  pour 
loute-^  les  droites  D  passant  par  B,  et  triple  sur  celles  qui  touchent  Q. 
Si  elle  ne  passe  pas  par  lî,  ce  point  est  simple  pour  toutes  les  droites  f) 
passant  par  ce  point.  Le  l'ait,  pour  un  point  exceptionnel  B.  de 
compter  pour  |)lus  que  1  dans  la  recht-rche  des  points  exceptionnels 
d'une  droite  D,  ne  dépend  donc  (jue  de  ce  point  et  non  de  la  droite  D. 

La  quadrique  Q  contient  deux  séries  triplement  infinies  de  plans  à 
deux  dimensions.  Ils  sont  des  deux  espèces  différentes  (7r->  et  il,), 
définies  ci-dessus. 

Deuxième  cas  :  plans  J^.  —  Un  seul  des  nombres  //,.  n.y,  n-^  a  la 
valeur  n  —  i .  D(mc  «1  -(-  n^r:^  n-^-n  n  —  i.  Les  deux  premières  nappes 
sont  des  surfaces  planes  (donc  nécessairement  des  plans  situés  sur  la 
variété  \  ),  et  telles  qu'en  joignant  un  point  quelconque  de  l'une  à  un 


—  3-2  — 

point  quelconque  de  l'autre  on  ait  une  droite  D.  On  ne  peut  pas 
obtenir  de  telles  variétés  en  prenant  pour  ces  nappes  des  plans  II4,  IIj 
ou  112.  Mais  les  plans  tt^  peuvent  s'associer  deux  à  deux  de  manière 
à  vérifier  celle  condition.  On  a  alors  des  variétés  ^5,  dépendant  de 
neuf  paramètres.  Dans  ces  variétés,  la  troisième  nappe  du  lieu  de 
points  exceptionnel  est  un  plan  H,^,  dit  plan  de  base  de  la  variété  '^5. 

Il  existe  des  variétés  4^5  (spéciales)  pour  lesquelles  les  plans  r2  et  tt'j 
constituant  les  deux  premières  nappes  sont  confondues. 

De  ces  variétés,  on  déduit  évidemment  l'existence  de  variétés  .(^4 
et  -1^3,  obtenues  en  remplaçant  un  ou  deux  des  plans  tu.,  et  t.'^  par  des 
droites  de  ces  plans. 

Troisième  cas  :  plans  011.  —  Ce  sont  ceux  pour  lesquels  les  nombres 
«,,  «21  '^3  sont  tous  inférieurs  à  «  —  i.  Leur  énumération  complète 
est  plus  longue  que  pour  les  cas  précédents.  Une  catégorie  particu- 
lièrement intéressante  est  celle  des  variétés  Ollg,  lieux  des  variétés  4^5 
ayant  un  plan  de  base  donné. 


SEANCE    DU    12    MAI    1920. 

PRÉSIDENCE    DE    M.    DRACH. 

Communications  : 

M.  A.  Lévy  :  Sur  une  généralisation  des  fractions  continues  et 
sur  leur  application  à  la  représentation  des  nombres  par  des 
formes  du  deuxième  degré, 

M.  Dracli  :  Sur  la  précession  dans  le  mouvement  d  un  solide 
pesant  de  révolution  fixé  par  un  point  de  son  axe. 

Le  mouvement  de  Taxe  d'un  solide  homogène  pesant  de  révolution 
qui  a  un  point  fixe,  O,  sur  cet  axe  (cas  de  Lagrange)  est  représenté 
géométriquement  par  le  déplacement  du  point  P  où  cet  axe  Os,  dirigé 
vers  le  centre  de  gravité  G,  rencontre  une  sphère  de  centre  O  et  de 
rayon  1.  On  sait  que  la  courbe  décrite  [lar  1*  est  comprise  entre  deux 
parallèles,  correspondant  aux  valeurs  m,,  u-i  de  c<is&  où  l'on  désigne 
par  0  la  distance  zénithale  (angle  de  Os  avec  la  ver  litale  Os,);  l'orien- 
tation  du    plan   S]  Os   est  fixée  par  Vazimut  m  et  la  précession  est 

1  angle  xs  -\ 
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L'étude  complète  de  l'arc  de  trajectoire  compris  entre  les  parallèles 
extrêmes,  parcouru  dans  une  demi-période  de  temps,  se  fait  de  la 
manière  la  plus  simple  quand  on  choisit  comme  paramètres  du  mou- 
vement, avec  «1,  a.,^  la  constante  «o  <iu^  lorsqu'elle  se  trouve  entre  w, 
et  «2»  définit  la  position  de  P  où  la  variation  de  l'azinuit  (ou  de  la 
précession)  cliange  de  sens.  Ayant  fixé  «,  et  ii^_,  la  variation  de  //„ 
donnera  une  suite  continue  de  trajectoires,  dont  les  extrêmes  sont  des 
circonférences  tangentes  aux.  parallèles  extrêmes,  qui  correspondent 
à  des  mouvements  de  l'oinsot.  Les  valeurs  remarquables  de  Mq  sont 
les  valeurs  «', .  //',  données  par  l'intersection  des  plans  de  ces  circonfé 

rences  avec  la  verticale  et  la  demi-somme  (?  ^  — î— -',   les  conclu- 
sions dépendent  du  signe  de  «i-f-  "o- 

On  lrou\e,  en  particulier,  que  la  variation  totale  de  l'azimut  (ou 
<le  la  précession)  clans  une  demi-période  de  temps  est  positive  (elle 
s'annule  pour  l'un  des  mouvements  de  Poinsot).  On  sait  que  cette 
proposition  a  été  établie  par  M.  Hadaniard  {Bulletin  des  Sciences 
inath.^  1895)  à  l'aide  du  théorème  de  (^aucliy  pour  les  fonctions  de 
variables  complexes. 


SÉANCE  DU  2G  xMAI    19-20. 


PRKSIDE.NCIi:    DE    M.    DUACII. 


Communication  : 

M.  le  commandant  Barré  :  Sur  les  courbes  dont  les  normales  priii- 
ripales  rencontrent  deux  droites  fixes. 

1.    GÉNÉn.VMTKS   ET    MISK    KN    ÉQIATIO.N    Dl     PROBLÈME.    —    La    SCule    étucle 

qui  à  notre  connaissance  fasse  mention  des  courbes  dont  les  normales 
principales  rencontrent  deux  droites  fixes,  et  encore  indirectement, 
et  sans  mentionner  cette  proi)riété,  est  le  Mémoire  d'ilazzidakis  sur 
les  courbes  indéformables  qui  engendrent  une  surface  dont  elles 
forment  une  famille  de  géodési<iues  {Journal  de  Crelle,  t.  î>5,  iSSiî. 
p.  120  et  suiv.)  ('  ).  Nous  en  avons  nous-mème  rencontré  une  \ariélé 

(')  Noire  camarade  et  confrère,  M.  le  cointnandanl  Mannion,  nous  a  signalé  la 
curieuse  remar<|ue  suivante  :  Paul  Skukkt  dans  sa  J'Iiéorie  noinellc géornelri//iie 
et  mécanique  des  lignes  à  tlotil/lc  rourljure  (  p.  9*))  parle  bien  cxplii  itemcnl  de 
ces  courbes,  mais  il  \  met  en  doute  leur  cxislence. 

S.  M.  —  Comptes  rendus.  3 
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dans  notre  Mémoire  Application  de  la  fonction  cinématique  à  In 
théorie  des  surfaces  engendrées  par  une  courbe  variable,  celle  des 
hélices  dont  la  normale  principale  rencontre  une  droite  fixe.  Ces 
hélices  particulières  avaient  d'ailleurs  déjà  été  l'objet  de  quelques 
études  signalées  dans  le  Mémoire  précité. 

Prenons  les  axes  suivants  :  Os  perpendiculaire  commune  aux 
droites  A  et  A'  que  rencontrent  les  normales  principales.  O  milieu  d« 
la  plus  courte  distance,  Ox  et  Oy  dans  un  plan  parallèle  à  A  et  à  A' 
et  bissectrices  de  leurs  directions.  Soient  2a  la  plus  courte  distance 
de  A  et  de  A',  2Ô  leur  angle  aigu;  on  traite  sans  aucune  difficulté  les 
deux  équations  différentielles  du  second  ordre  définissant  ces  courbes 
et  dont  immédiatement  on  a  les  intégrales  premières  : 

.  dz  dx  ,^  dy  dz  dy  „  dx 

^  ds  ds  ds  ''  -^   ds  ds  ^      ds  - 

(  C].  Ci,  consi .). 

En  combinant  ces  équations  avec  les  équations  du  second  ordre 
initiales  et  celle  que  Ton  obtient  en  difTérentiant  la  relation 

dx^  -f-  dv^  H-  dz'^==  ds- , 


on  obtient 

('■>■> 

dx  _  A, 

ds  ~  Ao  ' 

ds 

Ao 

dz  _  A3 

ds  ~  X) 

où  les  A  sont  des  polynômes  en  x\  y,  z.  On  en  conclut  ([ue  la  courl)e 
étudiée  se  trouve  sur  la  surface  d'équation 

(;{)  Ag-(Af-i-A^--A^):-o. 

Cette  équation  contient  do  fait  Ao  en  facteur.  Cette  solution  parasite 
est  constituée  parla  surface  réglée  s'appuyantsur  A,  A',  et  lombilicale. 
En  l'éloignant  on  voit  (pie  les  courbes  V  étudiées  se  tron\ent  sur  une 
surface  du  quatrième  degré  — . 

'1.  Intéuratton  oes  fiQUATioNS  DU  i»KOiJii;ME.  —  En  employant  une  très 
intéressante  méthode  due  à  M.  Ilazzidakis,  on  trouve 


\)   -i.-  =  r"^  ■•> ;  <?        "         s         ■/  —  =  e"  ■>- e    '  .; 

«  w-  <f  a- 

(^1.  r-i,  consl.) 


').rf.- 
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en  posant 

0,=:    3^—  <?2C012()   —  6'?.  02=  Z"- —  «Uan-'-f)  —  C?,, 


sinO  cos') 

La  présence  de  ^i  et  'Ç.,  nnonlie  que  Ci  el  c^,  étant  données,  la  courbe 
dépend  encore  de  deux  constantes  arbitraires,  ce  qui  s'explique  très 
bien  eu  égard  à  ce  que  la  courbe  se  trouve  sur  une  surface  i  définie 
par  c,  et  c,.  Des  relations  ('))  on  peut  d'ailleurs  trouver  l'équation 
de  i  sous  la  forme 

Dans  la  discussion  de  ces  courbes  la  réalité  des  racines  de  l'.,  joue 
un  rôle  capital.  Deux  racines  sont  toujours  réelles.  Les  quatre  le 
sont  si 

^'^^  sin^Oeos^O         1  sinsOcos-^O    ■*"'      ''   '    '-' ' 

X  I  4""'(<^i  taag*0  -^  Ci  cot-0  —  a-)  h —  (vrt'^~  cj  -i-  c|)"^ 

H (c'i  langifO  -;-  c'?col-0  —  a") 

■î7 


[«' (c~^ ^  ^) "^  T^'' " '^ ''] ^ "' 


Tégalité  correspondant  à  une  racine  double.  I.e  premier  membre  con- 

lient  le  facteur  double  (  — -^tt  —    .   '  ,  )    nui  ne  forme  i)as  séi)aratrice. 
\  cos^O         sin^O/      '  •  '  * 

mais  qui,  lorsqu'il  est  nul,  correspond  aux  cercles  solutions  évidentes 
de  la  question.  La  véritable  séparatrice  (S)  se  réduit  à  une  sextixle  îi 
quatre  rebroussements,  symétrique  par  rapport  aux  axes  de  coordon- 
nées (axes  auxiliaires  c,,  c.^)  et  (|ui  peut  être  étudiée  avec  précision. 
Bornons-nous  à  sij^naler  (|u  elle  louche  les  droites  du  facteur  double 
symétriques  par  rapport  aux  axes  et  à  l'origine.  A  l'extérieur  de  la 
séparatrice,  1*4  a  deux  racines  réelles;  à  l'intérieur,  quatre  racines.  Le 
théorème  de  Budaii  permet  de  voir  ([ue  <f  est  toujours  compris 
entre  les  deux  plus  grandes  racines.  — a  entre  les  plus  petites  sauf 
dans  les  (juatre  régions  très  (ines  déterminées  dans  les  angles  de  S  par 
les  droites  (.orr.  ±  c-AànaO. 
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;i.  Propriétés  diverses  des  surfaces  2  et  des  courbes  T  : 

i"  Les  surfaces  i  sont  des  quar tiques  contenant  r ombilicale,  cas 
particulier  des  surfaces  de  Kuninier,  ayant  à  l'infini  une  droite 
double^  la  droite  de  jonction  des  points  à  V infini  de  A  et  de  A'.  Les 
sections  par  des  plans  parallèles  à  à.  et  à  A'  sont  des  coniques  : 
hyperboles  lorsque  P^{z)  <C  o,  ellipses  imaginaires  lorsque  P4(s)  >>  o, 
droites  doubles  pour  P4(^)  ;=  o.  Ces  courbes  ont  leur  centre  sur  la 
perpendiculaire  commune  à  £ik  et  à  A'. 

2°  Parmi  les  courbes  T  il  existe  deux  familles  de  cercles:  elles 
correspondent  à  la  relation  C2=  ±  CilangÔ. 

3°  Un  plan  passant  par  Êi^  {ou  par  A')  et  par  un  point  de  la  courbe 
tourne  toujours  dans  le  même  sens  lorsque  le  point  décrit  la  courbe 
d'une  façon  continue. 

4"  Le  moment  par  rapport  à  A  {ou  à  A')  d'un  segment  unité 
porté  par  la  tangente  à  la  courbe  est  constant. 

5°  Sauf  dans  un  cas  particulier  qui  sera  signalé  ci  après  : 

Les  courbes  T  n'ont  aucun  point  réel  à  l'infini  dans  une  direction 
déterminée.  Elles  n'ont  aucun  point  singulier  et  sont  formées  d'une 
infinité  de  spires  de  grandeur  variable  , dont  chacune  se  raccorde 
à  la  précédente  dans  les  plans  parallèles  à  A  et  à  A'  correspondant 
aux  racines  de  P;  et  que  nous  désignerons  sous  le  nom  de  Plafonds. 

V.  Classification  des  coukbes  Y.  —  Deux,  grandes  classes  : 

1°  Courbes  générales  (correspondant  à  un  polynôme  P.  à  racines  dis- 
tinctes). —  Si  1-*^  a  deuv  racines  réelles,  ces  courbes  sont  tout  entières 
entre  les  deux  plafonds  corre'^j)ôndants.  Si  1%  a  quatre  racines,  les 
(jualre  plafonds  déterminent  deux  régions,  comprise  chacune  entre  un 
plafond  externe  et  son  voisin,  dans  chacune  desquelles  on  trouve  des 
courbes  répondant  à  la  question. 

1°  Courbes  spéciales  {correspondanl  au  cas  d'une  racine  multiple 
de  P4).  —  Les  cercles  appartiennent  à  ce  groupe;  il  n'en  sera  plus 
question  ci-après. 

a.  Cas  d'une  racine  double.  —  On  signale  seulement  que  les  inté- 
grales des  formules  (5  )  sont  pseudo-elliptiques  :  on  trouve  des  courbes 
particulièrement  intéressantes  correspondant  aux  sommets  (sur  les 
axes)  de  la  séparatrice.  Aspect  d'une  courbe  à  deux  plafonds. 

b.  Cas  d'une  racine  triple.  —  Elles  sont  à  deux  plafonds.  L'un 
d'eux  est  d'ailleurs  un  plan  asymptote.  La  courbe  a  un  aspect  nette- 
ment difTérenl  des   autres  :  Partant  asymptoliquement  de   l'un   des 
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plafonds  arrive  à  toucher  le  second,  puis  conliniie  en  se  dirigeant 
asymplotiquement  vers  l'autre  plafond  :  il  n  y  a  plus  fie  spires. 
(les  courbes  correspondent  aux  rebroussements  de  la  séparatrice. 

Hemarijne.  —  En  se  bornant  aux  éléments  réels  on  ne  peut  avoir 
ni  une  racine  (juadruple,  ni  deux  racines  doubles. 


SÉANCE    DU   9    JUIN    1920. 


PHICSlDENCIi     DE     M.     UKACU. 


('onimuilicalions  : 

M.  A.  Lévy  :  Sur  P  itéra  lion  des  polynômes  cl  ses  rapports  aiec 
les  fractions  continues  généralisées. 

M.  Drach  :  Sur  l'intégration  par  quadratures  de  l'équation  diffé- 
rentielle de  la.  balistique  extérieure. 

L'é(juation   de    la    balistique    extérieure,   dite    aussi    équation    de 

Vhodo^raplie 

d\  ces  «  _  cVF(V) 

où  Vdésijinc  la  vitesse  du  projectile,  a  l'angle  de  la  tangente  à  la  tra- 
jectoire avec  l'horizon,  prend,  lorsque  l'on  pose 

sina  =  r,  V  =  m,  —  F(^' )  ==  p  (  «), 

^'' 
la  forme 

di-  I  —  v"^ 


du        u{v  ->r  ^) 

_,,„.,  .      ,        .  .  dv        ^'^(y)  ,>         ,,  , 

Elle  fait  donc   partie  des  équations  -—  -=-.  -— — -,  ou  r,  et  1',  sont  des 
'  '  du        f\{v) 

polynômes  en  r  de  degré  marqué  par  l'indice,  (|ui  ont  donné  lieu  à  de 
nombreux  travaux  (Z.  iîlliot,  H.  Liouville,  P.  Appell,  etc.);  j'ai 
observé  qu'elle  peut  cire  prise  comme  forme  canonifjue  de  ces  équa- 
tions, forme  (|u'on  obtient  en  transformant  respectivement  trois  solu- 
tions particulières  en  i,  -  i ,  x  et  en  modiiinnt  la  variable  indéi>en- 
<lante. 


—  :{.s  — 
Un  changement  de  variable  //,  imniédial.  permet  aussi  de  l'écrire 


Cl) 


du         I  • 


Sous  cette  forme,  j'ai  déterminé  comment  l'on  doit  olioisir  la  fonc- 
tion p(//),  pour  ([ue  l'équation  (ii  présente  un  des  cas  de  réduction 
indiqué  par  ma  théorie  générale  à'inLcgraUoii  logique  et  permettant 
l'intégration  de  (i)  pai-  quadialures.  Ces  cas  sont  ceux  où,  pour 
l'équation  aux  dérivées  partielles  correspondante 

•  1        •  .  ,,  1        -i  .  '>-     /'>^\"     '>-s    i)z 

il  existe  pour  1  un   des  éléments  r,  — -,     -r-      3  — r:-r-  une  expression 

rationnelle  en  c;  cette  expression  est  unique  sauf  lorsque  z  est  ra- 
lionnel  (cf.  Comptes  rendus  de  r Académie  des  Sciences^  3o  mars  191/4  !• 
Dans'ces  différents  cas,  les  coefficients  de  Vinvarianl  rationnel  sont, 
ainsi  que  p,  définis  par  un  système  d'équations  dont  les  premiers 
membres  sont,  dans  le  cas  le  plus  général,  des  périodes  d'intégrales 

de  la   forme    /   \j\s.dv,  où  K  est  rationnel   en  i>,  ou  des  quotients  de 

périodes  d'intégrales  de  la  f<jrme 


/ 


IVI(P)>"'  rfp, 


où  M  et  N  sont  rationnels  en  r  et  dont  les  seconds  membres  sont  des 
constantes.  Les  périodes  en  ([uestion  peuvent  être  des  intégrales  dr 
double  contour  (Jordan)  relatives  à  deux  points  singuliers  de  la 
fonction  à  intégrer. 

Il  y  a,  bien  entendu,  de  nombreux  cas  de  réduction  (|ue  l'on  peut 
caractériser. 

J'ai  examiné  en  détail  les  différents  cas  d'intégrabilité  de  l'équation 
de  l'hodographe  signalés  antérieurement  [cas  de  d'.VIemberl,  de  Le- 
gendre  et  ceux  très  nombreux  indiqués  par  M.  François  Siacci 
{Comptes  rendus  de  r Académie  des  Sciences.,  1901)]  et  montré  com- 
ment ils  se  placent  dans  l'ensemble  des  cas  de  réduction  :  on  trouve 
ainsi  les  raisons  du  succès  des  calculs  ingénieux  de  ces  géomètres  et 
de  la  difficulté  qu'il  y  a  à  les  généraliser,  tuais  l'on  possède  aussi  la 
méthode  qui  permet  de  le  faire  régulièrement. 
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SEANCE    DU    23   JUIN    1920. 


PRKSIDKXCK    r>E   M.    DRACH. 


Communications  : 

M.  Risser  :  Sur  le  problème  des  tables  de  mortalité  par  âges  à 
l'entrée  des  rentiers  et  une  application  de  l'équation  de  VoUrrra. 

En  tenant  compte  de  ce  que  la  formule  de  Makeham, 

.interpole  les  dillérenles  tables  de  mortalité  avec  une  approximation 
suffisante,  M.  Poterin  du  Motel  a  été  conduit  à  en  faire  une  applica- 
tion aux  tables  des  rentiers  par  âges  à  l'entrée. 
Il  a  adopté  pour  valeur  du  taux  de  mortalité 

{f.)  t:c=a-i-   -i- 

cy 

[voir  Usage  et  ajustement  des  tables  de  mortalité  par  âges  à  Ventrée 
{Bulletin  des  Actuaires,  iSgS)]  et  par  suite  pour  v .^  %■"■ 

où  X  est  l'âge  actuel,  y  l'âge  à  Pentrée.  ^ 

Or,  si  l'on  suppose  que  K,,  g^  de  la  formule  (i)  sont  des  fonctions 
de  y,  et  si  l'on  veut  remplacer  n  têtes  d'âges  r,,  j^j,  . . ..  x^  par  n  t«t'tes 
de  même  âge  x,,^,  on  est  amené  à  étudier  l'équation 


'l'i'r  i-ogA'i.n =2  9'î'''-o!r/?ii/ 


et  si  Ton  admet  que  toutes  les  t«''tes  sont  entrées  ensemble,  on  voit  que 
l'on  est  conduit  à  prendre 

L'expression    représentative    du     lau\    de    mortalité    a  4-  b(j^~^y ^ 
que  l'on  déduit  de  hi   loi   de  survie,  peut  t'ire  généralisée;  en   effet. 
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l'expression 

(3)  a  +  Av    V-y  r  i'  +  ^-=^  a ,  + .  .  .  -  f^^"?")  "  ««    =  «  -^  bq-^-py  r  ( ^  -  J ) 

[clans  laquelle  o)  est  au  moins  égale  à  la  plus  grande  valeur  que  peut 
prendre  {j:~-y)  et  au  plus  égale  à  l'âge  linaite  du  groupe]  jouit  de 
la  propriété  classique  que  l'on  peut  substituer  aux  têtes  .r,,  x^,  ...  a^„, 
entrées  aux  âges  /,,  y^,  ....  j„,  n  tètes  d'âge  X,  introduites  à  l'âge  Y, 
à  condition  de  prendre 

Xi  —  ^'/=X— Y         avec         i=(^i,2.  ...,  «). 

v' 
De  là,  par  intégration  de  l'équation =.  ,t  -\-  bt/'^ '-'■'"  oix  —y), 

on  déduit  le  nombre  des  assurés  r(.r,  y). 
Deuxième  inétliode.  —  On  peut  écrire 


L 


où  F{a;)  est  le  nombre  des  rentiers  d'âge  j?,  quel  que  soit  leur  âge  à 
l'entrée  et  .r^  l'âge  limite  inférieur  à  l'admission.  F(./)  est  finie  et 
déterminée  dans  l'intervalle  (.ar-o,  ^)  et  nulle  pour  .r  =  0^0;  sa  dérivée 
est  déterminée,  car  on  suppose  que  a;  est  inférieur  à  l'âge  limite  du 
groupe, 

ç{a:,  y)  peut  être  remplacée  par  —  s')''"'^'f{j:-—y),  où  /est  la  fonc- 
tion inconnue.  Si  l'on  pose  .v — y  =  z,  on  est  ramené  à 


X 


A5,/r(,-,0-;*î/(5)f/z^l''(.r) 


(|ui  est  une  é((uation  de  Volttura  de  première  espèce,  avec  noyau  borné 
dans  l'intervalle  d'intégration,  que  l'on  résout  par  le  procédé  classique 
(le  M.  Volterra,  ou  mieux  encore  ici  par  la  méthode  des  approxima- 
tions successives  de  M.  Picard,  qui  permet  de  calculer  les  éléments 

/„,/,,  ...,/„,  de /(-). 

5m/-  II-  problème  de  la  répartition  par  à^^es  dans  les  milieux  à 
effectif  constant  et  l'équation  de  \  olterra. 

Si  /(X)  est  la  loi  de  survie,  cp(.r)  la  loi  caractéristique  des  entrées 
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à  l'âge  a-,  on  est  conduit  à  écrire  l'équation 


(0 


l(\j^f     ç(2:)/(X— .r)(/.r  =  I, 

^0 


si  l'on  veut   exprimer  ([ue    le  milieu  est  à  effectif  constant,  à  condi- 
tion de  prendre 

/(o)  =  r, 

et  l'origine  des  âges  égale  à  o  au  lieu  de  x. 
De  (i),  on  déduit  lés  équations 


{■>■) 


/(Xi-i-    r    z{\  —  x)l{x)dx  =  \. 


.X 


dont  l'utilisation  se  comprend  instantanément. 

Il  est  évident  que  toutes  les  fois  que  l'on  a  pour  forme  de  survie 
iP,(^-)e*i-^,  Pj  étant  un  polynôme  de  degré  {i — i),  et  a,  une  racine 
d'ordre  i  d'une  certaine  équation  caractéristique 

«u y'» -(-  a  1  Y«-i  +  ...-+-  a„  =  o, 

on  peut  dire  que  il*, (.x)e*.'' peut  être  considérée  comme  l'intégrale  de 

l'équation  différentielle 

d"  l 
(  4  )  «0  -j^,  -^ .  .  .  4-  a„  /  =  o, 

caracléristique  de  la  loi  de  survie. 

Des  dérivées  d'ordre  i,  2,  ...,  «  du  premier  membre  de  l'équation 
(i)  par  rapport  à  \,  on  tire  en  tenant  compte  de  (4) 


A„-,9(X)-f-...+ A„ç("-<^(Xj  r^  o, 


dont  l'intégrale  est 


(5)  ç(\)=^^_£Q^.(.,.)^[i,.• 

On  peut  encore,  en  employant  la  méthode  des  approximations  suc- 
cessi\  es  de  M.  Picard,  trouver  la  forme  de  9  quand  la  fonction  de  survie 


(6) 


.V  +  B.r  +  i]e''i-i--/('-l 


est  du  type  généralisé  de  M.  Quiquet. 

On  peut  remplacer  cette  forme  généralisée  par  une  série  d'expo- 
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nentielles,  et  arrêter  le  dé\  eloppernent  au  terme  d'ordre  n  (n  étant 
choisi  de  telle  façon  que  la  difïerence  entre  la  fonction  et  la  série  soit 
plus  petite  qu*  t  dans  le  champ  choisi),  cp  est  alors  de  la  forme  (5)* 

Si  l'on  fait  croître  n  indéfiniment,  et  si  l'on  substitue  à  /(X)  une 
série  qui  soit  uniformément  convergente  dans  l'intervalle  d'âges  consi- 
déré, on  est  ramené  à  une  équation  de  \  olterra.  qui  correspond  dans 
le  cas  envisagé  à  une  équation  différentielle  à  coefficients  constants 
d'ordre  infini  pour  la  représentation  de  &. 

Si  donc  /(X)-est  du  type  (5),  la  loi  o  sera  aussi  de  ce  type. 


SEANCE    DU    7   .lUTLLET    1920. 

PKKSlDENCIi:    nu    M.    DRACU. 

Communications  : 

M.  L.  Bachelier  :  Si/r  la  lliéoric  des  corrélations. 

Deux  quantités  peuvent  dépendre  l'une  de  l'autre  sans  que  leur 
liaison  soit  de  nature  fonctionnelle  ;  la  taille  du  fils  dépend  de  la  taille 
de  son  père,  mais  si  l'on  connaît  la  taille  du  pî're  on  ne  peut  en  déduire 
que  des  probabilités  pour  la  taille  du  fils. 

Pour  se  faire  une  idée  de  la  liaison  qui  existe  entre  deux  (|uantités  H 
et  K,  on  fait  ordinairement  usage  du  coefficient  de  corrélation  de 
M.  Karl  Pearson.  On  rapporte  les  deux  quantités  à  leurs  moyennes 
respectives,  ce  sont  donc  les  écarlsy  et  .r  relativement  à  cette  moyenne 
que  l'on  étudie.  Par  exemple,  ce  que  l'on  considère  comme  étant  les 
tailles  y  et  j?  du  père  et  de  son  fils,  ce  sont  les  écarts  relativement  à  la 
taille  moyenne 

Le  coefficient  de  corrélation  de  Pearson  est  la  quantité  /■  définie  par 
l'égalité 

_       ymxy 

où  le  signe  VM  désigne  la  valeur  moyenne.  Le  cqeflicient  de  corréla- 
tion est  toujours  compris  entre  —  i  et  -{-  i .  il  est  égal  à  ±:  i  si  chaque 
valeur  de  y  impose  pour  .r  une  valeur  proportionnelle.  Si  les  quan- 
tités .V  et  y  sont  indépendantes,  le  coefficient  de  corrélation  est  nul, 
mais  il  peut  être  nul  sans  qu'il  y  ail  indépendance. 

Pratiquement,  pour  obtenir  le  coefficient  de  corrélation,  on  rem- 
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place  les  valeurs  moyennes  ihéoriques  par  leurs  valeurs  observées. 
Par  exemple,  siy,,  v,,  ..  .,.yij.sont  les  tailles  des  pères,  et  jr,,  ^2)  •  •  •>  -^'u. 
les  tailles  de  leurs  fils  respectifs  obtenues  par  ;jl  couples  de  mesures, 
on  calcule  le  coefficient  de  corrélation  par  la  formule 


■^\.ri  ^-  •'••2^2  — . .  •  -f-  -i-io-'j. 


v/arf  -+-  j:-|  -(-...  -)-  .r^,  \/yi~^yi 


-y\>- 


On  commet  ainsi  une  certaine  erreur.  M.  Pearson  a  obtenu  une 
formule  faisant  connaîtie  la  probabilité  pour  que  cette  erreur  ait  une 
valeur  donnée.  Cette  formule,  dont  M.  Lucien  Mardi  a  donné  une 
démonstration  très  simplifiée-,  suppose  que  le  nombre  /j.  des  observa- 
tions est  très  grand  et  que  la  loi  de  distribution  des  valeurs  de  .v  et 
de  y  est  normale,  c'est-à-dire  qu'elle  admet  (|ue  la  probabilité  des 
valeurs  simultanées  ./■  et  y  de  JI  et  de  k  est  exprimée  par  la  formule 

_  A.r^— >B.ty-h(:v- 
/,  2..VC— B-l 

dx  dy, 


2-  v/AG  — B 

où   A,  B,   G   sont   des  constantes,   le    coefficient  de    corrélation    est 
alors  r  =  — = — — :• 

Le  cas  où  la  loi  de  répartition  est  normale  est  spécialement  intéres- 
sant; il  s'applique,  par  exemple,  quand  les  quantités  .v  el  y  varient 
d'après  l'hypothèse  des  causes  infinitésimales;  il  s'appliquerait  dans  le 
cas  de  la  taille  du  père  et  de  son  fils,  mais  il  est  cependant  particulier 
et  il  importe  d'obtenir  la  loi  de  l'erreur  commise  sur  /•  dans  le  cas 
général. 

Soit  (if{x,  y)  clx dy  la  probabilité  des  valeurs  simultanées  x  &\.  y 
des  quantités  II  et  K.  La  somme  des  probabilités  de  tous  les  cas  pos- 
sibles ayant  pour  valeur  un  et  les  valeurs  moyennes  de  ./  et  de/ étant 
nulles,  on  a 

/  /  <i{':'.  y)'-l^dy  =  I, 
/  j  x-^ix,  y)  dx  dy  =  (.,  j  j  y^{x.  y)  dx  dy  =  o. 

Le  coefficient  de  corrélation  /•  est 

/     /  xyo(.r,  y)  dx  dy 

'•= \ '-^ — r- 

(^1  j  x-^ç(x,y)  dr  dy  j  '  ^  J'Jy^  9  (  X,  y)  dx  dy  j  ' 


Pour  obtenir  l'erreur  commise  sur  r,  on  pose 

A  =  j     y'^'?{x,y)dxdy, 
\\=  f  l'.ryz{x,i))dx  dy,  C  =  j   j  x^-çi-r,  y)  dx  dy, 

L  =  I      ^'•<^(x,y)dxdy, 
R=   f  f  c^-y'-^^x^  y.)  dx  dy.        Q=  /  /  J*?(-''' .>^)  ^'^^  ^J'- 
N  =   f  fx^y  o{x,y)  dx  dy,  P  ^JJxy^  ? (  x,  y)  dx  dy. 

La  probabilité  pour  que  la  valeur  obtenue  pour  /•  soit  erronée  de  1^ 
quantité  t  est  alors 


J-i  \J \i.  \G  i/iVCe     i.B-A-  +  yii-c--j-2A(:Kr2AC4-iî-)-4-NA-i!(:  — ii't;-ii.A 
v/û  v/LB2  A2  4-  Q  H2  G2  -^  2  A  G  R  (  •>.  AC  ^  B^  ^  —  /,  N  A  ^BO  —  4  V^''  B  \ 


rfe. 


L'erreur  varie  en  raison  in\  erse  de  la  racine  carrée  du  nombre  p. 
des  observations. 

La  démonstration  de  ce  résultat  est  assez  compliquée,  elle  repose 
sur  la  formule  donnée  au  n°  565  de  mon  Traité  du  calcul  des  pro- 
babilités, modifiée  d'après  les  remarques  exposées  au  n»  563  du  même 
Ouvrage. 

Pratiquement,  les  constantes  se  déterminent  par  les  valeurs  obser- 
vées; on  a,  par  exemple, 

^_^'\y\^^\.n^---^-'-v.y\>-^       ^_  ^'ly^-^Ay-i-^-'-^-'^l-yv-. 


Sur  les  décimales  du  nombre  t.. 

Un  nombre  étant  donné,  écrit  dans  le  système  de  numération  de 
base  n  (c'est-à-dire  de  n  chifFres),  on  peut  se  demander  si  la  succes- 
sion de  ses  cliiflTres  présente  le  caractère  de  la  fortuite,  si  ces  chiffres 
se  suivent  comme  si  le  hasard  seul  en  avait  régi  l'apparition. 

Par  exemple,  on  peut  se  demander  si  les  707  premières  décimales 
du  nombre  tc,  calculées  par  Shanks,  peuvent  être  considérées  comme 
se  suivant  au  haï>ard. 

Le  calcul  dos  probabilités  ne  peut  permettre,  en  aucun  cas,  d'affir- 
mer la  fortuite,  mais  il  peut  faire  connaître  une  sorte  de  critérium 
permettant  de  rejeter  l'hypothèse  de  la  fortuite  quand  elle  est  inad- 
missible. 


—  4o  — 
Si  les  n  cliifTres  A,,  A^,  .  .  . ,  A„  se  succèdenl  an  hasard,  la  proba- 
bilité de  l'apparition  de  chacun  d'eux  est—,  et  la  probabilité  pour 

que,  sur  un  grand  nombre  ^a  de  chiffres,  il  y  ait—  +  x,  chiffres  Aj, 

- — h  oCi  chiffres  A2,    ...,  -  -l-x„_|   chiffres  A„  ^|   est  donnée  par   la 

formule  du  n°  573  de  mon   Traité  du  calcul  des  probabilités,  cette 
probabilité  est 


e     V- 


Les  systèmes  de  valeurs  de  .r,,  x.^, 
bilité  vérifient  la  relation 


—  dx^  dx2  ■  •  •  dxn—\. 


Xn—x  qui  ont  même  proba- 


(i; 


X  j    -T-  .    .    .  —1-  ^;"i  _  1    ~l~    ^  1  Xi  ■ 


X,i  -  2-^«-l 


/•  étant  un  paramètre.  En  d'autres  termiCS.  les  surfaces  d'égale  proba- 
bilité dans  l'espace  à  [n — i)  dimensions  sont  des  ellipsoïdes  ayant 
pour  équation  (  i). 

La  probabilité  pour  que  la  quantité 


Xi  Xi  • 


X,i—>Xii—\ 


ait  pour  valeur  p-  est 


Il  „ 


dz, 


(^)  ■ 


T  désignant  l'intégrale  eulèrienne.  La  probabilité  pour  (|ue  p  soit 
compris  entre  o  et  K  s'obtient  en  intégrant  l'expression  j)récédente 
entre  o  el  H;  des  intégrations  successives  donnent  pour  cotte  proba- 
bilité 

~  H— 3 


^"      ^"e-^^'d. 


7. 


J  -      \         1 .3.  j.7.  .  .1  «  —  !  I 


1 .  { .  'j . . .  (  n  —  5  ) 
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'quand  n  est  pair,  et 


,-e-^'" 


\/;" 


] 


quand  n  e&t  impair.  Ces  probabilités  peinent  toujours  se  calculer 
avec  les  tables  de  logarithmes  et  les  tables  de  la  fonction  0.  La  valeur 

moyenne  quadratique  de  p  esti/  —  4/  ;  la  valeur  la  plus  pro- 
bable de  p  esti /-  4/ '-;  la  valeur  moyenne  de  p  a  une  expres- 
sion diflerente  suivant  que  n  est  pair  ou  impair. 

Pour  reconnaître  s'il  est  possible  d'admettre  que  la  suite  des 
chiffres  exprimant  un  nombre  donné  dans  le  système  de  base  n  pré- 
sente le  caractère  de  la  fortuite,  on  calcule  dabord  les  écarts 
./i.  jc.,,  . .  . ,  ^n—ii  puis  la  quantité 


(x\ 


.-rix» 


,-+-.r„_.,.r„_,  )-, 


qui  est  la  valeur  observée  dc«p,  soit  a.  Si  la  probabilité,  donnée  par 
les  formules  ci-dessus,  pour  que  p  soit  supérieur  à  <5t  est  très  petite 
ou,  au  contraire,  très  voisine  de  un,,  il  faut  en  conclure  que  les 
chiffres  ne  se  succèdent  pas  fortuitement,  car  il  est  alors  inadmis- 
sible que  le  hasard  ait  produit  des  écarts  aussi  grands  ou  aussi 
petits. 

Dans  le  cas  des  décimales  de  -,  /i  :=  lo,  ]jl  =:  'jo'j  ;  la  valeur  moyenne 
de  p  est  17,34,  la  moyenne  quadrati(|ue  est  17,84,  la  valeur  la  plus 
probable  est  16,82  et  la  valeur  probable  est  17,5.  11  n'y  a  pas 
3  chances  sur  100  pour  f|ue  0  soil  inférieur  à  to,  ni  3  chances  sur  1000 
pour  que  p  soit  supéiieur  à  3o.  La  valeur  a  calculée  est  16.  Ce  résultat 
est  très  satisfaisant;  autant  que  leN-périence  permet  de  l'affirmer,  les 
décimales  du  nombre  t.  se  succèdent  au  hasard. 


SKANCE   DU  ^27  OCTOBKE   1920. 


piU';sii)i:.NCK  m:  m.  dhacii. 


laieclions 


Sont    élus    à    l'unaiiiinité    membres    de    la    Société  :  M.    le   général 
Fetter,   présenté  par  MM.    lîorel  et   Lebesgue;  M.M.   A.   l'^rrera,  pré- 
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semé  par  MM.  Lebesgue  et  Montel  ;  Venlier,  présenté  par  MM.  Aime- 
ras et  Grévy;  Varopoulos,  présenté  par  MM.  Montel  et  Kemoundos. 

Communication  : 

M.  A.  Lévy  :  L'application  des  fractions  continues  à  la  recherche 

(les  formes  quadratiques  de  déterminant  donne  permet  de  tramer 
des  substitutions  linéaires  qui  transforment  ces  formes  en  formes 
équivalentes. 


SEANCli    DU    10   NOVEMBRE    ni-2(». 

l'RKSIDF.NCK    DE    M.    DUAtill. 

Elections  : 

Sont  élus  à  l'iirianimilf  membres  de  la  Société:  MM.  WalscJi.  pié- 
senté  par  MM.  Hadamard  et  Drach;  Kumasuke  Ogura,  présenté 
par  MM.  Hadamard  et  Lebesgue;  Rowe.  présenté  par  MM.  Dracb 
et  Hadamard  :  Teiji  Takagl,  présenté  par  MM.  Hadamard  et 
\.  Lévy. 

Communications  : 

M.  Gambier  :  Sur  la  déformation  des  surfaces  et  un  exemple 
déduit  de  la  série  de  Fredholm. 

M.  S.-l\.  ho>e  :  The  horpolhode  of  Poinsol. 

The  iheorem  tbat  the  horpolliode  of  Poinsot  bas  no  point  of 
inllexion.  bas  been  variously  proved  by  MM.  de  Sparre.  Mannheim, 
Saint-Germain,  Uoutb,  L(;cornu  and  otbers. 

Tfie  earlier  proofs  sometimes  used  properties  of  elliptic  function, 
and  often  a  long  calculation  is  necessary,  so  ihat  a  simple  direct 
proof  is  very  much  to  be  desired.  Hecently  in  Bull,  de  la  Soc.  math, 
de  France  (t.  XXXIV),  M.  Lecornu  bas  given  a  simple  proof  by. 
considering  tbe  motion  of  tlie  normal  of  tlie  horpolbode  cône.  Tbe 
foUowing  is  a  simple  proof  of  tbe  ibeorem  based  solely  on  the  dyna- 
mical  coiisi<leration  of  tbe  I*oinsot  motTon,  lience  l  hope  it  will  be 
found   ititeresting. 

Lel  A,  1>,  Cl,  be  the  three  principal  moments  of  inertia  of  a  bodv 
li\ed  al  a  point  O.  and  Ol,  and  01.  are  tbe  two  successive  po>itions 
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of  the  instantaneous  a\is  at  lime  l,  and  /  -\- dl.  The  ends  I,  I',  etc., 
on  the  invariable  plane  trace  oui  the  hoi  polhode.  lenglhs  01,  01',  etc., 
being  proporlional  to  the  résultant  angular  veloclly  al  anv  instant. 
\t  a  point  of  inflexion,  ihe  horpolhode  will  hâve  a  stationary  lan- 
gent; i.  e.  the  total  change  of  the  vector  II',  will  be  along  ils  own 
lenglh. 

Remembering  ihat  11'  has  componenls  proporlional  to  o),  dl.  'ji.dt, 
M^dt,  along  ihe  ihree  principal  moving  axes,  ihe  condition  notice 
above  reduces  analytically  to 


from  vvhich 


loi  —  ojj  lO} -I- (Oj  oio  0)2 — f.jj  fo  I -(- tOi  10;)  (0:[ — <•.)  j '.) 2 -+-  lo ^  O)  | 

(,)       _ --^  =  , =   : 

10 1  M  2  t'-»;! 

we  hâve  from  Eiiler  e<|ualions 

A  10,    =    (  B   C  )0J2  O);), 

B  OJ2  =  (  G  —  A  )  &):j  (0  1 , 

C 103  =  (  A  —  B  )  0)  1 0)2 , 

Aoji  =  (B  —  G)  (0)2^3 -^  0)30)2). 
B  (02  =  f  G  —  A  )  (  0)3  toi  -I-  0)  I  0)3  ) , 
G 0)3  =  (  A  —  B  )  (  0) 1 10-2  -h  '■•>2  f'>  1  ) • 

Subsliluling  in  (1)  we  hâve 

'J^i^  (  A  -+-  B  —  G)  -  —  (  A  ^  C  -  B  )  =  Af  B  —  G). 

0)3  0)2 

!:^  (  B  H-  G  -  A)  -  — '  (  A  H-  B  -  G)  =  >.(G  ~  A  ), 

M[    "  0)3 


'^  (G  +  A  —  B)  -  ^  (  1}  -+-  G  -  A  )  =  ).(  A  -  B), 

OJ2  Wl 

so  thaï 

(.;,.)  l:!l ,  B  -  G  )  (  lî  -1-  G  —  A  )  +  -  '  (  G  ^  A  )  (  G  +  A  -  B  ) 


But  remembering  ihat 


,    ^^j!  (  A  — .B  M  \  -+-  B  —  G)  =  o. 
0)3 


we  hi 


A  o>i(i)|-;-B  f.) 2  0)2+ G  ',)3f.)3  =  o, 

A-  0)]  '<)!  -i-   B-  W2  '>>i  -+-  G*  '')3  '''3  =  I), 


(|J|0>1  (02  0)2 


BG(B  — G)        GA(G  — A)        AB(A  — B) 
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hence  subslituting  in  (2)  we  hâve  a  necessary  condition  for  ihe  point 
of  inflexion. 

AB(A  — B)2^        ^       ^ 

H — (  A  -h  B  —  C  ;  3=  o, 

which  is  obviously  impossible  as  Bh-C  —  A,  C  +  A  —  B,  A  +  B  —  C 
are  ail  positive,  so  that  the  left-hand  side  is  an  essentially  positive 
quantity. 

Hence  there  cannot  be  any  point  of  inflexion  on  the  horpolhode. 


SEANCE    DU   24    NOVEMBRE    1920. 

PRlisiDENCE    DE    M.    DRACH. 

Élections  : 

Est  élu  à  l'unanimité  membre  de  la  Société  :  M.  Lhoste,  présenté 
par  MM.  Drach  et  Paul  Lévy. 

Communications  : 

M.  Gambier  :  Sur  la  déformation  des  surfaces  et  an  cas  d' impos- 
sibilité. 

Darboux  a  établi  au  Tome  III  de  la  Théorie  des  surfaces,  page  279, 
la  proposition  suivante  : 

On  peut  toujours  déformer  la  surface  S  de  telle  manière  qu'une  de 
ses  courbes  F  vienne  coïncider  avec  une  courbe  quelconque  D  de 
l'espace,  pourvu  que  la  courbure  en  chaque  point  de  D  ne  soit  pas 
égale  à  la  courbure  géodésique  de  T  au  point  correspondant. 

J'ajouterai  à  la  proposition  de  Darboux  la  remarque  suivante  :  Si 
la  courbure  de  D  est  diflérente  de  la  courbure  géodésique  de  F,  S  est 
recouverte  de  part  et  d'autre  de  T  par  la  surface  S,  obtenue  par  la 
déformation,  j'entends  recouverle  physiquement. 

Si  donc  une  surface  Sj  réelle,  applicable  sur  la  surface  S,  ne 
recouvre  S  que  d'un  côté  de  T,  il  est  nécessaire  que  la  courbe  D 
satisfasse  à  la  condition  exceptionnelle;  or,  d'après  la  conservation 
de  la  courbure  géodésique,  D  aura  en  clia(|ue  point  son  plan 
osculateur  tangent  à  la  surface  Sp  D'autre  part,  j'ai  montré,  au  Bul- 
S.   M.  —  Comptes  rendus.  4 
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lelin  des  Sciences  mathématiques,  que  Si  admet  D  pour  arête  de 
rebroussement  et  possède  une  auto-application  qui  laisse  chaque 
point  de  D  invariant. 

J'avais  oublié  de  montrer  qu'il  résulte,  précisément,  de  l'étude  de 
Darboux,  que,  non  seulement  D  est  arête  de  rebroussement  de  Si, 
mais  que,  en  plus,  le  plan  tangent  à  Si  en  chaque  point  de  D  est 
osculateur  à  D. 

Je  n'ai  pas  encore  élucidé  le  fait  de  savoir  si,  réciproquement, 
il  suffit  que  le  rayon  de  courbure  de  D,  courbe  donnée  à  l'avance 
comme  homologue  de  F,  soit  égal  au  rayon  de  courbure  géodésique 
de  r,  pour  qu'il  soit  possible  de  déterminer  la  surface  Si  qui  recou- 
vrira S  d'un  seul  côté  de  F  (et  en  double  de  ce  côté).  Il  peut  se  faire 
que  D  doive,  en  outre,  satisfaire  à  d'autres  conditions  pour  que  la 
surface  S,  puisse  être  obtenue. 

En  tout  cas,  sur  S  menons  en  chaque  point  de  F  la  géodésique  tan- 
gente en  ce  point  à  F,  toutes  ces  géodésiques  pénètrent,  à  l'exclusion 
de  l'autre,  sur  l'une  des  deux  régions  déterminées  sur  S  par  F  :  c'est 
cette  région  de  S  qui  sera  recouverte  deux  fois  par  la  surface 
inconnue  S,,  l'autre  région  n'étant  pas  recouverte.  On  peut,  vraisem- 
blablement, se  donner  F  arbitrairement,  mais  non  la  région  limitée 
par  F  qui  doit  être  recouverte. 

Dans  le  cas  des  développables,  ces  propositions  se  vérifient  immé- 
diatement :  la  condition  nécessaire  trouvée  plus  haut  est,  alors,  mani- 
festement suffisante. 

M.  Gh.  Michel  .  Sur  des  polynômes  qui  généralisent^  à  la  fois, 
les  polynômes  de  Legendre  et  les  polynômes  cos(«  arccoso:^). 

1.  On  voit  facilement,  par  idenlificalion,  que  l'équation  dilTéren- 
tielle 

(i)  {x"^  —  \)r"  +  y.xy' —  n{n  -\- y.  —  \)y  —  o^ 

où  a  est  une  constante  posili\e,  admet  comme  intégrale  un  poly- 
nôme V„  défini  à  un  facteur  numérique  non  nul  arbitraire  près.  Ce 
polynôme  est  de  degré  n,  et  les  degrés  de  ses  termes  sont  tous  de 
même  parité  que  n. 

2.  Les  équations  \  ,  rr  o  (;^t  Vj  =  o  sont,  respectivement, 

I 

.r  =  o,         X- =  o; 

a  -f-  I 

elles  ont  toutes  leurs   racines   réelles  et  distinctes,  comprises  entre 
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—  I  el  H- I .  Celle  propriété  est,  quel  que  soit  a  >  o,  applicable  à 
l'équation  V„  =  o.  Pour  l'établir,  il  suffira  de  raisonner  par  induc- 
tion, en  remarquant  ([ue  V'„  est  intégrale  de  l'équation  diflTérentielle 

{X- —  i;/"h-  (y-  -+-  ■>.  )xy'  —  {il  —  ij  (n  -i-  a  )_/  =  o, 

qui  se  déduit  de  l'équation  (i)en  remplaçant/iparw  —  i  eta  para-t-2, 
positif  coname  a. 

3.  D'après  cela,  V„(i)  est  difTérent  de  zéro,  et,  comme  V„  esl  défini 
à  un  facteur  numérique  non  nul  arbitraire  près,  on  peut  supposer  que 
l'on  a  choisi  ce  facteur  numérique  de  façon  que  V„(i)  soil  égal  à  i. 
Dans  cette  hypothèse,  V„(x)  est  positif  pour  toute  valeur  de  x  supé- 
rieure ou  égale  à  i,  du  signe  de  ( — i)"  pour  toute  valeur  de  x  infé- 
rieure ou  égale  à  —  i.  En  outre,  V„(a7)  est  identique,  pour  a  =:  2,  au 
polynôme  X„  de  Legendre,  el,  pour  a  :rz  i ,  au  poljnome  qui  a  pour 
expression,  dans  l'intervalle  ( — i,  -hi).  cos(n  arccosa;),  et,  pour 
toute  valeur  de  x  non  intérieure  à  cet  intervalle, 

{x  -V-  \/x'' —  1)"^  ('^ —  \/x-  —  l)" 


h.  Comme  les  polynômes  V„  sont  de  degrés  tous  diflférents,  il  est 
immédiat  que  tout  polynôme  /{x)  peut  être  mis,  d'une  manière  el 
d'une  seule,  sous  la  forme 

AV„+BV/,  +  ...+  LV,, 

A,  B,  .  . . ,  L  étant  des  constantes  non  nulles,  n,  p,  .  .  . ,  t  étant  rangés 
dans  l'ordre  décroissant;  n  est  le  degré  def{x). 

On  a,  relativement  aux  polynômes  V„,  el,  notamment,  relativement 
aux  polynômes  cos(rt  arccosx'),  le  théorème  suivant,  que  Laguerre  a 
énoncé  et  établi  seulement  dans  le  cas  particulier  des  polynômes  de 
Legendre  {OËcwres,  i.  1,  p.  i44)  : 

Le  nombre  des  racines  réelles  supérieures  ou  égales  à  1  de  l'équa- 
tion f{x)  ^^  o,  chaque  racine  comptant  pour  un  nombre  égal  à  son 
ordre  de  multiplicité,  est  au  plus  égal  au  nombre  des  variations 
de  la  suite  A,  B,  .    . ,  L. 

La  démonstration  de  Laguerre  s'applique  au  cas  général,  toutefois, 
avec  quelques  modifications,  tenant  à  ce  que  -  n'est  pas  nécessaire- 
ment un  nombre  entier.  Il  faut  utiliser  la  définition  de  Tordre  de 
multiplicité   d'une   racine  d'une   équation    dont   le  premier   membre 
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est    une    fonction    quelconque    développable   suivant  la    formule   de 
Tajlor. 

On  a  les  conséquences  suivantes,  énoncées  par  Laguerre  dans  le 
cas  des  polynômes  de  Legendre  : 

1°  Le  nombre  des  racines  réelles  inférieures  ou  égales  à  — i  de 
l'équation  f{j^)=zo  est  au  plus  égal  au  nombre  des  variations  de  la 
suite{— i)" A,  {—i)"B,  ..    ,(— i)'L. 

2°  Si  l'équation  f{x)  =:o  a  toutes  ses  racines  réelles  et  non  inté- 
rieures à  l'intervalle  ( — i,  +i),  le  nombre  des  racines  positives 
est  égal  au  nombre  des  variations  de  la  suite  A,  B,  .  . ,  L  et  le 
nombre  des  racines  négatives  est  égal  au  nombre  des  variations  de 
la  suite  (  — i)«A,  (— j)/'B, (— O'L. 

3°  Si  les  nombres  [j.  et  [x'  de  variations  des  deux  suites  précé- 
dentes ont  une  somme  plus  petite  que  n,  Inéquation  f{oc)  z=:  o  admet 
des  racines  réelles  comprises  entre  —  i  et  -\-  i  ou  des  racines  ima- 
ginaires, en  nombre  au  moins  égal  à  n  —  {^  -h  /Jt). 

L'analogie  avec  la  règle  des  signes  de  Descartes  est  évidente. 

M.  A.  Lévy  :  A  tout  nombre  n  on  peut  faire  correspondre  une 
infinité  de  nombres  n'  tels  que  \/nn'  réduite  en  fraction  continue 
ait  une  période  de  quatre  termes. 


SÉANCE  DU  3  DÉCEMBRE  1U20. 

PRÉSIDENCE    DE    M.    DRACH. 

Élections  : 

Sont  élus  à  Tunanimité  membres  de  la  Société  :  MM.  Lhosle,  pré- 
senté par  MM.  Dracli  et  P.  Lévy;  Bays,  présenté  par  MM.  Montel 
et  Vessiot  ;  Sono,  présenté  par  MM.  Hadamard  et  Montel. 

Communications  : 

M.  Gambier  :  Sur  les  mécanismes  transformables  et  défor- 
mables. 
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M.  Wavre  :  Sur  les  développements  de  Mittag-Lejjler. 

Dans  sa  Note,  insérée  dans  les  Leçons  sur  les  fonctions  de 
variables  réelles  de  M.  Borel  (p.  iii),  M.  Painlevé  pose  la  question 
suivante  : 

Etant  donné  un  développement  de  Taylor 

00 

n=rO 

exisle-t-il  un  développement  de  Millag-Leffler 

tel  que  la  dérivée  du  développement  At  f{x)  soit  identique  au  déve- 
loppement de  la  dérivée  de/(^);  c'est-à-dire  tel  que 

m'[f{x)]^m[f'{x)] 

et  cela  quel  que  soit/(^)? 

On  voit  aisément,  en  identifiant  les  deux  membres  de  l'identité 
précédente,  que  les  coefficients  "kp^  doivent  satisfaire  aux  conditions 

Le  développement  M  doit  donc  être  de  la  forme 

^\f{^)]  ~^(^>on«o-i-  Xo(„-i)aia:  +  ...-H  Xooa«a7''). 

Il  est,  dès  lors,  facile  de  montrer  qu'un  pareil  développement 
appliqué  à  la  fonction  -divergerait,  au  moins  pour  toute  valeur 

de  X,  tel  que  l^|  >  f  -+-  -r-z — p,  et  ne  saurait,  par  conséquent,  être  un 

I  ^00  I 

développement  M.  La  réponse  à  la  question  que  posait  M.  Painlevé 
est  donc  négative. 
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SÉANCE   DU  22  DÉCEMBRE   1920. 

PRÉSIDENCE    DE    M.    DRACH. 

Communications  : 

M.  Falou  :  Sur  un  problème  de  la  théorie  générale  des  fondions 
analytiques  :  en  quel  ensemble  de  points  une  fonction  analytique 
devient-elle  nulle  sur  une  ligne  singulière?  ('). 


M.Wavre  :  Sur  l'équation  de  Fredholmci>(ûs)=:  /     — ■ — ; dz 

et  son  rapport  avec  l'intégrale  de  Cauchy  (o{x)-- :  /    — — — dx. 

2  711 J    z       a: 


(')  Cette  question   a  été  traitée  avec  les  développements  qu'elle  comporte  au 
Bulletin  des  Sciences  mathématiques  (2'  série,  t.  XLV,  mars  192 1). 
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SUR  QUELQUES  ÉQUATIONS  DU  SECOND  ORDRE 
QUI  ADMETTENT  UNE  TRANSFORMATION  DE  BÀCKLUND 

Par   y\.    \'l.   Cours  AT. 


La  recherche  j^énérale  des  équations  aux  dérivées  partielles  de. 
Mongc-Ampére,  qui  admeUrul  une  transformation  de  BiicUlund  B^ 
ou  B3,  paraît  difficile.  Dans  le  travail  ci-dessous,  je  me  suis  borne 
à  déterminer  certaines  équations  de  cette  espèce  qui  ne  renferment 
fpie  la  dérivée  du  second  ordre  5  et  qui  sont  billnéaires  par  rap- 
porl  aux  dérivées  du  premier  ordre  p  et  q.  Les  résultats,  quoique 
très  particuliers,  ne  me  semblent  pas  dépourvus  d'intérêt,  el 
d'autre  part  la  méthode  suivie  peut  certainement  s'appliquer  à  de> 
écpiations  d'une  forme  plus  générale. 


!.■  Je  rappellerai  d'aboid  (jueiques  résultats  en)pruntés  à  un 
Mémoire  rccenl  Sur  le  pi oblènie  de  /Jac/dund  {*).  Soit  (S)  un 
système  de  deux  équations  de  PfafT  à  six  variables 

(S)  I      1  i       1  -       i 

I  Wj  =  Bi  dxi  -T-  I!..  dx^  -i- . .  .  -r-  Bc. d^c  =  o, 

dont  les  cocfricienls  A,,  B,  sont  des  fonctions  cpii'l(onc[ues  des  six 
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variables  x,,  x^,  ...,  x^'fCe  système  peule/i  généraL  par  un  choix 
convenable  des  vai'iables,  être  ramené,  de  deux  façons  diflérentes 
et  de  deux  façons  seulement,  à  la  forme  réduite 


(0 


O,  =.  dz  —  p  clx  —  q  dy  =  o, 

<>.  —  \dx-^\  dy  -^V  dp  -{-Qdq  =  o. 


\,  ^ ,  P,  Q  étant  des  fonctions  de  x,  j',  ;,  p^  q  et  d'une 
sixième  variable  a.  Considérons  une  intégrale  M^  du  système  (S) 
représentée  par  les  quatre  équations 

z=f{x,y),  P=-^'  "i^dy'  "  =  ?(^'^); 

les  deux  fonctions  :;  =/  et  u  =^  o  des  variables  indépendantes  x 
et  y  doivent  satisfaire  aux  deux  relations 

(•2)  X+P7-+Qs  =  o,         Y+P5  +  Q<  =  o, 


ox-  Ox  oy  ôy- 

et  lélimination  de  u  entre  ces  deux  relations  conduit  à  une  équa- 
tion aux  dérivées  partielles  du  second  ordre  E,,  à  laquelle  doit 
satisfaire  la  fonction  r  ■=f(x,y), 

(3)  ^'(^■.r,  z,  p,  q,  r,  s,  t)  =  o. 

(ktle  équation  E,  dont  l'intégration  est  équivalente  à  celle  du 
système  (S),  je  l'appelle  une  résolvante  de  première  espèce  du 
système  (S).  D'après  la  façon  même  dont  cette  équation  (3)  a  été 
obtenue,  l'équation  E,  admet  irne  famille  de  caractéristiques  du 
])remier  ordre,  et  inverseuient  toute  équation  du  second  ordre 
admettant  une  famille  de  caractéristiques  du  premier  ordre  est 
une  résolvante  de  première  esj)èce  j)Oiir  un  système  de  deux  équa- 
lions  de  IMaU.  Si  l'équation  E,  est  une  équation  de  JMonge-Ampère, 
ayant  ses  à\:\\\  familles  de  caractéristi(|ues  distinctes,  elle  est  une 
résolvante  de  première  espèce  pour  deux  systèmes  distincts  de 
deux  équations  de  Pfaff  à  six  variables,  chacun  de  ces  systèmes 
correspondant  à  une  des  familles  de  caractéristiques. 

Puisque  le  système  (S)  peut  en  général  cire  ramené  de  deux' 
façons  dinV'rcnles  à   la  forme   réduite   (i),  ce  système  aduict   en 


-('•iKM-al  (Jeux  résolvanh's  de  première  espèce  (E,),  (Ej),  qui  ne 
^oiit  (rnilleiirs  (h'ienniiiées  (juà  une  liansfoniiation  de  eonlael. 
j)rès. 

Dans  ce  qui  va  suiv  re,  nous  ne  rej^ardeions  pas  conime  distincles 
deux  équations  du  second  ordre  qui  se  ramènent  l'une  à  l'autre 
par  une  transformation  de  contact,  ni  (^omme  distincts  deux  sys- 
tèmes de  deux  équations  de  Pfad"  qui  peuvent  se  ramener  l'un  à 
l'autre  par  un  chant^emenl  de  variables. 

Les  d(Mix  résolvantes  de  première  espèce  (^E,),  (Eo)  d'un 
système  de  Plafl'  (S)  s(^  déduisent  l'une  de  l'autre  par  une  Irans- 
lorniation  de  Biiekiund  B,.  et  inversement,  deux  équations  du 
>eeond  ordre  qui  se  déduisent  lune  de  l'antre  par  une  transt'or- 
jnalion  de  Biiekiund  B,  sont  les  deux  résolvantes  de  première 
<îspèce  d'un  système  (S)  de  deux  équations  de  PfafT à  six  variables. 
■(>es  proj)ositions  donnent  aisément  la  solution  des  principaux 
problèmes  (jue  l'on  peut  s(!  pro|)oser  relativement  aux  transfor- 
mations B,  ;  je  n'y  reviendrai  pas. 

'2.  J^'intégration  (\\\  svstèn>e  (S)  peut,  dans  certains  cas,  se 
ramener  d'une  autre  façon  à  rinté<;ration  d  une  équation  de 
\lon;4e- Vmpère.  l*r<Mionis  une  équation  quelcon(pie  du  système  (S) 

<2,  =  X'.)| -;- (jKOj  =  o, 

<t  Mippos(»ns  celte  é(piation  ramenée.  |>ar  un  choix  convenable 
^\^ts  variables,  à  une  foi'me  canoni(|ue 

l>i  =  dz  —  p  d.r  —  y  dy  =  o, 

les  variables  étant  x^  )',  z.  y/,  (j.  ii .  On  peut  former  un  système 
é(pii valent  au  systènif;  (S)  eu  ajoutant  à  il,  ::=  o  une  (''(piation  iï^  =  o 
ne  renfermant  pas  dz.  Si  cette  équation  ne  renferme  pas  du.  le 
système  (S)  est  ranu'hé  à  la  forme  réduite  (n:  c'est  le  cas  qui 
vient  d'être  examiné-,  et  (pie  nous  pouvons  écarter.  Ce  système  (S) 
j»enl  donc,  d  une  inlinité  de  manières,  é-tre  rainenf-  à  la  forme 

ÎL>i  ^-  dz  —  p  dx  —  (]  dy  =  o, 
O2  ~  du  —  \  dx  ~\  dy  —Y  dp  —  Q  dq  ^  o. 

\.  ^  ;  I*.  ()  «'•lanl  (les  fonctions  des  six  variables  x,  j\  ;,  /;.  </.  u, 
<pii  peuvent   (-tic  ipieh Diupies.  Soit  Mo  une  multiplicité  intégrale 
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à    deux    dimensions    de    ce    systènu',   représenl»'-»-    par  lo>   qiialir 
équations 

la  fonction  u=-z,{x^y)  est  une  intégrale  de  r<''qualinu  au\  diflé- 
rentielles  totales 

(  >;  du  =  (X-T-  V V  ^  (ds)  dx -\- {\  -i-  P5  —  Q/)f/r, 

DÛ 

dV  d^f  tr-r 

^=T^'  ■*=J~-T-'  '=T-^* 

tix-  ox  ôy  uy- 

La  condition  d'intéyrabililé  de  cette  é([uation  renterine  en  général 
la  fonction  //  :  inai'>  il  peut  se  faire  que,  pour  un  choix  particulier 

de  l'équation  lî, -=0,   c'est-à-dire  du   rapport-»   cette  condition 

d'intégrabilité  ne  renferme  pas  u.  C'est  alors  une  équation  de 
Monge-Ampcre  E  ,  à  laquelle  doit  satisfaire  la  fonction  zz=f[x^y  ). 
A  toute  intégrale  de  cette  équal'ion  correspondent  une  infinité  de 
fonctions  ti  =  œ  [x^  y),  dé|)endant  d'une  constante  arbitraire,  qui 
s'obtiennent  par  l'intégration  d'une  équation  aux  diflcrentiellcs 
totales  (5)  complètement  intégrable.  Pour  abréger,  je  dirai  queE' 
est  une  résolvante  de  seconde  espèce  du  système  (S). 

Un  système  (S)  n'admet  pas  forcément  de  résolvante  de  .sect)n(le 
espèce,  mais  il  peut  aussi  en  aduieltre  plusieurs  ou  même  une 
infinité.  Une  résolvante  de  preuiiére  espèce  et  une  résolvante  de 
seconde  es[)èce  d'un  même  sjsicme  de  Pfall"  (  S^  se  déduisent 
l'une  d(^  l'autie  par  une  transformation  de  Biicklund  Bj.  Deux 
résolvantes  de  seconde  espèce  d'un  même  svstéme  de  IMafl'  se 
déduisent  l'une  de  l'autre  par  une  transtormalion  de  Hiicklund  Hf 
Les  réciproques  sont  vraies. 

3.  Étant  donnée  une  é(puition  de  Monge-Auq)ére  E,  la  redierdie 
des  équations  auv  dérivées  partielles  du  second  ordre  <jue  l'on 
peut  déduire  de  E  par  une  transformation  de  Hiicklund  se  décom- 
])ose  d'après  ce  qui  précède  en  deux  problèmes  distincts  : 

1"  Trouver  tous  les  systèmes  distincts  (^S)  de  deux  é(pialion> 


(le  iMadà  si\  variables  qui  admettent  l'équation  E  pour  i-ésolvantc 
<Ic  seconde  espèce  ; 

■>/'  Trouver  toutes  les  résohantes  de  seconde  espèce  de  chacun 
de  ces  sjslèujes  (S). 

Te  ne  m'occuperai  dans  ce  Mémoire  que  du  pi<'mier  de  ces  |)ro- 
blèmes,  pour  une  ècjnation  du  second  ordre 

(u"i  la  fond  ion  F  est  bilinéaire  en  p  cl  q.  Quelle  que  soit  la  tonc- 
lion  Vix,  y,  -, />,  q),  tout  système  de  deux  équations  de  Pfaff 
dout  1  équation  (6)  est  une  résolvante  de  seconde  espèce  peut  être 
ramené  à  la  foi-me 

^_  (  dz-pdx  -c/dy  =  o, 

I  du^/(.i\y,  z,  p,  n)dx~  ^{x,  y,  z,  q,  a)  dy  =  o, 

el  la  condition  dinléf^rabililé  de  la  seconde  des  ('-quations  (^) 

\  Op        Oq  I  f)y        ôz  '         àx        dz  du  '         <)if' 

doit  être  identique  à  ré-cjualion  (6),  ce  (jui  exij^c  (|ue  1  on  ait 

\dq         lip /  ôy         ôz  '         ôx         Oz'  On  •         Ou •' 

Si  celte  condition  es!  satisfaite,  il  est  évident  (ju'en  j)osant 

V  =  6(.r,  y.  z,  ii) 
el  par  suite  • 

(h>  —  —-dx  -\-  --dy     -    -    ( p  dx  ^  q  dy  \  ~-  -—  du. 
Ox  ùy    •  Oz    '  i    J  ^jf       > 

la  seconde  des  e(|uations  (y)  est  remplacée  |)ar  une  «'•(pialion  de 
mèuie  (oruie 

(«))  i^«'  =fi{-'\  y,  z,  p.  i>)dx~9x(x,y,  z.  q.  v)dy 

dont  la  condilioii  d"inléj;rabililé  est  la  nu'-mc  (jue  pour  la  |)re- 
uiièn;.  Mais  les  deux  systèmes  de  Pfafl"  ainsi  obtenus  ne  sont  pas 
distincts,  puisque  l'on  passe  de  l'un  à  l'autre  par  un  sinjplc  clian- 
};ement  de  variables. 

Lors(pie    le»    louet  iou>    /'(./■,  j',  c,  /M    el    'i(  X,  V.  -.  </)    ne    ren- 
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ferineut  pas  la  \arial>lc  a.  il  cnI  cliiii-  (iiic  la  cKiidllidu  (riulr^ia- 
bjlité  (le  l'(''([iiaU«)n 

(lo)  du  =f(.r,y,  z,  p)dx-+-o(T,y,  z,  q)dy 

ne  rent'enne  pas  «,  et  condiiil  bien  à  une  rcuiation  delà  ("orme  (G). 
J'ai  établi  dans  un  M«hii()ire  anlcrieur,  Sur  quelques  transfor- 
mations des  équations  aux  dérivées  partielles  du  second 
ordre  ('),  les  eondilions  nécessaires  el  suffisanles  jxxii'  (|ii"iinc 
équation 

(il)  S^-i-K  =  o. 

où  W  et  S  ne  dépendent  f[ue  de  ./•,  y,  ;,  p,  q^  |)i'(»vienne  sans 
aucune  réduction  de  la  condition  d'intéi;rabilité  d'une  (-(juation 
de  la  l'orme  (lo).  11  faut  et  il  suffît  pour  cela  que  l'on  ait 

I  up  uq  up'-         ay  \opj         U(j-         dx  \i)q 

(12) 


dp  ôq 

=  c 

), 

7^  - 

dy\ 

à-p]' 

ôq-^ 

rf^S 

ûz 

d 

~  dx 

m 

d 

^  dy 

m' 

dx  dy 

d    _ 
~dx  ~ 

à 
ôx 

-h 

d 

d 

f) 

dx  \()q  I        ()p  dq         dz 


d'- 


dx  d 


y        dx  \  dy  / 


Si  ces  conditions  sont  remplies,  on  peut  trouver  en  cdét,  d'une 
infinité  de  manières,  deux  fonctions/ (x,  j',  J,  p^  et  C3(\r,y,  c,  (j) 
satisfaisant  aux  deux  équations 

.'/>  ~  ^  ~     '  ôy'^  tz"^        àJ-~  û^z^-     ' 

t 

Il  existe  évidemment  une  inlinité  de  systèmes  de  deux  lone- 
tions  /{-T'iy-,  ^■,p)y  ^{^i}'^  ^'  7)5  satisfaisant  à  la  première  dr 
ces    équations,    puisque    Ion    a   -- — —  =  0.    hi  J^{.l:■,   r.  ^,  />  >, 

'-S'i{x\  y,  c,  q)  forment  un  premier  système  de  solutions,  tous  les 
autres  sont  de  la  forme 

/  =  /.  +  U/>  -r-  V,        'f  =  ç.  4-  l'y  -4-  w, 
V,   \  ,  \V   étant  des  fonctions  de  x\  y.   z-,  V.n  porlanl  ces  expres- 
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sfons  de/",  9  dans  la  seconde  condition,  elle  devient 


OÙ  Ton  a  posé,  pour  abréger, 

\  dy        dx 


,K^K-(iL-^y 


Or  les  dernières  conditions  (i?, )  peuvent  s'écrire,  on  le  voit  faci- 
lement, 

[    âz   ~  dx  \  dp  }       dy  \  àg  /  ' 

'A  est  donc  une  fonction  linéaire  de  p  et  de  rj,  et  par  suite  on  doit 
avoir 

ày         àz  dp  '  dz  dx         dq 

d\_       d\\  _    -,  ()c-a  dA 

dy         dx  dp  dq 

La  condition  d'intégrabilité  bien  connue 

,   ,  (>îa  (^2<-t\  d   I    dA  dA        ^\ 

^'''\  d^r-^  d^fip-^  dl\P^   '"l  -^  ^'^l'-'' 

est  précisément  identique  à  la  dernière  des  conditions  (12). 

On  peut  donc  trouver  une  infinité  de  solutions  des  équations  (  1  -V). 
On  peut  prendre  par  exemple 

U,=  o,        ^^=  f    '^^^dz^^ix.y),  W,^-^/'    ^  dz -^  r.{x,  y).  ■ 

les  fontions  •]/  et  t.  satisfaisant  à  la  condition 

d'I         d-        /.  dS{.  di({\ 

■d^-à:-^\:^-p-di;'^^),=,: 

Tout  autre   système  de  solutions  des  é(|uations  (i,V)  est  de  la 
forme 

dz  dx  dy 
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L'équation  S^  -i-  R  =  o  s'obtient  donc  comme  condition  d'inté- 
grabilité  de  l'équation  aux  différentielles  totales 

«[uelle  que  soit  la  l'onction  H{x,y,  z),  on  voit  que  le  système  de 
Pfafl"  dont  l'équation  S^-j-R^o  est  une  résolvante  de  seconde 
espèce  est  toujours  le  même 

dz  =  f)  clx  -=-  fj  dy, 

du  =  I  /,  -i-  \'  I  -t-  U ,  />  ]  </./■  -t-  [  o,  -^  \N'  1  -f-  U 1  r/  I  dy. 

Pour  ([u'unc  c(|uation 

(i  ">)  .V  -1-  V(x,  y,  z,  /j,  q  )  =  o 

puisse  <''tre  oblenue  comme  condition  d'intégrabilité  d'une  équa- 
tion auv  différentielles  totales  de  la  forme  (  lo),  il  faut  et  il  suflil 
que  Ton  puisse  trouver  un  ("acteur  \{x,y,  '•  Pi  (j)  tel  qu'eu  posant 

S  =^  \{x,  y,  z,  p,  q),  \\  =  À  r, 

les  coiulitions  (la)  soient  satisfaites.  Ou  a  ainsi  un  système  de 
cinq  équations  auv  dérivées  partielles  du  second  ordre  auxquelles 
doit  satisfaire  la  fonction  A.  Toute  solution  de  ces  cinq  écpiations 
est  un  inaJiiplicalear  pour  Técpiation.  D'après  ce  (|u'on  vient  de 
rappeler,  à  tout  multiplicateur  correspond  un  système  de  Pfaff  et 
un  seul  dont  l'écpiation  (  i .')  )  est  une  résolvante  de  seconde  espèce. 
Dans  le  travail  cité  plus  haut  (p.  iaç)  et  suiv.),  j'ai  déterminé 
Ions  les  multiplicateurs  pour  une  é(|uation  complètement  linéaire 

V  -1-  (tj)  -f   bq  -^  cz  =:  o, 

a,  b,  c  ne  dépendant  (jue  de  x,  y.  .le  reprends  d'abord  le  même 
problème  |»our  les  é(|uations  plus  générales  où  x  est  une  fonction 
hilinéaire  à  cocfticicnts  quelconques  des  dérivées  du  premier 
ordre  p.  q. 

11. 

i.  Les  é(jualions  bilinéaires  en  p  el  </ 

(iG)     s  -f-  ,^-(.v,  y.  z)pq  H-  a(x,  y,  z)p  ~  b(x.  y,  z)q  H-  t\x,y,  c)  =  o 
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conservent  la  iu<'me  fuinie  quand  on  prend  j)OLir  ineonnuc  une 
fonction  ([uelcon(|ue  Z  =  h{jc,y,  z  ),  sans  changer  les  variables  indé- 
|)endantes,  ou  quand  on  ])rend  pour  varialdes  nouvelle»  j:' =  es  (a?), 
y  =z  'l  (yj^  Ips  i'onclioii^  -iij:^)  et  'i^ri  étant  arbitraires.  Dans 
rc([uation  obtenue  en  posant  'A  =  0(.r,  r,  z),  le  coefficirni  de  P() 
est 

on  peut  donc  toujours  faire  disparaître  le  terme  en  /></,  en  prenant 
|>our  inconnue  une  intégrale  'A  =  H{x,  y,  z)  de  l'équation 

Si  |)ar  exemple  ^=o,  ré(jiiation  conserve  la  même  forme 
quand  on  prend  pour  inconnue  une  fonction  linéaire  quelconque 
<le  3. 

Z  =  -^(07,  J-)  -H  -'•i'i  .r,  V). 

(Cherchons  dan>  (piels  cas  l'équation  (  i(U  est  intigrabb-  parla 
méthode  de  Monge.  Pour  que  les  (''rpialions  dilUérentielles 

dx  =  o,  (/z  =  y  ciy.  //p  -+-  ^i^pq    •    <ip  -i-  bq  —  c  >  dy  =  o 

de  l'un  des  sAstémes  de  caractéristiques  admetlenl  la  coud)inaison 
mt«''grable   r/K  =  o.  la  fonction  K  doil  satisfaire  aux  deu\  relations 

Tz''       Tu^  •'  ^"^   "^  "''  +  '-"7  ^  '■  '  =  o, 
et  par  >«mir  aux  deux  relations 

Or  ce  .sv>tème  ne  peut  admettre  d  autre  intégrale  (|ue  1  intégrale 
évident*'  I*  ^  .r,  à  moin»  d'ètr*,'  un  système  com|)let.  ce  qui  exige 
([ue  Ton  ait 

,)a        ')ir  <)c        ,)h 

i)^        i)y  ilz        ()y 


w 

oV 

:^    () 



.h, 

''y 
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Si  l'on  a  tait  disparaître  le  ternie  enpq,  comme  il  vient  d'être 
dit,  on  a  ^  =r  G,  et  les  conditions  précédentes  deviennent 

t)a  i)c        i)b  , 

-r-  =  o.  —  =  —  -1-  <ih. 

i/z  <)z        ily 

Le  coefficienl   a  ne  dépend  donc  pas  de  ::  ;  on  peiil  alors,  en 

changeant  ::  en  \(x,  y)z,  (aire  disparaître  ce  coef'licient.  Si  a  =  o. 

•1         ■  1  j-.^-        (^(^         ôb  .  .  , 

il  reste  une  seule  conaition  -—  =  —>  qui  exprime  que  o  et  c  sont 

les  dérivées  partielles  d'une  fonction  Vix,  y,  :;  I  par  rapport  aux 
sarial)lesy,  ^,  et  l'équation  (  i6  )  est  ramenée  à  la  forme 

s  +  -r-  q  ^  -T-  =o; 

on  volt  ininiédialement  qu'elle  admet  l'intégialc  intermédiaire 

p^\}{œ,y.  z)  =  X. 

On  voit  de  même  que  si  les  équations  dillérentielles  du  second 
système  de  caractéristiques  admettent  une  combinaison  intégrable 
autre  que  dy  =  o,  l'équation  peut  être  ramenée  à  la  forme 

et  admet  l'intégrale  intermédiaire 

7  -H  VCj-,  _/,  z)  =  \ . 

Dans  le  cas  particulier  d'une  t'-qualion  de  la  forme  s  -^- gp<l  =  <>, 

où  a=:b=zc=o,  les  conditions  (  17)  se  réduisent  à  une  seule  -^  =0. 

L'équation  .s-)-^'(,r,  z)pq  =  o  admet  en  effet  l'intégrale  intermé- 
diaire 

\.o^p -^  j  g{.T,  z)dz  =  \. 

Pour  la  reclierche  des  multiplicateurs  dune  éijuatiou  de  la 
(orme  (^i(i),  nous  pouvons  ('videmment  stq^poser  qiu^  Ton  a  fait 
(lis[)araître  le  coefficient  dv  pq  par  un  changement  d'ineonnue.  e» 
jirendre  l'équation  sous  la  forme  réduite 

(.18)  s  -^  ap  -^  ùq  -h  c  =  o. 


-  11 

Si,  pour  cotte  c([iiati()n  irduile,  le  coerficieni  a  est  indépendaiit 
•  le  :;,  on  peut  aussi  supposer  que  l'on  a  l'ait  disparaître  ee  coefli- 
eient.  Remarquons  aussi  que,  si  l'équation  (  i6)  adincl  un  mullipli- 
eateur  tji(\r,  >),  indépendant  de  :;,/>,  (7,  e'est-â-dire  si  l'on  peut 
liou\er  deux  fonetions /(  ;r,  j^,  :?,  j»)  et  ^ix^y^  ^?  7)  lellcs  que 
l'on  ail  i(lenli(pienient 

df     do     i  i)f     <y^\ 

l.(x,  j)  (.  +  .,n-/>v  ^  ap  -^  bcj  -^  c)  ^  ^  -  -^  ^(^^  -  ^  j  5, 

1  ('(luation 

<)x  ()y 

que  Itin  cNVluil  de  l'cqualion  1  i())  en  picnanl  pour  iuconntie  Z=  1J.0 
admet  pour  mulliplieateur  Tunité. 

o.  Ces  remarques  étant  laites,  clierehons  à  dcUermiuer  les  miil- 
tiplieateurs  "tAx.  y,  z,  p,  q)  pour  l'(''quation  réduite 

I  I  (^  )  5  -T-  ap  -i-  Ix/  -i-  c  =  o. 

On  doit  poser,  dans  les  équations  générales  (  r^). 
S  =  À,         R  =  }.(a/>  -f-  6y  -f-  (•). 

Ix'S  eonditions  obtenues  sont  linéaires  et  liomogrnes  par  rapport 
à  la  l'onetion  inconnue  A  et  à  ses  dérivées;  la  somme  d'un  noinhic 
quelconque  de  uiultiplicateurs  est  donc  aussi  un  multiplicateur, 
résultat  qu'il  «Hiiit  facile  de  pnvoir  a  priori. 

La  première  des  conditions  (12),  =^  o,    montre   (pie   lr)ut 

nndtiplicnteur  c>t  de  la  (orme 

À  =  F(>:.  y.  z,  /> }  -r-  <I>(J",  j\  -,  t/  ). 
La  coiiditum 


i)i         i)p  ()q 

floiine  cnsiiilc 

IIZ  lit  ilp  <l(f  ilz  ')/>  ilij  ilZ 

la   \aleur  comuiuu»'  de  cc>  deux  expression-  e-i  loicément  ind<'- 
petiflante   de  p  et    de  if.   (  ,"es|   donc   une   ronclMtn  '/.(T.    V,  r")  des 
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\ariabl('s  x,y,  z  (|iie  Ton  peut  suppoNcr  nulle;  il  suffit  en  ellet  de 

remplacer  K  par  F-}-  /    |;l(  .r,  y,  z-  )dz  et<I'par<|)        /    |jl(. r.j'.  z]dz^ 

*  ~Q  -Il 

rv    (jui     ne    cliaiige    pas    la    somme    F-|-«I>  =  a.    On    peut    donc 
toujours  suj)pos<'f  (jue  l'on  a 


-  Ù-—  =  n, 

<)Z              ,)q 

si  nous 

posons 

('9) 

''  =  Tz' 

lout  mull  i|)licateur  A  csl  donc  de  la  forme 

(20)  \  =  V(.v,y,  ») -r 'l>(ar,  V,  t' ), 

où 

a  —  p  -^  [i,  V  ~  (j  -^  t. 

Rejnar<pions  cpie  lés  l'onctions  a  cl,  |^  ne  sont  pas  coinplctemcnl 
dcterminées  par  les  ('([uations  (19),  car  on  peut  ajouter  à  chacune 
d'elles  une  fonction  arbitraire  de  ,/  et  de  )',  mais  il  vaut  mieux 
en  \  ue  ^\i.'  la  suite  uc  pas  préciser  da\antai;e.  au  moins  |)Our  le 
moment. 

La  coud  II  ion 

,n\\  _    d   /,)S\ 
i)p'^         dy  \<)p  / 

,  .  ,  ày.  .  il'i 

in)us  donne  ensuite,  en  rcmplacanl^/  par  -— >('t  o  par  -^> 
'  *      '  ^       ôz  ^       tiz 

~ihCi\Tz^^'^Tz'^'^'^)'^''~ihi  Tz  ~  TûlJy  "^  ~ihû  Tz  ^       7û^  ÔJ-  ' 
ce  qu  (»n  p'ul  ecnre,  en  remplaçant  p  |)ai'  //  —  [j, 

'        Il  -^  c  — f-  —  8  —  \-^  ■!.- ~    


i)n'^  \i)z  i)y        '   iiz  J  i)u  <}z        Ou  i)y 

ou  encore 

^«ous  avons  plusieurs  cas  à  examine)'. 
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i"   Pour  (|iit'  les  coefficients  des  dérivces  dv  F  soient  indépeii- 
diinls  de  c,  il  faut  <|ue  lou  ail 


c"{;.sl-ii-dii( 


oz-  '  ')z        ôy  dz        i)z  i)z 


ihi  Or        dû  , 

ilz  i)z        Oy 


l/c'-qnatioa  (18)  admel  alors,  comme  on  l'a  vu  au  paraj^raplic 
précédent,  une  intégrale  intermédiaire  dépendani  d  une  (onction 
arbitraire.  Ce  cas  sera  evamiiu'  plus  loin. 

■'."  Supposons 

0-^x  _  Or  0'-^  0-j.  d'fj 

"^  ~  "'  ôz  ~~  OyOz  ~  ôz  ôz    "^  ^' 

m  diflt'reiUiant  les  deux  membres  de  léqualion  (  21  j  par  rapport 
à  z,  et  tenant  coinpte  de  la  condition  -— -  =  o,  on  \oit  que  l'on  doit 

.    d^F 
avoir  -— ,  =  o.  de  sorte  nue  l'  doit  élre  une  fonction  linéaire  de  u 
Ou-  1 

F    =     p  M    -t-     Ijr. 


Léqualion  {.'.i)  desienl  alors 


Oz 


et  l'équation  (;>.!)  admet  une  infinité  d'intégrales  qui  ne  dépendent 
que  de  x,  y,  u 

(  f/i  I  F  —  X  ue  '  •' "        -1-  ;x(a-,  y  ), 

\  étant   uuc   fouelioii  arbitraire  (b-  x,  [J-(.r,  Y)  une  fonction  arbi- 
traire des  variable^  .r  et  )■. 

.)"  Supposons 

f>»a  _  Oa 

17^  ^  TTz      "■ 

En  dillérentiaut  les  deu\  nuMubres  de  l'équation  (21  )  par  rapporl 
à  ::,  il  vient 

Oi-x  /    OU'  0F\       /Or        Ob  ,        ,0-^%\0^¥ 

ôr^y'i^--^'Tu)-^\oz--ô^-"^^^jzi)iûr^  =  ''- 
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o-  1  1  /•/■    •  1     d-F         ,        d^F    ,        t/F     .     , 

Si  le  i-apporl  <lcs  coetlicienls  de  — -  et  de  u  ■—- -{-  >■  -r"  "  '"•'  P'^- 
I  '  ôu'^  du-  Ou  ' 

in(lé])en(l.'HU  de;  :;,  il  faiidrn  que  l'on  ait 


c)2F 

0'-  F           àF 

: —   O, 

Il \-  ■?.  — 

du^          ' 

du^           du 

el    r)ar  suile  —  =  o.    T^'équalion   (21)   n'admet   donc  que  la  scdu- 

1  du  1  ^       /  i 

lion  F:r=ijL(jc,  }') ,  qul   soil  indé|)endanle   de   :;.  Pour  qu'il   v  ail 
•d'aulres  solutions,  il  taul  donc  que  le  rapport 


hî-m 


soit  éi^al  à   une  fonction   H(x,y)   indépendante  de  z.  On  a  donc 

Coinine  on  [xîuI  augmenter  [îi  dune  ("onelion  quelconque  des 
variables  x,  y  sans  cliani^er  Téquation  (16),  on  peut  supposer  que 
l'on  a  Tî  =  0,  el  la  relation  précédente  devient 

et  la  relation  ['>.ï)  se  décompose  en  deux  équations  distiuctes, 
puisque  —  dépend  de  r, 

cJ'-F  â\' 

iJu-  ou 

,,.  ,0^-F         .P¥ 

K( Xy  y) 


du"^        du  ()f 


1  •  -  ^F      '       1      I      r  ?(^)  y)        .11 

La   première  montre  (|ue  -r- est  de  la  forme  — ^^^ — >  et  la  der- 


du 
niére  devieni 

—  '>A\(.r,  y)  dy 


il  faut  donc  tpie  Ton  ait  K(,T,  y)  =  o,'p  =  \.  On  en  conclut  ipje 
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1  é(juiili<>a  (y  11  adiuci  une  solution  de  la  (orme 


>i  les  deux  ('■quations 


'■■=  -  -^!-i(-^>  j), 


Oz  dy 


adnicttenl  une  solulioii  eoninnuK;  en   [i.  Elles  ne  peuvent  former 
un  système  compli-tement  inlégrable,  car  la  condition  d'inlé^ra- 

bilité 

Ob         de        ôa  ,.  , 

ne  peut  être  vérifiée  identiquement  que  si  l'on  a 


i)a 

<)b 

de 

:=^    () 

—  .1        — 

ah 

dz. 

^y 

âz 

c'est  le  cas  que  nous  avons  réservé,  où  l'équation  (  i(i)  admet  une 
intégrale  intermédiaire  dépendant  d'une  fonction  arbitraire. 

En  résunié,  lorsque  les  équations  dilTérentielles  du  système  de 
cai'actèristiques, 

dx  =  o,         (h-  =  q  dy,         dp  -\-  i ap  -\-  bq  +  c)  dy  =  o 

n'admettent  j)a>  d  autre  combinaison   intégrablc  cpie  c/x  =  o,  la 
fonction 

V(x,y,  a)  =  V\x.y,p-^  [H^^J,  =)] 

a  l'une  des  former  -«uixanles  : 

i     1a,ly 

(  l>)  K  =  X  lie   •'"         -+-  \i{x,  y), 

(C)  F=^-^;.,^,j.); 

la   première  convienl   au   eas  général   où  les  çocflicients  a,  h^  c  cl 
leurs  dérivées  ne  vérifient  aucune  condition  particulière  d'égalité. 

I.a  forme  (B)  couN'cnl  au  cas  où  -—  =  0,   cl   la  foiiiic  ((li  au  cas 
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.     da     . ,  III 

ou,  —  n  étant  pas  mil,  les  neux  équations 

admettent  une  solution  commune  en  'ii. 

On  verrait  de  même  que,  lorsque  les  équations  ditlérentielles 
du  second  système  de  caractéristiques  n'admettent  pas  d'autre 
combinaison  intégrable  que  dy  =  o,  la  fonction 

«1>(  u-,  y,  f  )  —  'ï*(3',  y.  q  -^  'J.) 
a  lune  des  formes  suivantes  : 

(  V)  'I'  =  'M-.-*":  y)- 

f     ilxl.v 
(  B'  ;  «l)  =  ^  i>e   ■'■"  -r-  ;j.(  J-,  y), 

La  forme  (^A' )  convient  au  cas  fiénéral,  la  forme  (  IV  i  au  cas  où 

db  1  1      (•  ■  r^i  au      1  ,  111 

—  est  nul,  et  la  torme  (  d  )  au  cas  ou,  -—  n  étant  |)as  \\\n,  les  <leu\ 

équations 

dct  dy.  , 

(23')  T  =  "'  —  ^c  —  h% 

^        '  dz  ilx 

admettent  une  solution  commune  en  a. 

Il  nous  reste  à  associer  de  toutes  les  manières  possibles  les 
diverses  formes  des  fonctions  F  et  <^.  en  tenant  compte  de  la 
dernière  équation  de  condition  (12),  dont  ou  ne  s'est  pas  servi 
jusqu'ici. 

6.  Nous  allons  d'abord  chercher  dans  (piels  cas  léqualiou  (  i()l 
admet  un  multiplicateur  de  la  lorme 

X  ^ 

il  faut  pour  cela  que  le  système  {'>.?■>)  admette  une  solution  en  [j. 
et  le  svstème  (33)  une  solution  en  a.  Il  est  facile  de  voir  quelle 
est  la  sioriification  de  ces  conditions.  Des  écpiations  [•>.'6)  ou  tire 
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el  l'équation  (  18  i  devlrnl 

\>-\)  .«    ; -q  -\ ■ — h  a  I  «  -h   i  )  =  o  : 

file    a<linel   donr   loiitcs  les   inlé<;rale.s   fie   réquation   du   premiei- 
ordre 

C'Ô)  [>  -f-  S.(a7,  j>-,  s)  =  o. 

Réci[)roqiieinent,  si  léfjuation  (i8i  admet  toutes  les  intégrale^ 

de    Tcqualion    dn    premier    ordre    (>.5),    elle    doit   être    vérifiée 

idenliquemenl    quand    on   3    remplace  p  par  — |j(.r,  j',  :^  )   et   .v 

à'^         d[i  .  .  11,,. 

par -i-        'Y-^l'^  <ctte  equalion  esl  doue  de  la  lorme  {^\  )• 

Si  les  équations  (  a3' )  sont  également  compatibles  en  a,  léqiia- 
tion  (18)  admet  aussi  toutes  les  intégrales  de  l'éfjuatlon  du  pre- 
mier ordre 

(2V;  <7 -i- ai  JT,  jK,  -  I  =  o. 

delà  posé,  des  relations  (20)  el  ('>>.'))  ou  déduit  la  iu)u\elle 
relation 


- — ^  'j-  -^  =  — ^  -;-  3  -:-  : 

ux  i)z        Oy        '  az 


que  l'on  peut  écrire 


dx  '  '      dz  Or  oz 

el  (|ui  montre  <pie  1  écjuation 

dz  -{-  y.  dy  -^  '^  dx  —  G 

est  complètement  intégrable.  On  a  donc  pour  y.  el  [j  des  expres- 
sions de  la  forme 

(f)'  '  Oz  '  rtj-  *  t/c; 

el  ré(|uation  (  18  )  admet  toutes  les  inléj^rah-s  des  deux  é(piations  du 
premier  ordre; 

ûV       01  ol       ol 


Ox  '      oz  ^       °'  Oy         Oz  '^       ^' 


Xl,l\. 
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c'esl-à-dire  toutes  les  lonclions  z{x,'y)  (jui  salIsfoiH  à  Tune  îles 
relations 

les  fonctions  6  et  t.  étant  arbitraires.  Si  l'on  prend  pour  inconniKî 
la  fonction  \]{x,y,z)  elle-même,  l'éfjuation  obtenue  doit  être 
\érifiée  pourvu  que  l'une  des  dérivées  (Ui  premier  ordre  de  la 
fonction  inconnue  soit  nulle.  Celte  équation  sera  donc  de  la  lormc 

(aG)  s^  ^{x.y,  z.)/>q  =  o, 

et  par  consécjuent  toute  é<jualion  (i8)  qui  admet  un  multipli- 
cateur (le  la  forme  (1)  peut  être  ramenée,  par  un  changement 
(V inconnue^  à  la  forme  réduite  (  2()). 

Jl  est  facile  de  trouvei-  directement  les  multiplicateurs  pour  un<; 
é(|uatiou  de  cette  fornje.  On  a  en  cfïct  dans  ce  cas 

S  =  F(:7-,J,  ;,/>)-+- 'l>(:r,j,  z,q),  R  =  A'-(F  -^«l')/?^. 

,  ...      ùn\       ci  /ds\       .  . 

La  condition  -— -  =  -7-    -—    est  ici 

(    O'-V  dV\         ô-^V  o^V 

V  ne  contenant  pas  ry,   il   faut   que  l'on  ait  — -j- =  o,  c'est-à-dire 

triie  —  ne  contienne  pas  )  .    Il   eu    est  de   même   de   — — ,        .   »  et 
\       op  i       •  op-     ''-  op 

la  relation 

(J-^F  d¥\        diV 

+  ■>. 


ôp^  ôpj        Ozôp 

donnera  pour  g   une  \aleur  indépendante  de   )',  à  moins  que  l'on 

ait  à  la  fois 

in  F  JF  _  iP-  V   _ 

^  Op'-  ^      àp  "     '  <tz  dp 

La  première  liypothèse  est  à  rejeter,  car  l'équalion  (2(3)  serait 
alors  intéi;rable  par  la  méthode  de  JVTonge  (n"  i  ).  11  s'ensuit 
que  V  e>l  de  la  forme 

1'  =  -  -^Jii^-y-,  -s); 


—  19  — 

oïl  v<'riall  (le  iiirinc  que  ']»  est  de  la  lormc 

v\   |)iir  suite   un   miill  i[)li<  aleiir  de  r(''(|ualion  (  2()  )  est  de  la  loniie 

X        Y 

i  )n  a  dune 

,              ...        «S           O'^R     . 
<'t  la  eonuition  —    —  —  donne  ensuite 

03  itp  ÙfJ 

Enfin  la  dernière  des  eundilioiis  (i2)  se  réduit,  tous  calculs 
faits,  à  la  forme  simple 

(/./•  tty  (Jy  Oz    -  ifTtlz 

Il  sullira  donc,  pour  ol)tenir  une  équation  (  2()  )  ayant  un  nuilti- 
pliealeur  de  lu  forme  voulue,  de  prcMuIre  pour  p  une  inléiirale  de 
l'écjualion  ( '>.(S  ).  \  et  Y  étant  des  fon<-lions  données  de  r  et  de  )• 
jcspeetisemenl,  puis  de  prendre  pour  .;'   la  déri\ée  louant  limupie 

•■'  ~~      ,)z     ' 

Il  est  facile  d<;  vérilier  ce  résultat.  (Considérons  en  ellel  {'('qua- 
ti(»n  aux  difréi'enlîclles  totales 

(2<()        </u  —  l  \  li>ji/>  ■+-  pt.r,  y,  z  )p  -t-  p,]  r/i-  —  (  ^  l()i,'7  -f-  piy  ilv 
<liuil  la  condilion  d"intci;ial)ilili''  est 

//        '  \i)y        <>z  '  I'         i)y         i)z  '■  (j         i).r         i)z  ' 

Pour  (pie  e<il(-  eondilion  S(ul  idénticpie  à  l^'-ipialion  (  ;>.()).  il  laul 
(Mil-  Ion  ait 


1^.  '  Oy  ~     '•'        .)z 


iiz  i)  y         ilx 


—  20  — 
On  en  tire 


<)x  ày  i):r        i)x()z  >).t<)z  'h' <)z  '    <)y 

et  enfin 


()x  <)y  i).T  i)z  ()y  <):■ 

On  détermine  ensuite  p,  et  Oo  au  moven  des  équations  compa- 
tibles 

^  __              t)p  i)pi  _                 >)pi  _       ,)p.. 

,h-^^        Ty'  àz-^'"-''          7^-"^' 

Reniarquo.    —  En  prenant  pour  varial)les  iudépendaules 
./■'  =  I  ^  dx    et    j  =  I  V  dv > 
léqualion  (28)  prend  la  forme 

i).r  <)y  i)y  /)z      '      <)x  t)z 

On  obtient  des  intégrales  ne  dépendant  que  de  :;  et  de  x-j-  r  =  /, 
en  intégrant  l'équation  à  deux  variables 


,)f'  ,)t<)z 

qui  admet  l'intégrale  intermédiaire 
<)o  <)  \o"rj 


=  L. 


7.   Pour  (pie   l'équation   (18)   admette   un   uiultiplicatenr  de  la 
forme 

il  tant  d"al)oid  <|ue  h  soit  indépendant  de  z.  cl  de  plus  cpie  l'équa- 
tion (18)  admette  toutes  les  intégrales  de  l'équation  du  premier 
ordre /?  +  [j(.r,j,  :;)  =  o.  Si  h  est  indépendant  de  ;,  on  peut 
d'abord,  en  changeant  ;  en  \^{x.y)z^  reuiplacer  l'écpialion  (^18) 
par  une  autre  équation  a(hneltant   un  multiplicateur  de  la  même 


-  21  — 


l'ormo,  pour  laquelle  ou  aura  6  =  0.  Cette  Iranst'ormaiou  élanl  elFec- 
t  l'équal 


tuée,  on  a    -^  =  o,  t.'t  l'équation  est  de  la  torme 


'^y 


-^a\p  +  '^(x,y)]^o', 


enfin,  si  Ion  prend  pour  inconnue  -•  ^  1  'i!>{x,  y)  dx  au  lieu  de  :;, 
on  voit  que  toute  équation  (18)  admettant  un  multiplicateur 
de  la  forme  (II)  peut  être  ramenée  à  la  forme  réduite 


(\o 


s  -\-  a  p  ^=  o. 


D'après  l'élude  <jui  vient  dèlre  faite,  toul  niultiplieateur  de 
cette  é(|juation  est  de  la  foruie 

K^    -—\{rj  ^y.)-^  .^(X,    y),  —  =  a. 

Il  reste  à  dc-terniiner  la  (oiK'tion  •xix,  y)  de  façon  à  satisfaire  à 
la  dernière  des  conditions  (la).  Nous  emploierons  pour  cela  la 
méthode  lappelèe  à  la  fin  du  n"  3.  Nous  avons,  dans  le  cas  actuel, 

S  — \  I  t/  ^  y.)  -\-  {J.,  R  =  X a  —  ^  «/>(  7  -T-  a )  -1-  ;/ a/>  ; 

nous  pouvons  poser 

/■,  =  \  loi;//  -+-  •!/),         -j/,  =  ~  \  -l^ V X </, 

■  '  '  ■  i 

et  il  vieni 

dy         dx  \  t)y  j  <)x 


— -  =  \  «  a  H-  ;i.a -^ ,  -—  z^—\  —,  A  —p 7  — - 

iff  ily  ilcj  ()x  i)p  ii<i 


e|  la  condition  d  inL(''i>ral)ililè 


<}xi)p    '    <)y,ki    '    <)z  \^~Jp  "^  '^  "i^  ""'"*'  )~^' 
qui  est  id<'nli(pie  à  la  dernière  de>  conditions  (  1?.  ),  devient 

,,   ,  ')'-',J-  i)('xa)        ..i)iay.\  i)   /^    i)y.\        ^,  i)a 

'^'^  -1^-^  -IhT  -^^^JJ--  >)y  V  ôi)-~^Tz  =  ""' 

<Jy 
(  t  II  a  =  -   • 
Oz 


0-)    


Si  la  fonction  ix(.x,y)  satisfail  à  celle  C(tndilion.  on  peiil,  d'une 
infinité  (le  manières,  déterminer  deuv  lonc^lions  '^x,  { x,  y,- z) 
el  'J-i{-i'^  .)'.  Z-)  lelles  que  la  eondition  d"inléi;ral»ililé  de  ré(|uati<)n 
aux  difFérentielles  totales 

du  =  I  X  logyo  H-  [jp  -4-  [J-ii-r,  I  ,  z)  I  </.r  -~     V  -^ (-  ^  ay  -(-  ;j.jI  ./•.  jK-  -î  '  1  dy 

soil  idenli(|ue  à  recjiialion  lioi.  Il  (aul  el  il  suffil  pour  cela  (juc  ji-t 
et  'j...  vérifient  les  i-elalions 


i  - 


-—f= —  -|-a;j. -+- rt\  a,  -i-=—  Y-— ,  -j h-j—  =  a\, 

(|ui  sont  com()attl)les  d'après  l'ècpialion  (  .ii). 

Il  est  évident  (jue  si  le  eoetlicienl  a  est  une  lonclion  (jueleoiupie 
des  \ariables  x,  y,  z,  l'équation  (.n  )  n'admel  pas  en  général  d'inU'-- 
grale  'j.{x,  y)  indépendante  de  r.  Pour  obtenir  des  é(pialions  (  ,)o  i 
admeltant  un  multiplicateur  {\v  la  forme  voulue,  on  pourra  se 
donner  arbitrairement  les  fonctions  \,  ^,  'x{.r,y)  et  prendre 
pour  '/  une  intégrale  de  l'équalion  (.)i  ),  dépendant  de  la  variable  ::. 

En  échangeant  le  rôle  des  variables  .r  et  )',  on  déteruiinerail  de 
méuie  les  équations  qui  admelleni   un  multiplicateur  de  la  foriue 

>.  = f-  X(  /'  H-  3~i^  '  ■'"       +  •j.(-r.  y): 

ces  etpiations  |)euvenl,  piir  un  cliangeuient  linéaire  d  iucoiuiue. 
éli'c  ramenées  à  la  forme  réduite 

(3o';  s~hb(.r.y,  z)q  =  i}. 

8.     roule  •'■(puilion  (i8),<pil  adiiul  un  mull  ipliealeui- de  la  forme 

(Mit  x  =  __  ^_  ,,.(,,. .^),         X/^o, 

aduiel  aussi  (  n"  0)  lout(!s  les  iulegrales  de  fècpial  iou /; -h  |i  -  o. 
Soit  z  ^=f(  .r,  y,  ^  )  rinlégrale  généi-ale  (\c  celle  équation  du 
premier    ordi'e;    réquation    du    second    ordre    obtenue;   en    posant 

doit    admettre    toutes    je-    iulei;iales    de    l'eiiualinn  — ^  :^=  o.    Nous 

'  à.r 


—  2J  — 
|)<)uvons  donc  supposer  l'équatloa  (18)  ramenée  à  la  tornu> 

cl  l'on  voit  aisément  que  le  niiilliplicaleiir  de  la  nouvelle  ('(lualion 

doit  être  de  la  forme 

A 

/' 
On  a  flonc,  dans  ce  (;as, 

S  = h  0.  H  =  A  ^'Y  —  A  a  4-  A'  p7"7  "^  ^  ?/'• 

«•t  l'on  |)eut  poser 

/i  =  ^  l^'S/-  —  ,Vi         ?i  =  •»' 
^        i>       ^'Ai        i  i  '^^•^  I  '^'- 

c//  '  *  i  /  /  i  /  dy     ^'        '   dy  ^ 

Pour  que  ,'il  soit  une  foiveliou  linéaire  de  p.  q.  ou  doit  avoir 

d\  ,h 

——  =  o      011      A  =  \.  ^  '■>  —  ~T    =  o, 

dy  <)z 

el  il  reste 

.'t\  =  1 -^  H-  rt  0  )  />  -T-  \  i'  <-/  -^  X  rt  ; 

V     '^y        '/ 

la  dernière  des  conditions  (  1  ^  )  devient 

()-o  ,.  1)::        1)1  a  z)        ^.  i)a  .  1)  \y)'z: 

CVi)        —  T—T-  -^ -^  f-  -^ r ^  1^  =  O-  O"  ^=  77^- 

()x  ()y  <iy  ilx  ilz  ilz 

Les  deux  fonctions  a^x^  y,  :■)  et  p(a:,  j,  z)  sont  liées  par  la 
seule  relation  (H3),  et  l'on  peut  choisir  l'une  d'elles  arbitrairement 
pour  avoir  une  é(jualion  (  3:>>  )  admettant  un  multiplicateur 

(ÏIV j  À  =  -  -f-  ;Jt,  y.  Z). 

Inversement,  la  condition  d'intégrabilité  de  réc|ua[ioa  aux  diflé- 
rentielles  totale> 

du  =  \  \  iog/y  -h  p/>  -f-  0, 1  dx  —  Zi  dy 
est  idenli(|ue  à  ré(jualion  ('.\'>.  )  pour\u  (pu-  l'on  ait 


—  ii  — 

Los  trois  dernières  équations  sont  conipaliblcs  en  vertu  de  la 
condition  (  .)3). 

On  déterniinerait  de  même,  en  échanjj;eant  le  rôle  des  variables  x 
et  1',  les  ('-qualions  de  la  forme  (  i8  )  qui  admettent  un  multiplicateur 

;-  'jLi  .7',  v),         ^  ^  <). 

9.    Si  lécpiation  (i8)  admet  un  multiplicateur  linéaire  en  p  el 

•i/''  „,ly  -ij       h,lx 

{  I\  )       À  =  \  (p  -+-  bz)c  ^  ■'"        —  V  (^7  +  «;-)«*"   '■»        -^  !-'-(-''"j  JK),     W  5=  o, 

a  et  6  sont  indépendants  de  c,  et  nous  écrirons  ce  multiplicateur, 
|)Our  simplifier  les  formules, 

À  =  r  (  />  -T-  6  -3  I  -7-  \  (  (/  -H  a  c )  -^  ;j.( ^•,  _/  I, 

Il  <'t   \'    étant  des  fonctions  de  ,r  et  de  y  qui  satisfont  aux  deux 
conditions 

Nous  avons  dans  ce  cas 

W  ~~  aLi/v--;-  6\  </-  H-  («\  —  ^L  )/'y  —  (cU  -i-  «  p.)/>  -i-  (  c  V  -4-  ^;jt)y 

-;-  c  ;i.  -i-  (  a  \  -f-  A  r  )  c  I  a/>  -f-  67  -r-  c  ), 

et  nous  pouvons  prendre 

t  p-  </- 

j\  — y  (i\   ~  ^  L  )/>  -  -i-  a/>,  ç,  =  —  \  —  ; 

il  \  ienl  aloi"s 

dy         dx 

—  \(\^a\x-raz[a\    -  h\  )  —  z -^  {  a\  -\-  l>V  ) t-\p 

-+-\c\  -^^,-  hy.^  bz{((\     ,'  b\})\</  -h  c;j. -i-  cz{a\  —  b\j), 

et  la  dtîrnière  condition  (12)  devient 

'^  ,   .,  >   V      /,-s>       <n(a\ A-b\j\      'n<x 

(  3  )  )      —  I  c  U  H-  (/  ;;.  H-  a  c  (_  a  \  -^  I)  V  )  \ 


)x  '  '  ^  f^^  (ly  iix  <ly 

l!-\r\     .^b'j.  -h  bz(n\  -4-  //U)l  —  ;jL  ^  —  cirt\  -hbV) 
ly  >iz 

lie  .  ... 

—  z  —  '  <i\   —  b\    \  —  O, 


—  23  — 
En  (llftcrfntianl  p;ii  rapport  à  c,  on  obtient  IV-quatioii 

^\a{a\  zb-^L')]  ~-  -!—[b{a\  -hb{J)\ ; — 

-r-        ,        ,     ^       -   — — ; <a\    -hbV)  ,        —   a  -—    =  O, 

<lx()z  ilyilz  iiz-  <lz- 

(pii  lionne  une  valeur  unique  de  <j.  si  -—  nesl  pas  nul.  CcLle  xalcur 
(le  u  doit  être  indépendante  de  x  et  dey.  et  salislairc  à  Ic-qualion 
pr«^cédente  (  Jj  i. 

T.e  résullat  est  tout  diflérenL  si  r  est  une  l'onction  linc'-aire  de  c, 

L  équation  (  35  )  se  décompose  alors  en  deux  eondition^ï  distinctes  : 

ilx 

—  4^1  K\  -^inn\  -^  bV  )\  —  '^'^"^    \  ''^  ^  — >K(a\  -^/>U)=o, 


<^7; 


/y^a  <>(a;ji)        <Kb\i.) 


')x  (If  >)x  ()y 

—  tA  K  -h  H  (  a  \  —  6  U  ) j ■ — '  =  o. 


La  relation  i^MV)  est  une  (iqualion  de  condition  à  laquelle  doit 
satisfaire  K(a:,  y)  pour  qu'il  existe  des  nudliplicateui-s  de  la 
forme  indiquée.  Si  cette  condition  est  satisfaite,  il  existe  une 
infinité  de  multiplicateurs,  car  \x(x^  y)  est  «léterminée  j)ar 
l'équation  linéaire  (■>7).  Nous  retrouvons  le  cas  d'une  <''(|uation 
linéaire,  que  jai  traité  dans  le  Mémoire  cité  plus  haut  {Annales 
fie  la  Faculté  de  Toulouse^  t.  IV,  :>/'  séri(\  p,  .J.'i.)  i. 

.l'ai  montré,  dans  ce  Mémoire,  (|ue  l'on  peut  on  multipliant 
I  inconnue  :;  par  un  facteur  convenablement  choisi,  supposer  que 
l'on   a   a\  -;- />  U  =  o  ;  h's   fonctions  a.  h.   l  ,   \"   sont    alors  de  la 

forme 

Jn-  ,y-'e 


II 

=  - 

1 

i)x  i)y 
ÏÏ7- 

V 

= 

1       1 

.  I     ih- 1)} 


ih 

,77- 


'  =  -..-1^ 


la  (onction  i'ix.  y)  pouvant  être  (dioisie  arhilraireiiieni, 


—  16  - 
La  condition  CM))  (jui  drlerniine  K  pi-cnd  la  foinu 
,)    /_K_\  à     /    k 

\  ^  y        \  àj- 

on  rn  conclut  que  K  est  d<'  la  fniinc 

()X    l)f 

Kécipioquenieal,  si  la  condition  (^35)  est  vérifiée  pour  une 
fonction  <^{x,  >'  ),  la  condition  d'intégrabilité  de  l'équalion 

du  =  \^ i-  («^  -f-  6  U  )  c/>  -1-  \x{:i\  y)i>  -h  p,(a;,  y,  z)  I  ofar 

—  K  ^  -^p2(^,  r»  -)    ^>^ 

est  identi<|u<'  à  l'équation  5  H- (//>  +  ^y -h  c  =  o,  pour\  u  (pie  les 
fonctions  o,  el  c^  véi-ifient  les  relations 

-fr  =  cV  -i-  al'i-^  z(/(\  ■+■  h{])\ -^ z ; ' , 

<)z  II  y  <)y 

l)Ot  l)po  .      ,  ,   ,- , 

-f-î-  -4-  -f-    =  (■  ■J.-+-rz(f(\    -\-  h  IJ  ), 
,)y         ,)r 

(pii  sont  e(iuq)alibles  en  vertu  de  I  cipialKin  (  .55). 

10.  LorS([ue  lécpiation  admet  un  niulliplicateur  linéaire  en  p 
el  iudépendant  de  c/,  on  peut  sup|)oser  <^/=  o.  el  l'écpuihon  (  '2()) 
rauienée  à  la  loruic  réduite 

5  -:-  h(J  -H  ^  =  o. 

Supposons  (piellc  admelle  un  inulli|)liealeur  de  la  Itu-iue 

(  \  )  ),  =  X(/>  +  !3)  +  .a(  :r,  7),  \^  o, 

H  =  X  h/H/  H-  \  r/^  4-  (  X  ^  +  ;ji)  /></  -^  (  \  ^  -f-  ,u  j  r, 
(^  Ton  peul  prendre 

/,  =  X  ^  +  X  8/;  +  ;ji/>,  -i,  =  o, 


OÙ  -J-  =  /y.  (  )ii  a  dans  ce  cas 


cl  il  vifiil 

L;i  (Irniirrc  do  conditions  (  i  :>  1  donne  la  relalion 


^.  '^(7/8)         i}{l,'j.\  <){c-).\         ^.  i)(1r) 

k'sr  fonctions  ù,  c,  \  clanl  données,  ponc  qu'il  cxislo  un  inultiph- 
«•ateui-  de.  la  forme  (  A  ),  il  faudra  (|uc  r(''(|ualion  {^'])  admette  une 
intégrale  y.  indépendante  de  z.  Vonv  obtenir  des  équations  de 
celte  espèce,  (ui  pourra  se  donnei-  arbitrairement  \.  a(x,j|).  et 
1  une  des  fonctions  c.  j;  la  seconde  de\  ra  satisfaire  à  la  condi- 
tion (  '.\-). 

Dans  le  cas  dune  e(|iiali(Ui  linéaire,  on  peut  prendre 

?j  =^  h(j-,  y)  z,         c  —  'Hx,y)Z. 

et  1  ((piation  (  .)-  )  se  dédouble  en  (\ru\  é<pialions  distinctes,  dont 
1  uu<'  <'st  l'étpiation  iidpunle  de  ICipiation  liuf-aire,  tandis  (pie 
1  autre  peut  s'écrire 

Or  les  invarianis  de  ICcpiation  linéaire 

•s-  +  ù(x,  y)f/  -i-  '((.r,  y)z  =  o 


sf»nl 


,)y 


Cl  1  on  a,  d'après  la  relation  (   IS 


i/.r 
(  )n  en  lire 

,/,^.1|oo(XAk 

i)y  i).r  i)y 

Cl  par  suite 

i).r  i)y 
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(Vrst  le  résultat  (jue  j'avais  obtenu  directemeiiL  (p.  3.)0  du 
Mémoire  eité  plus  haut  ).  L'équation  peut  alors  être  ramenée  à  la 
(onue  suivante,  en  changeant  5  en  oz   : 


I   ()  \o<iv 

-^^y  —  (■.-  =  O, 


et  elle  admet  un  multiplicateur 

C  «'tant  une  constante  et  u.(a:,  y)  une  solution  de  léipialion 
adjointe. 

11.    Lors(|ue  léfjuation   (  i8)   adniet   un   undtiplicateur  ).  indé- 

11  11  j.  .         d-H  oS  , 

pendant  de  />  et  de  q.  la  condition  -^ =  -—  prouve  que  ce  mul- 

'  '  -"  dpôq         dz  ^  ' 

tiplicateur  est  aussi  indépendant  de  :;.  Soit  ai  r,  y)  ce  multipli- 
cateur; les  équations  (12)  sont  vérihées  d'elles-mêmes,  sauf  la 
dernière  (jui  devient 

i)'^  [j.  i)(au.)        ))(  b  'j.)        () (  c  'J. ) 

I      )9) ; r-^ ■         ,     '  H ; =    O. 

''^  i)xi)y  i)x  <)v  <)z 

Si  ré([uation  (18)  est  linéaire  en  p,  fj,  z^  l'équation  (•hj)  est 
identique  à  ré(|uation  adjointe.  Mais,  dans  le  cas  général  où  «, 
6,  c  sont  des  fonctions  ([uelconques  de  a:,  y.  z,  il  est  claii-  (|ue 
cette  écjuation  n'admet  pas  d'autre  solution  indépendanle  de  3 
(jue  u  =  o. 

Supposons  (ju'elle  aduiette  une  solution  diflerenle  de  zéro.  -I^n 
multipliant  l'inconnue  ;  par  un  facteur  convenable,  nous  pouvons 
(Hie  ramenés  au  cas  où  ce  multiplicateur  est  -ji  =  1 .  L'équation 
en  a  est  alors 

el  les  fonctions  a,  ^,  r  doivent  satisfaire  à  la  condition 

ôc       ()a        ()h 

(  .  O)  -r-  = 1-  -r-. 

(fz       ux       iiy 

<  )n  satisfait  à  celte  condition  d'une  façon  génc-rale  en  posant 

,H  ,       in  <)%        >)'d 

th  Oz  ()x        ily 
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a,  ^3  ('■tant  des  fondions  (juelconqnes  de  x^  y,  z.  L"é(|uation 

ih.  <)ià  ,)-x       ,)i 

()z  ')z  '        <)x        i)y 

esl   al()r>   la   coiulilion   d'intégrabilité  de   IV''(|uali()ii  aux  didéicn- 
ticllcs  totales 

CI  I)  du  =  \i,-^  S(.r,  y,  z)\  d.r  —  a(.r,  y,  z  i  dy. 

(iherclious    si    léqualion    (.)()')   pcul    adniellrc   deux   iiitéf;ialc^ 
linéairenienl  distinctes   'ji.,(x,j'),   'x-^ix^y).  Des  deux   ('•(jaali()n> 

<)'-  [X\  O'JL,  ,    l)ll,  l)-  IX-,  l)'J..,  ,    ')lX; 

—  ■•  b  -{ —  ,  - — =-T^  =  a  -f-^  -4-  b  -e-" 


i)x  i)v  i)x  i)y  i)x  i)y  <)x  <)y 

on  lii'era  pour  r/.  h  de>  fonctions  indépendantes  de  z  cl  par  >uilc 
r(''(jiialMtn  (iH)  scia  linéaire  en  j).  {/,  z.  à  moiii^  (pic  ion  ail 

D(:i-i.  1^2)  _ 

S'il  en  csl  ainsi,  on  peut  supposer  uio  ==y(  jj.,  )  ;  il  vient  alors 
)lx  ()x  oy  ih 

cl  il  reste  la  condition 

^r/  /^'-l|     'A'-l| 

i)x    >)y 

On  peut  satisfaire  à  celle  condition  de  plusieurs  manières  : 

i"  Si /"(|j.))  =  <•'  •»'»  i'  p^2=  ^^1  ,^1  +  Go,  C,  el  (^2  éiani  i\v\\^ 
cf)nstanles  arbitraires.  On  peut  choisir  arbitrairement  ij.(jc,  j-» 
cl  l'une  des  fondions  a^  b^  et  l'on  obtient  ainsi  des  écpialions  (  iS  ) 
aduH-llaul  do  midliplicatciiis  |j.(.r,r)  dépendant  de  dcu\  con>>- 
tanlcs  arbitraires. 

2"   Si  -|-î  =  o.   on   a    lorccmcnl    6  =  o.    cl    loulc    fonclion    de    » 
ox 

seul  'j.  ^  \'  esl  un  mulliplicaleiir.  L'é(pialion  (  i8)  admel  alors  uni' 
iult'gralc    iulcrnu-diairc.    En    cflcl,    si    />  =  o,    la    condition    (  ^o  i 

.      .         de        da  ,  ()0  «yO  ,.  ,  I 

dcvicnl  -—  =  -—  ;  on   a   donc  c  ^  -— ,  a  =  — ,  el  I  ((lualion  a<lmrt 
Oz        ox  ox  Oz  ' 


—  .^0 


I  inl(''S)'al('  inlf'rnu'cliairc 


q  -hO(;r,  j,  :; }  =  Y 


Ù\X\ 


()ii   \(iil    (le   nitMiu-   (lue,    si  -^  =  f),   Iriiiialioii   ;i(]nicl    iiiic   inlé- 

i;i'al('  inlermcdiaive,  et   loiilr  lonctioM   \  de  la  seule  variahie  x  est 
lin  iniillipliealenr. 

En  résumé,  sauf  dans  le  cas  des  éijiiallons  lineaiies  en  p.  (],  z, 
t'I  des  ('-qualions  atlmellanl  une  inlei^rale  inlennédiairc,  les  mulli- 
j>liealeurs  indépendants  de  p,  q,  :■  dt^pendent  (lU  plus  do  deux 
cou  fi  tantes  arbiftaires. 


["1.  11  nous  lesle  à  déleiniiner  les  mulliplicaleurs  d'une  équa- 
tion admetlani  une  intéi;rale  intermédiaire.  Nous  pouvons  sup- 
poser cette  équalKui  ranumée  à  la  forme 


(■U) 


,)i> 


s  +  —q  -i-  —  ^  o. 
i):.  (ly 


Cl    noirs  irailei'ons  d'abord  le  cas  où  il  existe  une  seule  intégrale 
intermédiaire,  ce  cpii  exclut  le  cas  où  0  serait  de  la  lornie 

0  =  Xc  -4-  M-(.r,  _r). 

D'après  l(;s  résultats  exposés  aiiv  paragraphes  pi(M'éd(nit*s  (^n""  Ti  et 
sui\ .),  tout  multiplicateur-  de  cette  écpiation  est  tle  la  forme 

X  =/(ar, /?  4- 0) -^- o(.r,  ^.  7), 

la  lonction  /  étant  (pi(dcon([in'  cl  la  loncUon  C5(.r,y,  <y)  dojl  être 
une  inh'grale,  indépendante  de  z,  de  l'équalion 


(4 '.5) 


<)z\     i)q'-  i)(] }        <lv  •>)(/-         (h]  ().7 


(lelte  fonction  C2  satisfait  donc  aussi  ii  l'c'tpiation 


(4i) 


<)ii)  /    />î'f  J»\         i)-()     0^-f  _ 


Si   la  fonction   h{X,y,  z)   est    cpielconcpie,  il  est   clair  ipu;  cette 

dernière    ('ciualion    e\ii;t'    (lue    Ion    ai!  — ^  =  o,  et    par   suite    'j    se 
I                                  1                           ()(/  '  ' 

réduit   à    une   f\tiiction   tj.(./,   )  ).    Donc,  dans   le  cas  gém-i'al   où    la 
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luncllnn   H(^x,  y.   z  )    ne  salislail  à  aucune  ((tiidilioii  parliciilière, 
«nul  niiiltiplicalPiir  de  l'cqnalion  {i^)  est  de  la  forme 


,)p 


on  a  dans  ce  cas 


Tp 


et  l'un  |)eiil  prendre 
<:e  (pii  donne 


.a  =  R 


dy         '    .)z 
La  dernière  des  C(»nrlitions  (\'>.)  esl  alors 


II-  IX  //    /      un  \  //-') 


<;-'a  '^u  '^0 


<;.rr;K         <)v  <)z 


c..    ()2  0 


Si  — — •  n'csl  pas  nid,  >x  esl  une  ionclion  d(;  la  seule  \aiiable  .r,  el. 
l<»iil  nvulliplicaleur  e.sl  de  la  forme 

i)  V[.r,  />  -^  0) 

il  esl<''\idenl  en  ellel  (pie  la  condilion  d"inl<''j;ral)iliLi''  de  1  Cipia- 
lion  au\  diM'erenlielles  tolales  du  =  l''(x,  p  -\-H  )(Lr  esl 


<>2  0 


Si  — j  =  o,    ri'ipiation   ('{:>.)  est    lim-aire   en  </,    r,  el    tout    niiil- 
iiplicaleur  esl  de  la  fiuiiie 

'■= jf +:-(.^,j), 

a(T,  y)  élanl  une  solulion  de  l'éipialion  ad|oiiile. 

Cherchons    encore    dans    ipiels   cas   r<''(pialion   \'\^)   atlmel    de> 
inlé};rales,  indépendanles  de  c,  anires  ipie  »  =:  jji(a',  i). 
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,.  d-i() 


5i  — j7  n"('s|   p;is  nul,  récjiialion  (41)  montre  <|iic  \'(>n  doit  a\oir 


,)y<)z  i)z- 


En  changriiul  z  en  '/ —   /  K</>-,  on  reniplacr  Irciiialion  (^\-i)  pai- 
une  ('(luarion  de  inrine  lorme  pour  lafiiielle  on  a =  o.  L'inli'- 

A  1  1  ()VOZ 

ivraie  i;(''ii(''rale  de  ré(|uali()n  (  \\)  est  aloi^ 


?  =  — 1-  ,'•'•(^1  y): 

el,  en  subsliliiaiil   celle  expression   de   es  dans  la  relation  (  ^,'>),  {)ii 
est  eondml  à  la  condition 


d Où  l'on  tue 


,  M     I    _        i).r 


~y 


La   fonction   0    est    donc   indépendante  de  j-;   rtcjiialion   (  'jm 
devient 


<)%(x,  z) 


q  ^o, 


et  tout  multiplicateur  de  celte  «'■quation  est  de  la  lorine 


,)p 


V 


•jJ  .r.  )  ). 


En  opi'-ranl  coinnie  dans  les  autres  cas,  on  lroii\e  j)our  la  der- 
nière des  conditions  {i->.) 


,n}).       ,)'.x  jo        .n(i 


i)j-  i)y         i)y  i)z  i)z'' 

L'ne  difrérenlialion  par  rapport  à  z  nous  donne 


et  la  valeur  commune  de  ces  rapports  étant  indépendantede  z-  et  de  i- 
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t'Sl  forcément  une  loncùon  de  la  seule  variable  x.  Ou  a  donc 

ii  =  ..xv.       ^..-vv. 

el  la  fonction  0(.r,  z)  satisfait  à  rétjualion  différentielle  linéaire 

-— ;    —  X  —    -+-  \     =  () 
•      ()Z^  ilZ 

dont  l'intéiirale  générale  esl 

\,  Vi.XoélanI  des  fonctions  de  la  seule  variable  .r.  Léqualiou  (4:i) 
esl  donc  de  la  forme 


S-\-{   -zr 


(|^-X,\r^-^jry=o. 


En  prenant  \^  pour  inconnue,  cl  eu  reui[)laçant  la  \ariable.y:  [tar 
une  fonction  convenable  de  a:,  cette  équation  peut  être  ramenée  à  la 
forme  simple 

cette  équation  admel  une  infinité  de  uiiiltiplicateurs  compiis  dan^ 
la  formule 


<)p  q 


Y. 


11  est  facile  en  effet  de  vérifier  cpu'  la  condition  d'Iulé^rabilité  de 
l  é(juation  aux  difïercntielles  totales 

du  —  I  V{x,  p  ^  &-)  -^  \{p  —  e-)\  f/.r  —  \'(\o'^i/  —  z)  dy. 
est  identique  à 

\,)p  <l  1 

Considérons  enlin  le  cas  o»'i  .^=  o.    Léqualion  (  la  »  esl  alors 

dZ'  ^ 

linéaire  en  />,  q.  z,  et  en  clian<;eant  :;  en  ;  -|-cp(\r,  y),  on  peut 
sup|»oser  que  Ton  a  fait  disparaîtic  le  terme  indépendant.  T/écjua- 
tion  est  alors  de  la  foruu' 

(4^''  s    -  ù(x,  v)f/ -h -T-z  =  o, 

i)y 
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écartons  le  cas  où  fi  =  b(x^  y )z  ne  dépendrait  pas  de  y,  i'équa- 
•tiou  admettrait  alors  deux  intégrales  Intermédiaires.  On  déduit  de 
l'équation  (44)  que  toute  intégrale  cp(:r,jK,  g),  qui  dépend  de  rj, 
est  linéaire  en  q.  Si  l'équation  (4^)  admet  un  multiplicateur  linéaire 
en  q,  on  sait,  d'après  un  résultat  rappelé  plus  haut,  que  celte 
équation  peut  être  ramenée  à  la  forme 

I  ()\os:v 

(4:;  s---j—q-.z  =  o. 

Pour  que  celte  équation  admette  une  inlégrale  intermédiaire 


<)x 


=  F(^), 


la  fonction  v{x,  y)  doit  être  une  intégrale  de  récjuation 

On  a  donc 

X'Y' 


(X-hY)^ 
et  l'équation  (47)  pi'end  la  forme 

,  /  \"       JiX-    \    ■  X'Y' 


(les  1 


D'après  le  résultat  rappelé  plus  haut  (n"*  10  ),  la  forme  générale 
nulliplicateurs  de  celle  équation  est 


dF{x,  p-hf))        G 
A=  ^^ ^--ry-^..(.^■,J., 

1'"  étant   une  fond  ion  arbitraire,  (Z  une  constante,  cl  -ji.  une  inlé- 
grale de  l'écjualion  adjointe. 

En  résumé,  toute  fonction  y  (./■,  /? -f- 9  )  est  un  multiplicateur  de 
l'équation  (42).  Pour  qu'il  en  existe  d'autres,  il  faut  que  l'équa- 
tion soit  une  équation  linéaire,  ou  qu'elle  soil  réductible  à  l'une 
des  formes  (45)  ou  (49),  qui  sont  runeell'autreintégrables.  L'inté- 
grale générale  de  l'équation  (  \3)  est  donnée  par  la  formule 


X  ^-  Y 


-  3a     - 
X  (';lant  ime  fonction  arl)ili;ui('  du  x,  oL  \    une  foncliou  aibilraiiv) 
de  )'. 

Lorsque  Téqualion  (i8)  admet  deux  intégrales  intermédiaires, 
on  peut  la  ramener  à  la  forme  .v  =  o,  et  les  équations  (12) 
deviennent 

d-^S  <)S  J^S  o^s  ()2S 


dp  dq  '  i)z  '  àpdy  ôq  dx  dx  Oy 

L'inté|^raJe  générale  est 

il  est  évident  en  ert'ei  que  la  condition  d'intégrabilité  de  l'équation 

du  =  F(.r,  p)dx  +  'l'(^r>  I)  df 
«onduit,  quelles  que  soient  les  fonctions  Fet<ï>,  à  l'équation  5  =  o. 

13.  Nous  avons  passé  en  revue,  dans  les  paragraphes  précédents, 
toutes  les  formes  possibles  pour  les  multiplicateurs  d'tine éqTiation 

5  -+-  ap  -r-  hq  h-  <■■  =  O. 

Les  coefficients  a,  h^  c  étani  donnés,  pour  trouver  effectivement 
les  multiplicateurs  de  cette  équation,  on  auia  à  exattiiner  si  cer- 
taines équations  simultanées  sont  compatibles.  Prenons  par 
exemple  l'é(piation 

r  ")()  )  s  -.-  c{x,  y,   z)—n.      • 

l  n  muljiplicaleur  esl  de  la  loniu^ 

l  =  F(.r,  j-,  /)j-H*(a",  j,  q), 

i'\  les  équations  (^i  2)  du  n"  3  prouvent  (pie  les  fonctions  F  et  <ï> 
doivent  salisfaire  aux  relations 

inV  d^-V  d^'\>  ir-<\> 

=  c 


dp  ây  dp^  dq  dx  dq- 

llcartons  le  cas  où  c  si'rail   indépendant  de  z:  l'équation  serait 
alors  rc'ductible  à  la  forme  s  =  <>.  On  doil  donc  a\oir 

(>2F    _  (>-F      _  (>2«1'    _  (>2<1>      _ 

~<)p^  ~  "'  àpOy  ~     '  'dq*   ~~    *'  dq  dx  ~~     ' 


—  3(î  - 
et  le  muhi[)li('al<'iir  est  de  la  foiinf 

\//  -H  \ (/  -r-  \j.(.r,y ). 
La  dernirre  dos  condilious  (i.^)  donne  ensiiii<' 

ô"[j.      _        Oc  _  (J(cX)    ^    à(r\ } 
^  <)xôy  ~^  '    Oz  dx      ~^      dy 

Pour  qu'il  existe  un  nuiltiplieatcur,  il  lauL  ([uv  ion  puisse  ehoi- 
sir  les  fonctions  X  et  Y  de  faeon  ([iic  l'équation  (5i)  admette  une 
inlégrale    u(./\    ))    Indépendanle   de   z.    Mous   pouvons   supposei- 

(iiic n'esl    pas   nul.    car  rétiualion  serait  linéaire  en  z.  et  l'on 

serait  ramené  à  un  problème  donl  la  solution  est  eonnue.  !)<• 
l'équation  (;u  )  on  déduil  alors,  en  dillerentianl  pai-  rapport  a  c, 

'  '  Oz-  ~~     Ox  dz  Oy  dz 

Une  nouvelle  difTérentiation  par  rapport  à  z  eonduil  à  une 
relation  de  la  forme 

\.  B,  G,  D  ne  dépendant  que  des  dérivées  de  c.  Il  faudra  que  l'on 
puisse  satisfaire  à  celte  relation  en  prenant  jxuir  \  une  fonction 
de  X  et  pour  Y  une  fonction  de  )'•  -l*'  laisserai  de  côté  Texamen  de 
celle  question. 

lil. 

14.  Étant  donnée  une  équalion  hilinéaire  quelconque  en/>,  q 

(  V>  )  A"  -•-  ,^P'I  -^  cp  -r-  brj  -!-  r  =  (), 

où  I,',  «,  b,  c  sont  des  fonctions  de  .r,  j,  z,  la  recherche  des  sys- 
tèmes de  deux  équations  de  Pfalfà  six  variables,  dont  elle  est  une 
résolvante  de  seconde  espèce,  revient  à  la  détermination  de  deux 
onctions  f{x,  r,  ;,  />,  m),  'f  (r, .}-,  -,  </,  //)  telles  que  la  condition 
d'inléj^rabilité  de  l'équation  aux  diirérenlielles  totales 

(///  =.f{x.  y,  3,  />,  i()dx  -f-  9(.r,  j,  c,  ^y,  ii  )  dy 
soit  identique,  à  un  fadeur  près,  à  l'équation  (r)2).  Or  cette  condi- 


lion  «rint(''grabilit<';  est 


il  laiidru  donc  que  Ton  ait  iflcuMqnciiUMil 

'      \dfj        dp )       ^ '  '  '  '        dy        dx        <)a  '        Ou'' 

Tons  les  termes  de  cette  relation  (|ni  précèdent  les  deux  derniers 
sont  linéaires  par  rapport  à  l'un(!  des  variables  j)  ou  ly,  et  satisfont 

par  conséquent  à  la  relation  ,  ,  .  ,  =  o.  Il  liiiidra  donc  que  Ton 
'  ^  iip-ilq-  ' 

ail  aussi 

ou.  eu  <léveloppant, 

du  dp-  ô(/'-        'hi  ôij-  dp"  ' 

ce  que  Tonpcui  (Tr-ire,  en  supposant  y-^  et  -—{  di  [férents  de  zéro, 

La  valeur  commune  des  deux  membres  est  forcément  indépendante 
«le />  et  de  q\  c'est  donc  une  l"on<'lion  des  variables  x^  )',  c,  u  seu- 
lement, et  l'on  a  par  conséqueni 

-^  =  \]{x,  y.  z.  u)Oi{x,y,  z,  >/). 

On  cil  déduit  pour  /cl  o  des  expressions  de  la  lormc 

,  .,,    i  /=  ^{^,y,  -»  i<-)l^(j:,y,  .-,/>; -i-  Vt{.r,y,z,  u  )  p -h  lJi{x,y,  z,  u), 

(  3/|  )     \ 

(  cp  =  l{x,y,  z,  u)<\>(.r.y,  z.  y  )  --  \  i(x.y.  z,  u)^  -h  \  j(.r,  j,  -,  u), 

ou  T-r  ^ît  — ; — -  ne  sont  |)a.>  nul>. 
<)p'^         tiq-  * 

Léqualioii  aiiv  di lièrent ielles  lolahs 

du  rr  (  tJF  -■-  \)ip  -^  U.)  rfa-  -r-  (  l  '1'       \  1  V  -H  \  ,  1  «yj- 
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peiil  se  sini[)lifiec  en  prenant  pour  inconnue  unenou\rlle  fondion 

(•  =  0(3",  y,  z.  H),  ou  0  =    /    — , 

ce  qui  ne  change  pas  la  condition  d'ijilégrabilih'.  On  a  en  eilel 

dv  —  -r-  ax  -f-  -—  ov  -~\ dz  H du 

ox  (ly    '  <Jz  dit 

et  l'éfpiation  devienl 

di'  =  ¥  dx -^  ^l^  dy  -h  j^  (  b  if  -+-  Uj  )  dx 

Si   Ton  remplace   dans  l  ,  l   ,,  l  <>,  A  ,.  \  ...  -— ,  -— >  la  xariaMc// 
^  '^  '    ilx    ()y 

par    son  expression   au    moAcn  de  ./■,    y^   ^,   ^',    on  est    lijialeniciil 
ramené  à  une  écpiation  de  la  rorrn<' 

(  55  )  ^u  =  F  dx   ;    <^  d^j^  -+-  (  l  ,  /.  -^  L'o  )  ^.r  -)-  (  N  1  </  -t-  N  .  )  dy, 

Uj,  Uj,  V),  \o  étant  (les   l'onelions  de  ./■,    r,   :■,  u,   iiidé|)endaiil('- 
de/>,  q. 

La  condition  d'iiitei;ral)ilité  est 

(5())       [- ^  ^  L  I— N  I    .v-H -; -7- 

-+-    -— ^/>  H — p^  (<!'  +  \  ,  V  ^-  \  -.  )  -    -r-^7  -+-  -p^  I  IM-IJ ,/'-+-  V.,)- 

\  ON  II  II  J  •  \  Il  II  II  II     ' 

dV,      ^  dli^  _  tAj  ^A.  _ 

dy  <^/v  ^/.r    '  d.r 

Su[)[)osoiis  d'alioi'd  (nie  tJ  (  --  \  <  soil  une  jonction  'i'I^./';  )',  ^  ) 
indépendante  de  //.  l*onr  (pic  la\aleui  Oe.s  déduite  de  cette  condi- 
tion soit  indépendante  de  u,  il  taiil  <pie  la  somme  des  ternies  (pii 
suivent  le  premier  ne  renferme  pas  tf .  Or  les  termes  d(r  cette 
somme  qni  ne  sont  pas  hilinéaircs  en  />  et  ij  et  (pu  |)eiiveiit 
dépendre  de  u  sont  les  siii\(nits  : 
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Les  termes  lel>  que  jO$,  4>,  qF,  F  ne  peuvenl  se  réduire  avec 

iuicnn  autre,  il  laudra  donc  que  —. —  j  -r—t  -.—  soient  indépendants 

^        au      au      au  *■ 

de  M,  ou  que  U),  t  2?  ^2  soient  des  fonctions  linéaires  de  u . 
Ui  =  Al  ;f -1- B[,         U2  =  AoM -f- B.2,         \  2  =  A^w -+- 1>3. 

En  remplaçant  U,,  \i,  Uo,  A  2  p<"ii'  leurs  expressions,  et  eu 
égalant  à  zéro  les  termes  qui  dépendent  de  u,  on  obtient  le> 
conditions 

<)\y    _  <)\,  i)k,   _  f>A,  rVAî   _  JA:( 

dj'    ~    (>::  (^w    ~  i)x  '  ôy  ()x 

(|ui  expriment  ([ue  A,  r/; -[- Ao  <^/x-|- A;,  r/)- =1  <^/\  ,  et  l'équalion 
(55)  est  de  la  forme 

du  =  F  dx  -i-  <l>  d ]  —  u  d\  -^  (  B,/)  -+-  B2 )  dx  -\- [(Bi^ 'h) rj  -^  B,j]  dj'. 

En  posant  u  =^  e^  i ,  l'équation  (55)  est  remplacée  par  um; 
équation  aux  différentielles  totales 

dv  =  e-  V  j  (F  +  B,  p  -^  r>.j,)dx  H-  [<I>  -!-  r  iî,  +  'V)y  +  B:,]  dy  \ , 

où  le  second  membre  ne  renferme  pas  i".  Toute  équatu^n  d<'  la 
forme  (Sa)  obtenue  de  cette  façon  est  donc  comprise  parmi  les 
équations  qui  ont  été  étudiées  dans  la  première  partie  de  ce  tra- 
vail, et  Ton  n'obtient  pas  de  système  do  Pfaff  dillerent  de  ceux  cpii 
ont  été  déjà  déterminés. 


13.  Supposons  maintenant  que  L,  —  \  t  dépende  de  u.  Eu  don- 
nant à  //  deux  valeurs  «„,  ?/,,  telles  que(L'4  —  V  f)o.  et  (U|  —  V  ,  ), 
soient  différents,  et  retranchant  les  deux  égalités  ainsi  déduites  de 
la  foruiule  (50),  il  sieul 

[,  U,-V,)i-(U.-V,)ol5 

\0u  A       \<fu/o]^    •   \àuji      \»)u  h\ 


\  ()u  /,       \  ()u  /o 


bs  tenues  non  <''(iils  cfaul  bilinéaires  eu/>,  7.  Pour  (jue  l'expres- 
sion de  s  obtenue  soit  elle-même  bilinéaire  en  p  et  </.  il  faut  é\  i- 
demment  que  les  lermcs  en  F  et  ^  disparaissent,  quelles  que 
soient  b's  valeui>  //„.  //,,  ce  qui  exige  que  U,,  Ua,  \  (,  \2  soient 
des  foiK^tions  liucaii-es  de  11.  Nous  sommes  aiusi  conduits  à  recher- 
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chef  les  équitlions  ;iii\  (lillV-i-eulieJlcs  lolales 

(  jj)  .  tfu  =  [F(^,  JK,  ^,  p)  ■+  u(ocp  -^  '^)]  dx 

où  a,  [i.  y,  o  soiil  (les  l'ojictions  de  x^  )',  :;,  dont  la  eonditiojl 
d  inl(};;rul)ililé  conduil  à  une  étjuation  de  la  forme  (j2).  Les  ral- 
mis  (im  vont  suivie  ne  MipposenI  pas  (lue  - —  et  -; —  sont  ditte- 
rents  de  zéro. 

La  condition  (rinl(''i;iid)ililé  de  riMjiiation  (  .')^  )  est,  en  ordonnant 
par  rapport  à  //, 

dy         dx        ^    '         '  '  '  -'  \  ()p         ,)q  I 

Pour  (|ue  eetle  condition  soit  indépendante  de  w,  il  laut  et  il 
suffît  que  les  expressions  de  5  obtenues  en  éj^alant  à  zéro  le  coeffi- 
cient de  //,  ei  le  lerine  Indépendant  de  //  soient  identiques.  S'il  en 
est  ainsi,  l'équation  ohteniie  est  aussi  la  condition  d'inléi^Tahilifé 
de  Téquallon  aux  dlfVérentielles  totales 

I  5S  )  dv  =^  i  o. p  -\-  '^)  dx  -r-  { '[fj  -i-  o)  dy. 

(  )ii  II  ohlicnl  donc  pas  de  celte  laiton  d  équations  dlHércnle>  de 
cell<;s  (jui  ont  été  <léjà  étudiées,  mais  ces  équations  |)euvent  être 
des  l'ésolvanles  de  seconde  espèce  |)our  de  in)u\eau\  systèmes  de 
deux  équations  de  Pfall",  ce  (jui  conduit  à  de  nouvelles  espèces  de 
Iranslormatlons  de  Backlund. 

La  condition  crinl«''<;ral)ililé  de  ré(|ualion  (58)  coudiiit  à  une 
('(juation  du  second  ordre  (') 

A"  4-  ap  -i-  bq  H-  /•  -     o 

(jul  adinel  le  iiiiiltqjlicaleiir  a  —  v.  En  miiltiplianl  ^  par  une  fiinction 
convenable  de  .x',  )-,  on  peut  toujours  supposer  que  eetle  équation 
admet  pour  mulli|)ll(;aleur  l'unilé,  c'est-à-dii'c  que  l'on  a  a  —  v  =:  i  : 
("est  ce  (pie  nous  ferons  par  la  suite.  L'équation  (5-  )  esl  alors 

du  =  F  dx      <l'  dy  -:    if;{p  dx  -^  </  dy) -}-  a  \(p  -^  ^)  dx  -+-  ri  dy  |. 

(')  On  suppose  (|ue  l'on  choisil   rin<()nniie  c  de  façon  i|n'il  n'y  ait  pa<  do  ternit; 
on  ptji  dans  leqnalion  (  n°  4). 
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'III 

d(i  —  u •;  d:  =  F  dx  -f-  <I>  dy  ^  'i[(p  ~  '}  }  dx  -r  ''j  dy\. 

Posons  u^^kH\x.   y.  z)y  où  H^c  .  1  é([uali(>ii  dcNifiil 

0  ,-/,■  —  ,•  (  -^  Ja-  -;-  -T-  é(k  -;-  -;-  c/j    —  p  0  7  dz 

\)).r  i)y    •'         i)z       I 

-  V  dx  -;-  *  dy  -t-  cO  [(/v  -^  fi)  c/r    -  '>  ^r  |. 
(Il) 

Vdx  —  <bdv  [/         „       '-«losOV   ,         /.       ^/lo-O'    ^   1 

,/...  ,] \(l^^'^,--~-)d:r^.-{^>--^]dy\- 

Kn  niodilianl  un  peu  les  uotnlious.  nous  ('dirons  ocHc  l'-qua- 
tlon  : 

I  ;9  I  du  =  F  dx  -\-  'l>  dy  -f-  //  f  (  p  -f    ^  )  dx  -  -  a  dy  \  ; 

|>our   (|in'    la    roiidilion    d  inlc<^iabililc  soil    indépendante  «le  n.    \\ 
lant  er  il  sntlil  qne  I  on  ait  identiquement 

<•!  relie  t'onditioii  <rinl«''gral)ditf''  est  alors 

d'x        d'i 

(  l>  I  )  s  ~. -, 1 y-    —   O- 

dx        dy 

Les  tondions  -ja.i'.  y,  z)  et  [j(:r,  >',  Z)  étant  données,  nous 
allons  cherelier  s'il  esl  possihie  de  déterminer  deux  fomtions 
K(.r,y,  c.  p\  et  4>(^,  )",  ;,  </ )  satisfaisant  à  la  relation  (  (io  i. 
Remarquons  que  Ion  jjenl.  sans  (dianger  léqnation  ((ii  i.  reni- 
|)ia(«-r  y.  par  y.  —,  et  p  par  p -| — —i  r)[.i\  y)  elanl  nne  ionelion 
arhilraiie  des  deuv  \  ariables  a;  el  j'.  On  pei|l  done  toujonrs  ajouter 
à  l'une  des  lonctions  a  ou  [i  une  l'onction  (juclconque  de  ^  et  de  )', 
à  eondition  d'ajouter  aussi  à  l'autre  une  fonction  eonvenahlemenl 
«lioisie  des  mènu's  variables. 

Nous  pouNons  observer  aussi  cpie.  m  lo  (onelions  j>'i  r,  ^^  z./)). 
^{x^y.z.(i)  vi-rilli-nt  la  ndation  (  ()o  ),  il  eu  esl  de  même  des 
Icjuctions  (^F,  r'iW».  (juelle  (|ue  soit  la  eonstant»'  (1.  Si  l'on  connaît 
deux  s^yslèmes  de  solutions  (V\.  tF>,  ),  (  Fo.  «I»^),  I"  =  C,  F|-f-<".j  l'-j. 
•I>  rr^  C,  <I>,  +  ('.j'Pj  est  un  autre  s\stèine  de  solutions.  (pielle>  ipie 
<itient  le<  constantes  (',..  (",.,. 
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16.  Clicrclious  d'abord  s'il  est  possible  de  satisfaire  à  la  rela- 
tion (60)  en  ])renant  pour  F  cl  <t>  des  fonctions  linéaires  de  p  et 
de  q  respectivement 

F  =  Mx,y,  z)p  +  B(a:,  jK,  :■},         <!•  =  C{x.  y,  z)q  -h  DTo^,  j,  z). 

En  rein[)la(ant  F  et  <^  par  ces  expressions,  la  condition  (^Cn) 
dcvieni 

,m      on  f  <H'.      ()c   \     dï)      <i]) 


-f-  ( Oy  ^-  D  )  (/>  -i-  ^)  -h  a (  A/?  4-  B  )  =  o : 

les  f()ll(•lion^  A,  B,  (ï,  D  doivent  donc  salisfaiic  aux  quatre  condi- 
tions 

I  ^  i}z        <)y  <)z  ' 

\  \():r         <)y  !         i)y         il.r 

bi     Ion     pose    L.=  — -^ ^    la    nreniiei'c    ('(nialion    donne 

'  oc  '  ' 

(}\        o^V<        ù{j 

—r  ^=  — — T r-  <'U  piti"  suite,  on  a 

dz  Oz-  ds  ' 

A  =  -r L  -!-  aCr,  r). 

iiz  .  „   - 

Connue  on  peut  ajotitei'  à  U  une  louctioii  (pielconcpie  de  x  et 
de  >',  sanschaui;er  (^,  nous  pouvons  remplacer  U  par  U+[x(.T,  r), 
et  |)oser,  par  consécpieiit. 

A  =  :^'-i.        C='-^.         U  =  r,-A. 

t)z  ilZ 

La  seconde  des  conditions  (():>,)  devient  alors 

u  T  -t- 1 — i ; — ^  '^^\-^ ^W  — rr^^^  =  " 

.   ()z      'h''--      ''.y         \()z         /       iiz 

ou 
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ce   (jiif  i V)i)  pfMil    cncorr;  écriic,  ni  multipliant  les  (Icux    mcinbr 


cl  Ton  en  lire 


I)  = h  xU  -H  e='i(j;,  y). 

''y 


On  dccluil  (le  mrmc  (\r  la  iroisièiiie  cl(>s  conditions  (''>^)  4'"'  ^ 
est  (le  la  forme 

i;  =  '^-:iU-^/(r,  r). 

En  icmplaeant  A.  H,  (1,  D  |)ar  les  expressions  précédentes  dim>- 
la  dernière  des  conditions  (6:^),  on  trouve,  après  réductions,  la 
nou\elle  condition 


(63)- 


KS~^^) 


L  rcpiation  (h))  j)eiit  s'écrire.  lors(pic  h  cl  <!>  ^ont  linéaire^  eu/> 
et  ly  rcsp<"Cl  ivcmcnt, 

,ln  =  r^ff/?  -r-  ,ij  +  (~  -  u);,  +  ^  -  l   ,S  ^-./l  dx 

(»ii,  en  posani  (i  ~~  V    =  e, 

(  K)' )  dv  =-  v( p  ■+■  '^j)  dx  —  V 'j. dy  -t-/ dx  ~  c'o  dy. 

Si  y  cl  .;  soni  nuls,  cette  écpialion  (  ;k)  )  conduit  évidenimenl  a 
la  condition  dintégrabilité  (6i);  cette  solution  était  facile  à  pré- 
voir a  priori,  mais  (ijc  ne  donne  [»as  Av  système^  de  Pfafi  noii- 
\caux. 

l'oiir  (iiiil  \  ail  une  solution  dinérentc  de  ((Itr  >olulioii  liaiialr, 
il  faut  rpie  l'on  puisse  déterminer  d(uix  fonctions  y  (x,  j' ),  oi.r.  y^ 
satisfaisant  à  la  relation  (  ()3  ).  On  pourra  prendre  alors 

A  -r  n.  I!  =  /Y.7-.  1  ),  G  -    (),  \)  —  e'-^{x,  y), 


et  le  svsiéme  de  PfaH. 

admelira    I  érpialion  {i\'>.  )  pour  res(d\ante  de  seconde  espèce. 


^  du  =  p  dx  +-  rf  dy. 

]  dv=^v\(f,-:-'?,)  d.x  —  a  dy  \  -i-/dx  h-  f":,  dy, 


—  u 


^ious  poiiNons  encore  I  i-aastoi'iuer  la  coiidilioii  (60).  Sujjpusoiis 
que  les  fouelictiis  /'(^a::,  ))  et  'f(x,y)  salisfassenl  à  eelte  condition. 
Si  Fou  pose,  dans  l'équaluni  ati\  difFérentielles  totales  (5c)'), 
r  =  ivf.   elle  <le\  ieni 

(Iw  =  «'     (  /J  ^  3 -^-  jdx  —  (y.  ~l j^  \dy\-^  dx-^e~j.dy: 

V  est  Mlle  é(jiiali(»n    (l(>    nièine   lorme  (|iie  la    pn/niière,  t)ù  v..  'i.  /,  c; 
soni    reinplaet's  rcspeelix  enieiil  par 


(  )r  la  relation  (  60  )  peut  s'écrire 


/ 


'^^         V''  '^^    /./J' 


ou   peut  donc   supposer  la   l'onction  j\x^  7)  égale   à   l'iinile,    les 
eoeflleieuts  a.  fi  salisCaisanl  à  une  relation  de  la  t'ornie 


((■)3'; 


■j.'-^e~\  -p-  -  29 


par  'j 

((i'i") 


Si  nous  posons  (ensuite  z  ^=.'L  —  logC5(,r,   v),    5i  (^sl   remplacée 
'^         — —■  ,  'i  la  n'iatlon  (63)  devient  linalemeiil 


7.  -f-  if"-  —  <). 


Donc,  toutes  les  (ois  qu'il  existe  des  lonelionsy\j:,  _>'),  o{^x^y) 
satisfaisant  à  une  relation  de  la  forme  (63),  on  peut,  par  une 
I  lansformation  simple,  ramener  l'équalion  (;')()')  à  la  foruic 


(M)") 


d\   =:  ([1  />  -4-  [o  )  dx  —  '/.  dy  I  -r-  dx  -■-  r'-  d\ 


c/.  et  [j  élant  liés  [)ar  la  condition  (()3  '  ). 

On  vérifie  immédialemeni  fpie  la  condition  d  iiilégrabilité  csl 
iM(l<''peudante  d<'  c. 

Le  calcul  précédent  suppose;  toutefois  (jue  les  deux  lonctions/ 
<l  C3  sonI  dilTérentes  dt;  zéro.  Si  o  ~~  o.  a  doit  être  indépendant 
(le  c,  et  l'on  peut  alors,  d"a[)rés  une  icmarque  déjà  utilisée,  sup- 
poser a  o.   On  iloil   alors  avoir  —   ^  o.    rt    reinialioii  aii\  difTé- 
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rentielles  loliiles  ( ')()")  sr  réduit  à 

doni  la  condiliou  d'inté^ral>ilité  est 

d2> 

s  -+-  -f  =  o, 

"y 

quelle  que  soit  la  fonction  X.  On  est  donc  conduit  ù  une  ('quai ion 
admettant  une  intégrale  intermédiaire  du  pi-emier  ordre. 

De  même,  si  y=o,  [ii  ne  dépend  pas  de  ::  :  on  peut  sup|)()str 
[j  =  o,  'j  =:  \  .  cl  léquàtion  (.^9')  de\ient 

dv  =  vp  dx  H-  (  ^  e^  —  7.  (•)  dy. 

La  condition  d'intégrubilité  est,   quelle  que  >oit  la  fonction  \, 

d% 

et  admel  une  intégrale  intermédiaire  du  premier  ordre. 

Supposons  enfin  qu'il  existe  une  infinité  de  systèmes  de  A(t\\\ 
fonctions  (/,  cp),  dilïérentes  de  zéro,  satisfaisant  à  la  condi- 
tion (63).  Soient  (/,,  co^.),  (/o,  cso)  deux  systèmes  disliiicts  de 
solutions  de  cette  équalion.  Des  deux  relations 

i)y         •'  \,)x 


on  lire 


On  ne  peut  avoir  /.,  j,    -  /",  cîo  :  en  efFel.  eu  posaul  —  =  *jf  =  c, 

ri        /i 

les  équations  précédentes  donneraient  -^^  =:  o,  -r^  rr:  o,  et  les  deu\ 
T  ^  âx  ■  ày  ^ 

sjstèuies  de  solutions  (/, ,  o,),    (/o-.  'fi»)  ne  seraient  pas  dishncis. 
Les  fonctions  a  el  [i  sont  donc  de  la  forme 

a  =.  a(x,y)c^    -h-  ;t(ar,  j), 
fi  =  ù(x,  y)e~~-i-  r,  (.r,  ^j. 
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Ainsi  qu'on  l'a  déjà  remarqué  plusieurs  iois,  nous  pouvons,  en 
cliangeanl  z  en  z~\-'l{x,  y),  augmenter  a  et  p  de  fondions  ail)i- 
liaires  de  x  el  de  y.  On  peut  donc,  sans  diminuer  la  généralilé, 
supposer  les  deux  fonctions  y.  et  3  de  la  tonne 

(■(■)■))  a,  =  a(:r,  y)e^,         p=b{x,r)e-~. 

Toutes  les  fois  que  les  fonctions  a  et  p  sont  d(;  celle  forme,  il 
existe  une  infinité  de  systèmes  de  deuxfonctionsy(iP,  j^).  o{x,y), 
satisfaisant  à  la  condition  (G?)).  Cette  condition  devient,  eneffei. 

t)y  ''  \<)x 

i'\  l'on  a,  pour"  déterminer  y  et  s,  les  deux  éqnalious  simultanées 

l'élimination  de  es  conduit  à  une  équation  linéaire  de  Lapla<e  pour 
la  fonction  y  (.0?,  j>'). 

En  résumé,  quatre  cas  ])eu\ent    se  pi-ésenter  : 

i"  Si  a  et  ^  sont  des  fonctions  quelconques,  il  n'j  a  pas  d'autres 
fonctions  /(.x,  j'),  o{x^  y)  satisfaisant  à  la  relation  (fiH)  que 
/'.  -  o,  o  =r  o. 

'.>."  Si,  en  ajoutant  à  :;  uikî  fonclion  de  x^  y  convenable,  on  peut 
ramener  l'équation  aux  diflérenlielles  totales  à  la  forme  {J)C)"  i  où  y. 
el  [^  sont  liées  par  la  relation 

a  +  ^e-^  o, 

la  fonclion  [j  élan!  quelconipie;  1  équation  (  (iî  )a<Jmel  lesN^léiiu' 
de  sol  II  lions  y"  =nn  i,  C5  -=:: —  I,  Cl  celui-là  seulcmenl. 

.')"  Si  riine  seule  des  fonctions  a,  ^,  la  premièi-e  par  exemple, 
<'si  indépendante  de  z,  on  peut  supposer  a  =  o,  /  "  Y,  zt  -^  ^*. 

-j"  Enfin,  si  les  fonctions  a,  [i  sont  de  la  forme  (05),  ou  peu\eni 
èire  ramenées  à  cette  forme,  il  existe  une  infinité  de  systèmes  de 
deux  fondions  y (.r,  y),  o(a7,  j")  satisfaisant  à  la  condition  (f)')"). 
el  dépendant  de  deux  fonctions  arbitraires  d'une  variable. 

17.    (lonsidéi'ons  en   particulier   le   derni(M'   cas.    Nous    écrirons 


—  il  — 

réqtialion  aux  diUV-rcnlielles  lotalcs  en  cliangeaul  u  on  -, 

d  log  u  =  —  (p  -\-  b  e^~  )  dx  -+-  a  e'  dy  ; 

<lcs  dcuv  relations 

i)  lojr  i<  ,  ()  \o'j,u 

i)x  '  <iy 

on  lire,  en  cliininanL  «,  I  cqualion 

'^-^  tl  ,,        ,         d  , 

((,S)  - — _  ^  _(Z,e--)—  —  («e-i^o, 

i)x  <)y        dy  dv 

laiulis  (|ue  l'élimination  de  z  conduit  à  une  équation  linéaire  en  u 

<)'-  Il  i)  \o'j;a  i)n  , 

(G())  - — ; —-habii  =  n. 

ilx  ily  i)x      iiy 

L'équalion  (68)  est  une  équalion  de  Moulard  (jui  se  déduit  de 
I  é(juation  linéaire  (69)  par  la  transformai  ion  de  Haekhmd  V). 
<l(''(iiiie  parles  fornuiles  (67). 

Soient  f  et  o  un  sysléme  de  solutiouN  des  étpialions  (G()). 
l/é(piali()n  aux  didérentielles  totales 

<  70 )  dv  =  r  (  ( /?  -H  6 e   =  )  dx  —  ne-  dy]  +  / dx  -h  e~  o  dy 

conduit  encore  à  la  eoudiliou  d"inl(''iirabilité  (68j,  el  la  fonction  i 
est  elle-même  une  intégrale  dune  equatiou  du  second  ordic  (|ui 
se  déduit  de  ré([uation  linéaire  (()9)  par  uiu-  1 1  ansfornialion 
connue.  En  eifet,  si  l'on  rap[)roclie  les  relations 

{71)  1^  =  ^,(/,^  6e-- )-+-/,  '-^=cH'^  —  av) 

des  conditions  (67  ),  ell(\s  deviennent,  en  éliininaul  r  et  p. 

i)i-  .           1)  logH 

<)x  '               i)x 

i)v  1)  lo£«        o  4)  ]n"  Il 

i)y  <ly            a       1)) 

ee  (pi'ou  peut  écrire 

i)(ui>)    _  I){UV)  Ci    l)lt 

i)x      ~     J'  ,)y      ~~  a  ôy' 


—  i8  - 

Léllniination  de  uv  conduit  encore  à  ré(juation  (6()).  tandis 
cjne  l'élimination  de  u  conduit  à  une  autre  équation  linéaire,  à 
la(|iielle  salisiait  le  produit  uv.  Ce  sont  des  transformai  ions  bien? 
tounucs,  et  nous  n'obtenons  pas  de  eetle  façon  de  résultats  essen- 
iii'llement  nouveaux. 

18.  Cherchons  maintenanl  s'il  est  j)ossibh'  de  satisfuii-e  à  la 
relation  (60  )  en  prenant  pour  F(a7,  y^  z.  p)  une  fonction  non 
linéaire  de  p.  En  dillérenliant  cette. relation  (60)  deux  fois  par 
rap[)Otl  à  p,  on  ol)lienl  une  nouvelle  relatittn.  où  n(;  hjïui'e  pUis 
la  fonelion  <ï>, 

<)^  F  /  (h.      d&  \       <n  V  ù-j.        <n  F         ,n  v  ,n  F 


àp^  \dx        dy  j  <)p''    i)z        <)p' ''J'        il/j'-'):-  i)p- 

(pii  se  décompose  en  deux  écpialions  distinctes  : 

ôp^-  <)z.  ""  1)1  Jj^  ~~  "' 

ÏÏ7ÏÏ    ïïT. -+- x: -- t: /^ 


i}p'-t)y  i)p'-  i)z    <}p'^  ()p'^   \<)x  (h  f) 

On  déduit  de  la  première  crue  — — -  est  une  fonelion  des  variables 

-j^_  ^/(^^r,  P-+  [i): 

on  a  cuMiilc 

<'t  la  s<'conde  équation  devient 

,)f  .       ,h.  (     ..  ,)i\        ,)f  (,hx.         ,^,)'X\ 

(ly  "         iiz  \  ii\'  /        ik-  \  (IX  (Iz  ! 

Nous  avons  à  examiner  d-^ins  (piels  cas  cette  équation  admet  une 
intégrale  dijfércnte  de  zéro  et  Indépendante  de  z.  En  différen- 
tiant  par  rapport  à  ^,  on  obtient  la  nouvelle  relation 

./,}y.         ^,noL\  __<)//     <n  y.  à^'x  ,)'i  ,)-ji         ^  >)-^  <x\  _ 

'  "    '     ■'  (  J^  ~  '  ïï^  /  ~  'ih-  \  *  JÏTi  '''  'JT^  ~  ifz  Jz  ^  ''  ôz^  )  ~  *^'" 

,,  1-    I         1  àoi.  à-r  ■  11' 

Supposons  d  ahoru  que  —  —  2  — ;    ne    soit  pas    nul.    Le  /juo- 


-  49  — 

lienl 

ôioL  ir-i  <)'i  <h  ^  ,_^  <)■-  y. 

i)/   ~~      t)ci.  t)'^a  <)a.  <)'-ci. 

ne  doit  dépendre  que  de  X,  j\  ».  Il  latil  donc  que  le  coeflicienl 
de  V  soit  une  foneliou  des  seules  variables  x.  y.  eest-à-dire  que 
l'on  ait 

()'-0L  1)7.        , 

-— .  =     _ç(.r.  j). 

ÔZ'  lIZ 

Si  'J>(a:,  r")  n'esl  |);i;^,  ind.  ce  (jue  nou>  Mq)|)Osei'ons  d'alxa-d,  a  est 
de  la  forme 

("1  )  "^  =  oiC-''".  y)  -^  <p-'(^,  ^' _)<??( '■'■'■', 

et.  en  remj)la('ant  a  j.ar  eelle  exf)ression  dan>  l'équation  (7:^-),  elle 
devient 

J-  -^-  1  -f  I  --  ?.«?■•  .'  -J/=  cp.,,ev-  (^V  -  e  -  j 

Eu  donnant  à  \>  une  valeur  telle  que  -j-  n<'  soit  pa>  nul.  on  voit 
(jne.  pourvu  que  o  ne  soit  pas  nul,  ^  est  de  la  ft)rnie 

(7-,)  fj  ^  'I/o(d",  j')-f-'}i(-ï:-,,r)--f-  'liix.  y)e-'i'-. 

Substituons  ces   expressions  de  a  et  de  [i  dans  lécpialion  {~'i)'. 
elle  devient 

'i^  -^    (9,-,-  -i.r    ^)f=  ocpo(??^(  v/-  t'^) 

/y»'  |_  '/r        r/r  <!■>■  J 

et  se  déeoujpose  en  trois  équations  disimeles  : 


—  50  - 
Si  ïi>  -r  n'est  pas  nul.  on  lire  de  la  dernière  de  ces  relations 


Yl  = 


el  les  deux  nreniières  donnent 


')X 


pr 


(77)  \  '^^ 

à  I o g;/        f)  log^/'  /  ^^œ , 


car  le  dénominateur  ne  peut  être  nul,  puisque  »  est  supposé  dillé- 
renl  de  zéro.  Pour  obtenir  la  condition  d'intégrabilité  de  ce  sys- 
tème, il  sufdl  de  calculer  de  deux  laçons  la  dérivée  seconde  p^  ■ 

En  diirérentiant  les  deux  équations  par  rapport  à  r,  on  a 


9(9. -f—  ij 


Si    l'on   difTérentie   la    première   [)ar  rapport    à  y.  on  a.  dautic 
pari , 


,h,)v 


;^'      r]yl~TÂ^~-W~^       •  L"^^^ à^\ 


rour  (lue  (-es  deux  expressions  de  — — 7^  soient  les  mêmes,  d  est 
1  '  ày  dv 

nécessaire  que  -y-  soit  nul.  ("csl-à-dire  que  cp(^.r,  y)  soit  une  fonc- 
tiou  \  de  la  seule  varial)l('  ./•.  Les   formules  (7^))  donueul  alors 


\ 


f)  I<)j:9->  , 


i).r 


i  7<V  )  <}  loii./"       ')  lus./'  /  '>?i        ..       ,   A 


-  'il  - 

T^a     oondilion     (rinlt'-i;rabililé     <lf's    deux   premières     ('-quahons 
devient 

,x,-^^-x,„;  "    (x,..^'-x,„y  • 

ou,  en  supposant  (  '  )  y.  \        '  ^  '>? 
iloù  l'on  lue 


On  a  donc  les  expressions  ijénérales  des  coellîeienls  a  et  [j. 


?   =  '1/0(3",  JKj  -h    'y    -3 


\  ^te     '     dy         \     t)x  dy   ) 


X  X  'fî  \  '^ar     '     dy         \     <)x  dy 

qui  dépendent  d  Une  lonclion  arhil  lalie  \  de  la  vanahlc  ./■  cl  d<' 
irais  fondions  arbitraires  o,{x,  y),  z-2{^' y)-,  '%(-^"iJK>  <i(^^ 
deux  variables  x  et  y. 

L  e\pr(!Ssion  eorres|)ondanle  de  la  lonelnniy  est 

\,  élant  une  nouvelle  lonelion  arbitraire  de  x. 

Mais  on  peut,  j>ar  ([uelques  transformations  simpl(;>,  taire  dis- 
paraître quelques-unes  des  fonelions  arbitraires  qui  figurent  dans 
les  expressions  de  a,  ^3.  /.  Dans  Técpiation  aux  diflérentielles  lulales 

d  l<»g  H  =  (yy  -r-  3  )  </./•  —  a  dy, 

où  a  <•!  [j  ont  les  ex.pressions  (7<S),  pt)sons 

•/        '  I  o       ^   1  '    '^  'ogo. 


[')   iiii  aurail  alors  a — -    ;       ,  ca-s  <)tii  sera  examine  plus  liiiii. 


celle  équation  devient 

dlogii  ^  M   -^  ^lo8?2—  ^       ^\/     H-'%-^  xi  X  ^^"^7 

"^         Xtt:»         \  da?         t(;'         \    )).T  ày   /J 

(Tesl  nne   équation   de   nirine   foniie   que  la   première,  où   l'on 

aurait  cp^  :=  i ,  el  ou  (L^,  serail  remplace  par  (Lq    -  ^  ' — fr^  '  '^"^pt^"' 

donc-,    sans    r<\slreindre    la    généralité,    prendre    pdur    %  el    [i  le> 
expressions 

r   a  =-  fi(x,  y)  H-  c'^', 

L'é(|uation  aii\  diiréienlielles  totales 

rflog»  =.  I^p  -i-  .i„+  _;5  +  .^j^  (^^  +  ^  jj  dx  -  (cp,  +  c^- ,  dr 

peul  à  son  tour  être  r(;mplacée  par  l'équation 

qui  donne  la  même  condition  d'intégrabililé.   Les  \aleurs  corre>- 
pondantes  de  a  et  [^  sont 


(78") 


ce  sont  encore  des  expressions  de  la  l'orme  (78)  où  Ton  aurait 
G,  =  o,  C5.J -T^  1  .  cl    où   Ton  aurait  rcuiplacé  (|i(,  par'l„-r-    /  -r-  ^.''• 
Nous  pouvons  donc  prendre  pcuir  a  et  [3  les  e\|>ressi(>ns 


79J 


!i-J;o- 


\ 


\       Oy 


>^j(){x^  y)  étant  xine  fonction  arbitraire.  On  a  alor> 

1_2  1--. 
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X,  étant  une  aulic  fond  ion  arbitraire  de  x  ou.  eu  tenant  compte 
(le  l'expression  de  p. 

Si  \  est  (lill'éreul  de  l'unité.  V[x,  y.  z.  p)  est  de  la  forme 

et  r*>n  xérilie   facilement   (|ue  Ion  satisfait  à  la  e(»ndition  ((ioj  en 

prenant 

1 

(juelle  que  soit  la  fonction  arbitraire  ^■^{x). 
[>'équation  aux  difïérentielles  totales 

I 

M"--x'    ly—)'"- 

donn<!  donc  toujours  la  nuMtie  condition  d  intégrabilité.  quelle  que 
soit  la  fonction  X^, 

(82)       s-\--f-    --^'J-r-—-, r j^e-^-7 -^  Vt;^-^ -+- \e^-7>  1.   O. 

ôy  \  (ly^       \  Oy 

Aous  trailcnons  plus  loin  le  cas  où  l'on  peut  satisfaire  à  la  con- 
dition (Oo)  en  prenant  pour  F  une  fonction  non  lin<''aire  de />  el 
pour  <I>  une  fonction  non  linéaire  de  q. 

Dans  le  cas  particulier  où  X     :  i.  on  a 


'iy 


/=^.(^ -?'■=)■ 


l't  rt)n  M-rilif    de   uiénu;    (|iie    I  Ou    -alisfail    à   la   loudiliou  (  ^>'>  M'n 
prenant 

1  <'(piatuui  aux  dillV-renhelles  totales    e(ui(s|MUi<laule    eoiuluit  à   la 


—  :i4 


coudilion  d'inlégrabilité 


qui  se  dédiiil  de  réquariou  (Ha)  en  y  l'aisanl  X  =  i. 


^  ,      ,  .         ,     ,  ,  d'A     (j'y.     O'j.  d'^y. 

W).   Un  a  suppose,  daus  ce  qui  pre(;e(le,  que  —,  —  >  -—     -  '-—i 


¥ 


—  \\v  sont  pas  niils:  la  relation   (-.))  |)ron\e  d'aillcuis  que  la  dei- 

,1,,  I  '  V     /  /  1 


ai 


nièi-e  hypothèse  entraîne  la  ir()isièn>c.  Il  restt-  donc  seulement 
trois  cas  à  examiner. 

1"  Si  —  =  o,    y.  est  in(lé|)endant  de   c  et   l'on  a  vu  r)his  liant  (lue 
êz  '  Il 

l'on  peut  supposer  a  ==  o.  L'équation  {~/-i)  doune  alors  ~  -=:  o,  et 

l'on  jxMil  [(rendre  pour/'  une  ("onetion  arbitraire  de  .r  et  (le/;-|-[j. 

L'équatuni 

du  =  \in  p-^  [i  )  -\-  V  (  .7-,  />  -^  ?  )  J  d.r 

conduit  toujours,  quelle  (pu'  soit  la  fonction  \\  à  la  même  condi- 
tion d  iult-^rabdité 

5  -i-    -p     —  o.  ^ 

«V 

'>.    Su|)t)osons  —  ^  o, =  0;  a  est  une   touclM)n   linéaire  (l<;  .. 

'  ■  dz  "^  dz- 

■    a  =  'i (  .r,  y\z  -^  <a  1  ( a:,  y  ), 

cl  la  condition  (  ->,  >  montre  qu(;  [i  est  aussi    tirvc  (onction  lint-aire 

de. 

^  =  'L(a!',  jK)-  -~  «î'iC-r,  y). 

L  (''(pijilion  iiii\  diU'éreiitn-lles  totales 
d\o'^ii  =■  \  p  -r  '^{x ,  y)  z  -^  'hxkoc ,  y)\  d.r—  f(f(.r,  y)z  -+-  Oi(.r,y)]  dy 

ne  clian!;*'  |)as  <le  forme,  et  les  eoeffîeienis  -i  et  •!>  restent  le> 
mêmes,  (piand  ou  chani;e  r  en  ::  +  ;ji.(j:'.  .»' >•  On  peut  donc  snp- 
poseï-  (pie  ^  — -  o  e-l  une  iiitéyiale  Av.  l'ccfiialion  lini-aire  (pii 
exprime  la  eoiulition  d'inlé^rahililé.  (-"(îst-à-dirc  que  '^^(lx  'f  i^/'' 
est  une  diderentielh'  exacte  </)..  En  cliani;eanl  u  en  lie' .  lêcpiation 


aux  ilinV'renliellcs  toUiles  cUnienL 

d\oii  i(  —  \  p  -^  i\i(x.y)z]dx  —  ç(.r,  y)z  dy. 

On  |)ciil   donc   Mipposer  o,  =  '|,  =  (>.    J/équation   (-:>.)  ile\ieiU 
alors 


im  en  déduit  (\\\v  l'on  a 


cl  par  siiltcy (;sl  dr  la   tnrnic 

A  cl   B   étant  des  fonctions  de  .r,  )'.  La  relation  (7'^)  devient,  en 
<iivisanl  |)ar  1  exponentielle. 


.f...^U-^-^K(p-z-.lz 
\d.r 


ce  qui  exi<ie  que  Ton  ail 
d\os\ 


'^y 


ày 


Kê-^ 


on  en  tire 


(Hî) 


1       ^^no|£A^      n^logA-i+lo-X, 
)    ■  ,)y 

)    ,  _  /;iogç         I         ,nUy^()\niiA  _    1 


\{^x,  y)  étant  une  fonction  arbitraire  des  varialiles  .x'  et_)%  cl  \ 
une  fonction  arbitraire*  de  x.  On  \<''rilie  aisément  que  l'on  satislait 
à  la  condition  (  ()<>  i  en  prenant 

F  =  Xe^ '/'  +  ■{'- ,         «I' —  <), 

<'l  par  >uilc  la  condition  d'intéf^rabdité  de  rc(juation  aii\  tlillV- - 
rcnticllo  totales 

du  =  u\(  p  -h  <iiz  )  dx  —  -j  -  dy  ]  —  \  f?  •*(/'-'  'I' ='  dx 
condiiil  toiip)urs  à  I  cipialion  lin(';aire 

(«4) 


<)y 


<)x 


—  m  — 

(|a«'llc  que  soil  la  foiiclioii  X.  De  même,  l'éUmiuatiou  de  c  entre 
les  deux  relations 

i    '-^    =    U(  p  -i-  ■bz)  -+-  X€-^'P  +  '\'-', 

,Q.-,  V^-P 

(  b  }  ) 

i   ,)U 

f    —   ^  —  ^ZU, 

\  <)y 

conduit  à  une  autre  équation  du  second  ordre  en  u^  qui  se  deduil 

de  l'équation  linéair<'  par  une  liansformation  B^. 

•},>  c-  I'  d'j.  d-y.  .     ,      ,. 

.V  ^51  Ion  a -7-  ^=  ■>.  — — ,  a  est  de  la  lormc 
(iz  dz- 


Ainsi  (jii  on  la  remarque''  piusu'urs  fois,  on  peut  ajouter  à  a  une 
fonction  quelconque  di;  ar,  j',  à  condition  de  changer  aussi  'p.  On 
peut  donc  supposer  cp,  =  o;  si  l'on  change  ensuite  :;  en  ;  —  'v,  (ui 
\6il  que  Ton  est  ramené  à  une  équation  de  la  forme 

d  loj;  a  =  (/?-+-  3)  dx  —  e-  dy. 
L'<''(piation  (72)  de\i(  ni 

-  =      t"  (  r  —  3    —  ; 
.(k        ■>.  <>i' 

comme  /  n<;  dépend  que  de  x,  )'.  c  et  que  [3  est  indépendant  de  p. 

I  •       -  )  -Il  -15  ^f  (^t  1  .         1  • 

cette  cirante  n  est  possible  nue  si  1  on  a  -^  =  -^  =  o,  c  est-a-air<' 
*  '  dy  (IV  ' 

(jue  /  doit  se  réduire  à  une  fonction  de  la  seule  \arial)le  x. 
Nous  sommes  donc  conduits  à  chercluir  à  satisfaire  à  lidentilé  (()o  1 
en  prenant  pour  F  et  tD  des  exj)ressions  d<'  la  forme  suivante  : 

( 8G)  F  =  \p'- -f.  \;>  +  B,         <t>  =  Cy  -t-  D, 

A,  B,  (].  D  «'tant  des  fonctions  de  x.y\  z.  La  condition  (()o)  s'c'-cril 
alors 


Le  premier  mcmhi'c  est   une  fonction  hilineaire  en  p  et  y  et,  en 


('••calant  à  zéro  les  co(,'t"ll(i<;nls  de  pfjtP-  '/•  «'^  !<'  i<rinc  indépendaiil. 
on  obtient  les  quatre  relations 


V.  \    -^ ; h  C    =  O, 


87) 


•>,  '^K  >h'  ilZ 


<)'.i  .m  r>G 


'/o  '/J  (IX 


1  ''y      ''y      ''-^        ' 

On  satislail  à   la    picniièic  lelalion  de   la   lacon   la   plus  i;énéral<' 
en  prenant 

(SX)      C='-^\  A  =  >.Xi-    '-^  — r,  C---V  =  L-^iX^. 

TJ  étant  une   (oiielion  arhilraiic   de  x.  y.  z.  La   IroisuMue   iclalion 
devient 

^y:;        iiz        (IX  ifz         oz 


^('ll-Xà^-^U^-^ 
iiz  \  i)x 

On  auia  doue 
(8<).  !{:.=  :ik\  _  L-3--X!i--i.^s(.r.  y). 

La  sctoiidc  il<s  coudilions  (  (S-  )  des  icnl 

-  (  l  ;  —  9.  X  i  )  rr  -  -i  X h  •>  X  -!-  -r-  -; i i — 

i  '  ily  ily        ily  ilz         ily         ilz 

-4-  D  -^e:'lA\'i       '^  -  IJ  )  =  o, 
\       '         ''^  / 

ou,  en  uiidtiplianl  par  c~' . 

4-  (  Uc-    '-i-  e--'-^  -e--D  )-   X  'ie~-=o. 
,)z  \^  <)y  I 

Si  nous  pos(ui» 
(  yo;  D  =  — -h  e-l   -t-V, 
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on  en  tire 

En  substiliianL  les  ex|)i^('ssion.s  précédentes  de  A,  B,  C,  D  dans- 
la  dernière  des  conditions   (  87  ),  U  disparaît  et  il  reste  la  relation 

(c))  )  — ^  -f-  g-  -  —  e-  — r-  3e-\  -h  X  â-f-  =  n. 

Si  Ton  V  remplace  [3  par  sa  \aleiir  lirée  de  la  formule  (()i  ).  on  a 
une  équation  aux  dérivées  jiartielles  du  premier  ordre  pour  déter- 
miner \(x.,  y,  z).  Les  fonctions  \  et  o(.r,  y)  peuveni  être  choi- 
sies arbifi'airemenf.  En  particulier,  pour  que  <T>  soit  nul.  il  faul 
prciuire  pour  l  une  fonction  indépendante  de  :;,  el  les  relalious^ 
{\}0 }  el  (91)  nH)nlrcnl  rpie  [ii  doil  élre  de  la  (oruie 

Les  relations  ([ui  donnent  A  et  B  montrent  ensuite  que  l'on 
doil  prendre 

el  j'cqualion  aux  diHerentielles  totales 

(  S  r  )      du  =  »  1  o  -r-  tl>  -f-  •>  -H"  e    "I  dx  —  Il  c'  dy  -f-  X  I  »  ~r  ■>.  -~-  e    '  )   <-/.r 

\        '        '>y      J  -"         V        '^y      J 

conduit,   (piclle  qm-  soit   la   fonction  X,    à  la  condition  d"intéi;ra- 
bilité 

d  i   ■,)         d   l     ,hl^        '':\        ,)^ 
(87')  ,  5-i-  -T-^c-^-t-  -_   I  •>. -Le     -l_j__^=o. 

dx  dy  \    ày        J       ,)y 

r>eniai(|uons   que   les   «'quations   (^81)  et   (8'>/)se  déduisent  des 

é(niations  i;én('rales  (81  )  et  (  8'>.  )  en  v  faisant  \  3-^  -• 

1  .  .  .^ 

tiO.  On  peut  opérer  delà  même  façon  pour  trouver  les  cas  où 
il  est  possible  d(;  satisfaire  à  la  condition  ((k)  )  en  prenant  pour  <l» 
une    fouclion    iu>n   liné-aire   de   y.    I^n    diflérenlianl    deux    fois  pai' 


:i9  - 


rappnil  à  q  cfllf  reliitiMii.  rllc  df^it-nl 


;•«*  {<H        <Yi       ,)y.  ,)'i 


f)q-'  \<)x  "^    i)y    '    i)z^''^  fiz''} 


<;-'<!>  ,)^        -y^'j. 


,;3.|,  ,;2<j) 


^—P 


àff-     riz  i)xi)f/'-  i)zi)</- 


ni  éfralanl  à  zi-io  le  cocKicifiil  de  /)  r\  \r  iciiiif  inH^'-peinliuil  de  p. 
(111  ohliml  !<•>  (Ifiix  cfjiiafions 


rh    >)y.         ,)o 
ilrf  i)z        <)z 


<)&  <)'^ 


>>z  ■        <)x 


:-^'9?  =  ". 


r. 


iJi']' 


1)11  a  |>(»sc  '^  -     .   La  pfciiin-i'c  niftiilrr  (luc  '^  csl  de  la  loniic 

I  .  ,jy->  I  1 

ç  =  e"ii{x,  y.  a"),  où  (i'  =z  rj  ^  oi., 

cl  la  tlciixirinc  (lf\r<"nt 

^^^^         Tîj.  - ^-  '-  tz r'' -^  '''1^')-'- ^\i^-''tz)'^ 

(■"«•>t  une  (''([natir)ii  analo^tn'  à  l'c(jiialinii  (  ->.  i.  cl  cjiic  I  on  peiil 
Hiscnicr  de  la  mcrnc  lacdii.  I^ii  dillérciiliaiil  les  dcii\  nicinhi-c>  pai- 
rappoil  à  Z-  <)ii  ohtieiU  la  lunivclle  «'-qiialioii 

y' 7t^  --^  tz) •''    7ÛV  ',"' j^^'^-iiyjz.-iiitz  -  '■  -àt"-} ^  "• 

c  L      I  ^^3    cr.9,    d[i   ,      di'i    >)fi-       .         ...... 

«  '  ^         <)z     Oz-      dz  HZ-       fhv 

i'ciil>   de    zcif);    on    en    c(iiicliit,  comme  plii^    liaiil.   (jiic   le    rapporl 

__i^  :  _i.  ixc  d«'pend  cnic  des  \aii;d)les  ./•.    r,  cl  pai-  >\n{r  [i  csl   de  la 

loinic 

(<(4  )  [i  =  (o,(.r,^  I  -(-  (o,fjr.^)r""  ••.')■'. 

I^n     ^id>->lil  luml    celle    e\pre^>i(iri  de  |j  di(ii>  la    lelalioii   I  ()  >  ).  on 
voil  de  iiicnii'  (itic  y.  a  une  c\prc>*<nni  de  la  luiriie 

(f,j  1  -j.  =  -„^.^•.y)  -+-  z,(.r,j';«  -- -,(.r. j- ic    '"  '■■■'):. 


l'n  -nli-lilnanl  (••-  e\prcs>i(»ns  de  y.  cl  de  ''i  dan^  I  équation  190). 
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ou  obtient  les  trois  conditions 


{96) 


0^-        ^"'~.).v\.)y         ""^ 


—  w.,  A'-  =  (0(0.)  (  ■?.!'■  -H  \v  -T—  )  +  -;—      -; ww  ,  "o 


(Oo  cl  -—  irtMaut  pas  nuls  par  hypothèse,  on  a  donc 

))  lop;  w 
(97)  '""■^7^' 

«;t  les  denx  {)reniir'res  équations  peuvent  s'«''crire 

'>  I O  2;  i--  '2  (O   -H  I 


M  IC      : '■ 

(9^)  i  '^y 


— i 1 ww.-.  ). 


i)x  i)w      \  <)y 

l'our  ([ue  ces  deux  équations  soient  compatibles,  on  voit, 
coniine  plus  haut,  que  l'on  doit  avoir  —  -=  o.  ou  (o  ^  Y .  I.a 
condition  d'inlégrabilité  donne  alors 


Y  foo  \  ùy  <)x  J        V-(o^>      i):r  <}y 

(i    les   expressions    générales  des   fonctions   a  et    [i    sont   les    sui- 
\ an tes  : 

,  Y'  I     r/'^<oi       ii~n\        I   '^-l<iîrti).>"l      .. 

(gg)  '  '  Y  1(0.,    \_\<ly  (IX    I  Y        ilX(h      J 

'     '^  =   M^ix.y)  -+■  Lù-iC^'-, 

\  étant    une   fonction  arbitraire  de  h»  \ariable  )'.  h)^.  (Oo,  — 0,  lrol>^ 
fonctions  arbitraires  des  deu\  variables  x  et  y. 

On  verrait,  comme  au  n"  18,  que  Ton  peut  alors  satisfaire  à 
l'identité  (()o)  en  prenant  [)our  <]>  une  fonction  non  linéaire  de  </ 
el  pour  V  la   valeui'  m'vo. 

!21.  Si  a  et  3  sont  à  la  fois  de  la  forme  (-78)  et  de  la  forme  (c)9  1. 
on  peut  satisfaire  à  l'idenlilé  (<)o)  en  prenant  pour  V  une  fonction 
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lion  liiK'ûIro  d(^  p  el  pour  ^  une  foncliou  non  linéaire  do  q .  H  faut 
d'abord  pour  <ela  qur  Ton  ait  \  =  —  Y  =  /??,  m  étant  une 
constante    diflei-ente   de  zénj.  Tl  faut,  en  outre,  que  l'on  ail 

'  '  '       m '^2  \  'Ar         liy         ni     i)x  i)y 

'  "  '"        //;  to>  \ 'Jy         i)t         m     i)xi)v   J 

Supposons,  ((lunne  on  l'a  <;\pliqu«''  plus   haut   (  n"  IS).   que   l'on 
ait   ramené  y.  el  fj  a  une  forme  simple:  on  aura  alors 

Çi  —  (),  (oj  =  o,         'r'o^=  t'j  "(1  =  '^j 

et  il  reste  le>  den\  conditions 

(lOO)  .       °^^    =--         ,      ^,     -    =—   //JÎCotO.,. 

i)x  oy  iix  (h  '       '  j 

On   p(!ut  encore  lair<'  les  calculs  dune  laeon   plus  s\  nietri(|iie. 
Si  a  et  ^  sont  de  la  forme 

a  =  ç.,(x,  }-)e"''\  ^  ~  lo^Jx.  y)r~"'', 

les  relations  enyet  _i'  devuMinenl  respecli\einent 


,       ■    r^.f"" 


<)f  .  (     .  ,)f\        ,)f/,)'^..  \ 


totC^'"^^'  =  —  nniiiC-'"'  (  X  i;  ~-  n-  -p-  )  -; — ^  (  -p^  c-'"'  — -  ///  lo^  Ç; 


La  première  se  décom[)os(;  en  deux  écjualions  dislincl»; 

,)/  ,)f 

-—  =  —  /;/ 02(02-7-» 

j 

))  log  /'  _         I  —  -2  m 

^A'  ^i  log  Ço 

t)x 

lOl)  ^ 

'>log/"        — m(i  —  im)z-2''>2 , 

•"  /«.  -. — — 

ilX 


-  G-i  - 
1  rquiilion  rn  i,'  «lonac  de  int-ine  l«;s  deux  condition-» 
i)  loçi,'  \       /  »l 


///  ir  - 


no2j  / 


//or -^ - 


Si-^/fi —  I  yéo,  les  condilious  d  inléj;i;d)dil(''  (](;>  »':qii;ilions  i  loi) 
ol  (KjajsonI  pn'cisénKînt  les  équations  (_ioo).  Si  ces  conditions 
sonl  satisfaites,  on  a  |)oiir  y*  cl  !,'■  les  e\pi-es>ions  générales  sui- 
\ ailles  : 


(lui) 


\  étant  une  fonction  arhitrair»-  de  .r  et    ^    une  fonction  arltilraiie 
.Ici-. 

On   \éri(ie   aisément     (|iic    l'on    salislail     à     la    condition    (')o), 
|)oiir'\ii  qiK"  m  soit  dillérent  de  iiinih',   en  prenani 


\  III 


!•   =  \        (  n  M-  10..  «-'"-- ^5-^ 

\  "  ///       iix     1 

/  I    /Hoi;(«).> 

<lc  >orlc  (|ne  I  équalion  aii\  diflérenlielK's  totales 

(  lo  I  )  \     lia  z=z  II  \[  p  -\'  (0.,^   '"")  d.r  —  z.,f"''dj- 1 

V-      /  1    <>lo-c..\"'  , 

I 

/  I      '^lo"'.).\"'     , 

V        ■-  ,11       <}y      I 

contluit  loujoiiis  à  la  même  c»)ndilion  d'inléjirabililé, 

^        ^  d.r  dy 

(.iiielles  (HIC  soient  les  fonctions  arliil  raires  \  et   \  . 


(t.r- 
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22.  On  j»»'ul  ijimcner  lécjuatioji  (lo'j)  à  inif  (oiine  canoiiiqiK' 
simple  par  un  cliun'^cmenl  de  variables  el  dineonnues.  Des  rela- 
lions  (loo)  on  dc!'duil  iramédialeinenl  (|ue  le  lapport  to^  :  'y>  esL 
le  produit  d'une  lonetion  de  x  par  une  fonction  de  y,  ce  qui  con- 
■<luil  à  une  équation  du  second  ordre  se  ramenant  à  l'équation  de 
Li()u\ille.  On  en  conclut  que  les  fonctions  o-,  el  Wo  sont  delà  lorme 

X.V,  \,Y, 


V~  Y 


\.  \,,  Xo  élanl  des  fonctions  dr  x.  cl  Y,  ^,,  Y^  des  fonctions 
<ify.  En  substituant  dans  les  relations  (loo).  on  trouve  que  ces 
six  fonctions  doivent  vérifier  la  relation 

<io6)  X'V'  =  — m^XiX.ViV,. 

l^e  quotient  .,  '  est  (Jonc  constant  et,  comme  \i  n  est  <lelcr- 
niinée  qu'à  un  facteur  constant  prés,  on  ])<'ut   supposer  <pie  l'on  a 

(I07J  \'=/«X,X2.  V=  —  /n\\\\. 

Il  est  visible  (pu;  ré(piation  (  lo.")^  ne  ciiaiij^e  pas  (b;  forme  (juand 
on  jwend  pour  variables  indépendantes,  au  lieu  de  x  r\  t.  âi'ux 
fonctions  quelconques  de  ces  variables.  On  peut  donc  supposer 
<pie  l'on  a  X  =  mx,  \  =z  —  /ny.  et  les  relations  (10-)  devienneiil 

(1..7)  X,X,-Y,Y5=i. 

Si  Wtw  pose  ensuite 

'z^'A {logXi-f- logY'i).  «=--, 

on  \oil  (pie  liMpialion  iio-^)  est  rameiK'c  à  une  foruu'  toute 
paredie,  où  I  on  aurait 


„i(./— j>') 


'  M  ni{x-y)\  ,n{x~y)    -^ 


dx 


I  in{x — y)        ni(x — y) 

I 

V    -F  """'-  '       1'"/ 

„nx—y)        m{x      y)\ 
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Supposons  rn    particulier    \.=  '^-  =  ():    eu  posant    mr  —  Z. 
loii/^  = lojiv,  l'rcMiatioM  aux  difl'éieutiolles  totales  donne  les 


m 
deux  conditions 


y 


()x  ().r         .r  —  r 

(  I  oS  )  ■{ 

(I  ri'diiuinatiou  de  Z  eouduil  à  léquatiou  linéain 

'V-r  I        (h-  V 

{ lo.)  I  - — : —  -^ =  „ 

<lx  <ly        iv — y  <)/        (x — V  )• 

doni  rmtéiirale  i;énérale  <'s| 


\,  élanl  une  fonction  arbitraire  dv  x  cl  \,  une  fonction  arbitraire 
de  )-.  On  voit  donc  que,  ([uelles  que  soient  les  fonctions  arbitraire^ 
que  Ton  prenne  dans  la  formule  {^oi').  les  résolvantes  du 
système  de  PfaM"  défini  par  Féquation  (lo^'  )  et  la  relation 
dz  ^^  p  dx  -\-  q  dy,  sex'ont  intégrables. 

Le  calcul  précédent  suppose  implicitement  que  X  dépend 
(dï'ectiNement  de  x,  et  ^  de  )'.  Si  Tune  de  ces  fonctions  se  réduit 
à  une  constante,  on  peut  prendre 

et  les  formules  (  i  oo  )  nionl  rent  (pie  Tune  de  eo  fonction?  o^,  o)o 
doit  èlre  nulle.  Supposons  |)ar  exemple  w^  =  o,  Oo  n  étant  pas  nid. 
Ou  peut  alors,  par  la  mtMue  Irausformation  que  plus  haut. 
ramener  le  e;is  général  au  las  où  cs^ -^  i-  c  esl-à-dire  supj>oser 

a  —  c">~,  |ï  =  o. 

On  j»eul  |»rcndre  alors  /  \p"'  .  cl  i-  doit  être  égal  à  une 
fouclloM  arbilraiie  de  y  el  de  ij -{-<•'"'.  On  vérifie  en  t'fVet  que 
l'équalion  aux  ddfereiilielles  lolales 

du  =  it{p  dx       ('"'-  dy  )  -    \/>"'  dx  -    e'<^(  r,  y  -t-  e"'~  )  dy 
eouduil  toujours  à  la  nuMue  condition  d  intégiabililé 

•v       nie"'~p  =  o, 
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quelles  que  soieul  les  deux  l■onctioll^  \  <l  <l*.  Ou  ohlicndia  donc 
ainsi  de  nouveaux  sv>rèmes  de  PfaH"  inlrgiahles  par  des  quadia- 
lures.  Si  Toa  suppose,  en  particulier,  la  foiu-lion  tl>  indépendanlr 
d<-  q,  on  aura  une  résolvanle  de  première  espèce  en  éliminanl  :; 
entre  les  deux  équations 

-      =„p^\p"'.  =^  —  e">-+e-'P{y). 

()x  '  iiy 

Par  exenqde,  .>i  Ton  prend  //?  =  i ,  \  =  i .  <I>  =  i .  on  rctr(»u\c 
une  transformation  de  Biickluud  (|ue  jai  si<;nalée  antérieure- 
ment [Annales  de  la  Faeuhé  des  Sciences  de  Toulouse, 
•j.^  série,  t.  I,  p.  /\\?)). 

En  résumé,  nous  avons  déteruiinè  toiilcs  les  é(pialioii^  au\ 
diirérenlielles  totales 

chi  —/■(./•.  )•,  s,  p^  II)  '/./■  -i-  o( .r.  ]  ,  z,  </,  a)  dv, 

dont  la  couflilion  d'iiiléi^rabilité  conduit  à  une  é(|iuitioii  aux 
déri\  ées  partielles 

s  -+-  p:  {x,  y,  z)  pq  -+-  a(x,  y,  z  )p  -;-  l>  i  .r,  y,  z)  q  -h  c{x,  y,  z)  =  o, 

bilinéaire  en  n  et  c/,    loisfiiie  les  deux  der/\rcs  -p^   et  -7-7    so/i( 
Il  i  (ip-         iii'- 

dijfêrenles  de  zéro.  La  mélliode  suivie  n'exi^t;  pas  d'ailleur> 
(jue  cette  condition  soit  remplie,  uiais  elle  ne  donne  pas  toutes  les 
solutions  du  problème  lorscpie  lune  au  moins  de  ces  deux  déri- 
vées n'est  pas  nulle.  J'examinerai  ce  cas  particulier  dans  un  autre 
travail. 


SUR  DIVERSES  CLASSES  DE  SURFACES 
ENGENDRÉES  PAR  UNE  HELICE  CIRCULAIRE  ; 

l»\i!    M.    lUiou:. 


INTIîOlUJCTION. 

ï\ous   nous   pro|)()si)Us,  dans   b-   pr('-seMl    .Mfinoire.   de  eompleler 
notre   J'Jude   sur  la  Tln-oiie  générale  des   surlaeo  engendrées  pai- 
M.ix.  5 
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une  liélice  ciiculaiie  ^Bulletin  de  la  Société  MaiJiénialique  de 
France^  t.  \L1.  igiS,  p.  24^-839)  par  l'examen  de  (ju«'l(|ues  nou- 
veaux types  particuliers  de  ces  surfaces  (  •  ). 

Le  Travail  actuel  comprendra  deux  Chapitres;  dans  le  preunn-. 
nous  étudierons  le  mouveniejil  dune  hélice  circulaire  variable 
possédant  une  enveloppe;  dans  le  second,  nous  examinerons  \v> 
surlaces  à  plan  directeur  el  à  pas  constant. 


CHAPITKE  1. 

SURKACKS    ENGENDRKES    l'AR    LNIJ   HÉLICE   CIRCULAIRE    Ql  1    SE    MEl  T 
EN    RESTANT   TANGENTE    A    UNE    COURRE    FIXE. 


1.  \ous  a\ons  énoncé  (cl.  T.  H.  C.  (Jiap.  I.  u"  1-4  i  le  résuhal 
>ui\aut  : 

«  La  condition  nécessaire  et  sufjisante  pour  (jaune  famille 
d'hélices  circulaires  mobiles  ait  une  enveloppe  est  que  les  équa- 
tions 

(i)  M  =o.         KI-—  \o  =  o 

admettent  une  solution  commune 

(2)  F(o,  0  =  0-    '• 

A  chacjue  solution  de  cette  forme  correspond  une  courbe  tan- 
ente   aux  génératrices:  leur  ensenibi 
rebroussenient  de  la  surface  engendrée. 


gente   aux  génératrices:  leur  ensemble   constitue   l'arête  de 


Un    ealeiil    des    plus    simples    permet     de    remplacer    les    e(pia- 
lions  (  I  )  j)ar  les  suixanles  (en   inirddiiisaul   la   ^impliliealion  coi- 


(')  Dans  ce  qui  suit,  les  notations  seront,  en  principe,  celles  de  notre  Mémoire 
Théorie  i>énérale  des  xur/aces  ensfc/idrces  par  une  liéliec  circulaire  que  nous 
(tésiiincrons,  pour  abréger,  dans  les  nombreux  renvois  que  nous  aurons  à  y  fuiie, 
par  la  notation  T.  H.  C.  Dans  un  Mémoire  paru  dans  le  Bulletin  de  la  Société 
(t.  \L111,  igiô,  p.  '>.b-Gi),  nous  avons  di'jà  présenté  la  mono;;raj)lne  d'un  l\pe 
particulier  de  surfaces  que  nous  a\ons  appeli'cs  lieticoules  de  seconde  espèce. 
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rcspoiidanl  ;iu  choix  parlictilicr  cl  avcs  (l(''(ini  par  c^  =  o)  (  '  t  : 

M  =  o, 


i  1  Ins)  j  K/>2  >«  si n"  '-i  -i-  (  K^^  p'  -i-  K'  u  o  )  cos cp 

f  -+-  \v  p  K'  —  />  K  p (K  /■  —  (j')  ]  siii  '^  -f-  pp'  K  -\~  K-  ///>  =  o. 

Sans  iiisisLcr  sur  le  cas  gciiéral,  coudiMsanl  à  des  calculs  d  iiik; 
<'oinplicallou  (jiii  Jic  c()rr<'S|)oiid  en  rion  à  l'inlcnH,  nul,  du  rc>ullat, 
nous  nous  arj'clcrons  aux  deux  cas  parllculicrs  suivants  :  J^c  pre- 
mier est  celui  où  ^  =  o;  la  surface  est  à  plan  direct<;iir;  n(>jis 
\  rexiendrons.  I.e  second  est  celui  où  la  j;énéralrice  esl  indéfor- 
mable et  où  le  ravon  ()\  engendre  une  dé\eloj)pée  du  lieu  du 
■cenlre  O.    Mors 

p  —  p„,  K  =  ku,  ^/  =  ij'  —  o         (  Ko,  Pc  consi.) 

cl  les  (''(pialious  (  I   /y/s  i  de\iennenl 

•       /  1-  •       /  •  '■  •^«\ 

SUl'iie  Ki,/>Ci)=:0,  SU1(5      Slll'^ —    )  =  o. 


(    i) 


L'annulation  de  siu'j  exij^c  ('j  une  xérilicalion  direcle  de  la 
>eeon(le  ('-rpialion  (  i  ).  On  est  conduit  ainsi  à  la  solution  (;onslitu(''e 
iiar  une  lamille  d  hélices  indéroiniables  j)i\  olani  aulourd  un  point 
lixe  uuquel  se  réduit  son  en\e]oppe. 

\fais  les  é(Mialion>  (  ')  )  pensent  enc(U'e  être  résolues  en  prenant 

V 

{  \j  avoc  la  condition 

iin/'-^^  =  -    — . 
\/>Ko/        p    Pu  * 

(  ies  i-elalions,  par  lintroductiou  de  I  arc  v.  des  raN(Uis  de  coui- 
htire   II  et  de  torsion  T  de  la  courbe  lieu  de  O,    prennent  la  forme 


('j  Sous  lu  réserve  <|ue  lii  solution  considérée,  lonirimnc  ;iux  deux  équa- 
lioDS  (i  Ins),  n'annule  pas  le  mnliipliraleur  de  la  scionde  éipialion  (i)  dans 
l'opération  qui  [)erniel,  en  cliniinant  l'an-  »  entre  les  den\  équations  (i).  d'oljleiiir 
l'équation  trij^ononiélriquc  qu'est  la  sei  onde  équation  (i  bis).  Ci;  multiplicateur 
esl  sin,;.  Si   l.i  sdlulioii  coiiiinnnc  l'annulr.  nnr  vérilicalion  dii-fcie  s'impose. 
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fjromrlrlqiH'  siii\anlf,  plus  inU-i'cssaulc  : 

où  la  liniilc  liilcriciirc  de  /  77^  a  élc  lais.sé<'  intciiiioiiiiclltniciil 
arl)iliairo  (  '  ) 

Recherclie  des  conditions [iour  q^u  anc  famille  d' hélices  circu- 
laires à  plan  direclcur  et  dépendant  cV  un  paramétre  admette 
une  enveloppe. 

Les  «'qualions  des  lu-lices  (rime  telle  lamille  iieii\eiit  >"(''(rii<'. 
a\ec  iiii  eli(ii\  (l"a\cs  é\i(leiil. 

(7)  a;  .=  /■,(/) -^  p  cos'f.         j- ^/.(/) -+- p  sino,         z  = /^{t'')  ^  \\o, 

fuiimiles  (laus  lesquelles  p  et  K  soûl  des  fonelions  (jueleonque.s 
de  t.  ainsi  que  /', ,  /a  cl  fj. 

r.es  eoiulilious  détemiinaul  l'envelopix-  sont  :     • 

(8)  /;  -4-p'co8tp  ^  /;  -f-|-/sin9        .A  -^K'9 

-  p  siiio  p  cosc  K 

De  ces  relations  on  peiil  eliuiiner  co,  ce  (uii  donne  la  eondiluui 
pour  (pi'il  y  ail  une  enxcloppe,  et  lirer  la  valeur  de  o  eorrcspon- 
daiiL  au  contact.  11  j  a  iulért'l  à  dislini;uer  i]vu\  cas.  suivant  que  p 
csL  constani  ou  variable. 


(')  L'arbitraire  ainsi  laissée  correspond  au  clioix  de  la  développée.  On  exanii 
nera  en  particulier  le  cas  où  le  lieu  de  O  est  plan.  Ce  lieu  est  alors  nécessairen)cnt 
un  cercle  et  l'axe  de  l'hélice  décrit  un  cùne  de  révolution  dont  le  lieu  de  O  est  un 
parallèle.  (L'enveloppe  se  réduit  au  point  à  Tinfini  sur  l'axe  du  cercle  lorsque  ce 
cône  dégénère  en  un  cylindre.)  Le  demi  angle  au  sommet  0„  du  cône  des  axes,  le 
raj'on  R„  du  cercle  lieu  de  O  sont  liés  aux  consUmlcs  K,,  el  p„  de  riii'licc  par  la 
relation, 

K„  cotane  0„ 


K„  siiiO,, 


La  surface  engendrée  est  di'  révolution.  II  est  dailleurs  facile,  par  un  raison- 
nement géométrique  très  simple  de  démontrer  a  priori  la  possibilité  d'engendrer 
une  surface  de  révolution  ayant  un  parallèle  donné  au  moyen  d'une  liélice  dont 
l'axe  rencontre  l'axe  de  la  surface  et  qui  reste  conslanuncnt  tangente  à  ce  paral- 
lèle. 


—  G!)  - 

\.    0  esl  constant.  —  Soil  p„  sa  \iilriir. 

a.  Si  l  ou  suppose  K  \arlal)lc.  le  cas  où  il  Csl  ((uislaiil  dcvaiil 
être  éLudié  à  pari,  on  trouve,  en  prenant  K  pour  variable  indé- 
pendante. 

(9)  r=  r(/''-^f'^y-f'^ 


lans[^(/r-.A^j'-/3] 


ave<'  la  eoudil  lou 

(pi  il  penl   \   a\(tir  lulerèt  à  écrire 

ru;  f,  =  arc  tang  1  ^1  _  -!^  ,/,^  -+-f7y- 

l  ne     siinplilioalion    pai'heiilièreinenl     luleressaule    se    prt'-senle 

loiscpie  Taxe  déeiit  un  plan  :  alors  •— -r  esi  conslanl  el.  par  nu  elioiv 

d'axi's  eou\<M)al)le.  peiil  <"tre  supposf'  nul.  La  roriniile  (ii)  se 
rt'duil  (eu  st'  horuaul  à  nue  d(''leiniiiiallou  <le  l'are  tanj;)  à 

/;  =  -/.. 

b.    Si  k  élail  ((Uîslant.  ou  aurait 

(iobis)  /,=  *^(/f+.A^A 

dont  liulerpretation  gijonictricpie,  très  siiu|)le,  est  immédiate  :  le 
lieu  de  O  est  une  hélice  générale  ayant  pour  plan  directeur 
celui  des  hélices  circulaires  'génératrices, 

B.   p  est  variable.  — En  le  prenaul  pour  variable  indép<'ndaute, 
on  est  conduit  à  remplacer  les  conditions  (8  )  par  les  suixantcs  : 

(i  >.)  /',  co-«'w-i-/,  siiicp-f-i  —  o,         •il/.,       K'o)=:  K(/,  cosç— /'i  sin-i). 

La   [)remière  des  é(piations  (i'-»)   ue  sera   résoluhle  eu  ('■[(■lueuls 
réels  <pie  si  /"|  cl./,.  supj)0sés  réels,  sont  tels  que 
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On  [xix'ia  (loue 
(1-5) 


'  cosH(o  )  "  ■      eus W  10)' 


CCS  rchilions  jx'rincllroiil,  /^  cl  /  .,  claiil  doiiiico.  de  IroiiM-r-  'l> 
cl  H  sans  mlroclticlion  d  clcmcnl  Muai;inairc.  en  dclnns  du  cas  nù 
(•cux-ci  s'inlrodiiiscnl  [)ai' la  nalnrc  nicnic  dt'  la  (|iic>lioii.  J.a  nic- 
niicrc  ccpialion  (  r  >/)  donne  alors  simpicmeni 


('0 


o  =  V.  /i  — 


<I'  -h  «  (//  entier  ), 


cl,  la  eoiidilion  à  la(]iielle  <loil   salislairc  le   iiioii\  einrnl    de   la   i;(''iie- 
raliice  csl. 


(i5j 


/Ij  =  -^  tiiiigH(o;—  K'    2/1-—  -     -  <l'  -+-  W    , 


En  r('-siin)('',  on  |)<miI  tli(''oru|iienicnl  se  donner  Irois  des  (iiiaii- 
lllcsy,,  /o,  /,,  ou  K  :  la  dernicic  sCn  dcduil.  La  soliilion  |)ciil 
s"aciic\cr  coinplèlcnienl  lorsque  les  données  soni,  ou  /,.  /.j  cl  K. 
ou,  sous  une  aulrc  lonnc,  K,  f)  el  ^',  J.t  s'ohiicnl   par  (juadralurc. 

\a'  l'ésidlat  esl  [)arliculicicnicnl  simple  lorscpie  K  esl  conslaul  : 
nous  y  res  tendrons  uIlcruMircineiil . 

A  lilrc  (rcxcniplc,  en  prenant 


'"'=->  «  =  o. 


on   ohlu'ul.   a\cc   un   choix   d  a\e>   e(»n\enalde.   le  >\slènie  de  loin 
lions 


/,  =  -  3  p,        /.,  =  <),        /,  =  v'3  /  -^        3 


T^  K. 


I''ii  pari  leiilarisaiil   K.  on  peiil  (d)lcnir  des  siirraccs  p|u>  ou  inoin- 

simples  ;  ainsi,  eu  prcnani  K         —  (  Oy  coiisl .  i.  on  ohlicnl  la  surlaci- 

siiivanh-  (m'i  ne  (ii;urent   plus  (pic  des  opcralnuis  di-^a^co  de   loiil 
signe  d  inlei;rali(ui    : 


^■i  -+-  c  «'oso,         jr  r-  p  sin'^, 


■>  /    P(l  Pu 


(  )n  ol)scr\  cra  (pie  les  (oii  rites  a  ^-  consi .   de  c<ile  mi  i  lace  >onl  d( 
paraboles. 
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!2.  Rf.cuekciie  i>r:s  (.oi^DirroNs  nr,  contact  n  u>f,  iiklice  c.ip.cu- 
I.AIKE  Avi:<.  liM-:  (oiHur.  DONNKK.  —  J^a  recherche  direcle  des  condi- 
tions d('  conhict  supt'rieiir  d'une  hélice  mobile  avec  son  enveloppe 
est  dune  coinplicHtion  considérable  et  ne  présente  aucun  inlérèl. 
Il  est  tout  à  lail  prclV-rable  d'étudier  les  conditions  de  contacl 
dune  hélice  el  d'une  ctuirbe  donnée,  ce  qui  définira  géouiétrique- 
nienl  le  niou\fnicul  de  l'hélice  génératrice,  si  l'on  se  place  au 
point  de  vue  de  l'étude  de  la  surface  engendrée  par  celte  courbe, 
de  même  que  l'étude  directe  dif  mouvement  de  la  tangente  à  une 
courbe  gauche  conduit  beaucoup  plus  naturelleuient  à  l'obtention 
des  propriétés  des  développabies  que  la  considération  des  condi- 
tions assurant  à  une  droite  mobile  l'existence  d'une  enveloppe. 

V.  Hélices  rirculaircs  tangentes  en  un  point  à  une  courbe 
gauche.  —  On  peut  prendre  pour  a\e  de  Ihéliee  une  droite 
telle  que  la  perpendiculaire  qui  lui  est  commune  avec  la  tangente 
au  point  considéré  coupe  celle-ci  en  son  point  de  contact  avec  la 
courbe.  Le  cylindre  circulaire  qui  la  [)orte  s'obtient  immédialf- 
ment  :  il  est  engendré  par  la  parallèle  à  l'ave  passant  par  le  poiiil 
de  contact.  L'hélice  est  alors  entièreutenl  déterminée.  On  \oil 
donc  qu'il  evisie  une  triple  inliiiile  d  hélices  ciriudaires  tangentes 
en  un  jioint  a  une  courbe.  Leurs  a\es  forment  un  complex»;. 

Lue  (h'-monslralioM  géomélii(pie  très  élémenlaire  conduit  au 
résultat  sui\aiil   : 

Le  cône  du  contjdcxc  des  a.ci'S  des  hélices  circulaires  tan- 
gentes en  un  point  à  une  courbe  a  pour  hase  le  cercle  décrit 
dans  le  plan  perpendiculaire  et  la  tangente  à  ta  courbe  pas- 
sant par  le  point  de  contact  et  ayant  pour  diamètre  le  segment 
compris  entre  ce  point  cl  la  jtrojectioti  orthogonale  sur  le  plan 
défini  ci -dessus  du  sommet  du  cône  du  complexe. 

B.  Hélices  circulaires  ayant  en  un  p<dnt  d' une  courbe  gauche 
un  contact  de  second  ordii'  ai'ec  cette  courbe.  —  L"h<'liee  el  hi 
courbe  doivent  avoii"  même  noi-male  principale  :  ou  en  concliil 
•  le  suite  (pie  l'axe  <le  I  Ix-lice  chereli<''e  doit  rencontrer  la  normale 
principale  de  ht  eoiirbe. 

Soil    M   le  point  de  l:i  courbe.  (->  le  p( mit  de  la  normale  piiiiei|)iil' 
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où  l"a\c  do  l  lu'licc  chi  rclu'c  roiipe  celte  normale  el  a  langie  de  la 
courbe  a\ec  cet  axe. 

L'axe  de  l'hélice  doit  cvideninient  èlre  perpendiculaire  à  Mo 
en  co;  si  cela  a  lieu,  l'hélice  tangente  en  M  à  la  courbe  considérée 
et  décrite  sur  le  cylindre  circulaire  de  rayon  M(o,  et  dont  l'axe 
satisfait  aux  conditions  que  nous  \enons  de  définir,  admet  même 
plan  oscidateur  que  la  courbe  donnée;  le  contact  du  second  ordre 
sera  donc  réalisé  en  imposant  légalité  des  rayons  de  courbure, 
c'est-à-dire  si  l'on  a 

( i6)  '  ■   „     =  R 

sui^a 

(  II,  rayon  de  courbure  de  la  (M)urbe  en  M). 

On  trou\e  sans  peine  que  : 

Le  lieu  des  axes  des  hélices  ayant  en  un  point  d' une  courbe 
un  contact  d u  second  ordre  avec  celle-ciest  un  cylindroïde  ayant 
pour  plan  directeur  le  plan  rectifiant  et  pour  directrice 
r('ctili<^ne,  la.  normale  principale  ;  Téquation  de  cette  surlace 
rapporté(;  au  trièdre  fondamental  correspondant  au  point  considi-n- 
est 


<'7J 


\\z--  =-j(a-2-f-c2). 


La  considération  de  la  figure  ci-dessus  donne  sans  difficulté,  eu 
se  rappelant  que 

K  ^  p  cota 

et  ([ue,  pour  des  hélices  ayant  a\ec  la  coui'bc  un  contact  du  second 


—   I.J  — 
ordrr.  s  :^  M  (0  =^  U  siii-a  : 


i    ./  ~        I'  co-  'i  siir'  7  -f-  I!  I  -^  4-  -  j  sin  a  dis- y.. 
irS)  ■  J=        Hsin2a*in    ç.       lisin-a  i  M  oj  =  lUin-a). 

f   ^  =  —  I!  co-  o  si  II -7.  cos  7  II    ,-  (  o  --  -  )  sin-7  oosa. 

(  )ii  drduil  imi>K(li;ilfincjil  de  là  les  ('(lualitm^  parainrl  ri(|ii("S 
;;ciu''ndos  des  surfaces  cniieiidicos  j)ar  imc  hélice  circulaire  ayaul 
avec  nue  courbe  doiiiu'c  un  conlacl  «lu  deuxième  nrdie:  ces  équa- 
tions SOUL 

(  i()  j  \  =:  A'.  -^  -,  .r  H-  V,  1-  -^  3,  ;;.    .      .... 

~t^  ~2i  ":!■!  eosiuus  direcl<'ur>  de  la  lan^enle; 

il.  tj.,,  ^i,  cosinus  direcleur.s  de  la  lunoruiale  : 

■''i-  ■''2)  V;(,  cosinus  dir'cclcurs  de   la   noiniaic   |»rin(i|i;df  à   la   couriie 

considérée  ; 
-\-.   ,J,  i,  coordoMn<'('>  d  un  de  >c>  poinls;  .x",  J'.    r  tlclime»)  |)ar  les 

étjuations  (  i<S  )  dans  lesc|U(ll(v  a  doil  cire  coasidén-e  connue  une 

ronclion  du  pararnèlre  (jui  d('linil  l'arèle  de  rehroussenu^nl . 

Parnïi  les  Injlices  a\anl  avec  la  cuurhe  nu  contact  du  second 
ordre,  il  c>\  inléressani  de  recdiereher  s'il  n'eu  existe  pas  ayant  le 
méiue  ra\oii  de  l(»i>i(ui  (|ui'  fcljc-ci.  l-n\  i^ai^eon-  d"al)ord  les  va- 
leurs absolues. 

Soit  1  II-  raxoii  de  lorsM)n  de  la  courbe;  Tciialilt'  de*  ra\ons  de 
loCMon  donne 

>o  I  -. — ■- —  =  r. 


sni  7.  cosa 


•  1.  d  autre  part,  on  a  |  e(|uahon  l  i  (>  1 1 
>.  Il  ^  —  1  i  •<  i  M  -  a  : 

de>  e(|natn>n>  i  '.o  )  el  i  :>.  i  »,  on  lire 

WV  T 

'j  =■ yr^  »  SOI  7  =       :   — zz=:z=:=:  (SI  II  X  Co»  7  " 

Il  CMsle  done  deux  inlic(;>  n-jtondanl  à  la  (|U(;.^tion;  le>  deux  axes 
passent  |)ar  le  point  eenli-al  de  la  normale  principale  et  sont,  I  un 
d'eux  parallèle  à  la  carae|eri>>lu|in'  du  plan  icclilianl.  l'autre  symè- 


Inquc  du  pn-crcleiil  par  rapport  à  la  Langeale.  I.a  prcmirrc  liélioc 
seule  a  niènu'  iDi-sion  nue  la  eourlx-.  cnuiple  lenn  du  signe,  e  esl- 
à-dire  (Je  la  disposiliou. 

(a.  Hélices  ayant  un  contact  du  troisième  ordre  avec  une 
courbe.  —  Pour  qu'une  hélice  circulaire  ait  un  contact  du  troi- 
sième ordre  a\ee  une  courbe,  il  faut  et  il  suKil  qu  outre  les  condi- 
tions ci-dessus  (  coulacl  (lu  tleuxiènie  oidrc  cl  mk^muc  torsion  eu 
grandeur  et  signe  ).  la  suivante  : 


ds 

soil  aussi  vcriliée. 

Doue  : 

Aux  points  d' une  courbe  où  la  courbure  est  stationnaire,  il 
existe  une  hélice  circulaire  ayant  un  contact  du  troisième 
ordre  avec  la.  courbe. 

En  j)articulier  :  pour  toute  courbe  èr  courbure  constante,  il 
existe  en  chaque  point  une  hélice  circulaire  ayant  un  con- 
tact du  troisième  ordre  avec  la  courbe,  (^ette  hélice  (^sauf  V ex- 
ception siiiiialée  ci-après)  enî>endre,  dans  son  mouvement,  une 
surface  dont  rareté  de  rebroussement  possède  un  contact  du 
troisième  ordre  avec  la  <^énératric<'.  On  voit  en  passant  ([ue 
cette  condition  impH<jue  pour  la  L::éuér<itrice  de  conserver  ta 
même  courbure  pendant  tout  son  mouvement . 

Par  contre  :  une  hélice  circulaire  de  i^randeur  constante  m- 
peut  engendrer  une  t<dle  surface  :  rareté  de  rebroussement  est 
en  ejfet  une  hélice  égale  à  la  génératrice  qui  se  confond  avec 
toutes  ses  hélices  oscula triées.  Il  est  intéressant  de  voir  direc- 
teuieul  ((tiumeiil  se  comporte  la  seconde  liclice  ayant  avec  l'Iiélicc^ 
(le  rebi'Oiisscmcul  \\\\  contact  dw  second  ordi'c  et  une  torsion 
s\métii(pic  de  la  sienne,  (ielte  lielice  engendre  Nisiblemeiit 
un  liélicoïde.  Dans  la  ligure  ci-couirc.  (Ilo)  représente  l'hélice 
circulaire  doiiiuc,  (i\e  ((  1,,  i  son  cercle  j)riiicipal  ;  INI  est  un  p(^»iiit 
de  l'hélice.  Ma  la  normale  principale  ccuipaut  l'ave  en  u.  Le  plan 
de  la  (igure  est  le  j)lan  p(Mpeudiculaire  à  M  'x  passant  par  ;ji.  :  ut  pa- 
rallèle à  la  taiigeiite  M  t  est  dans  ce  plan  ;  soil  u  l  symel  rupie  de 
1  a\e   u  l  0  de  (  llo^  par    rappcul  à  ur. 


[  11  cvlinrjrr;  cinMiliiirc  d'usc  ;j.L  (îj^al  au  cvliufJre  de  hase  (  Co  ) 
passe  en  \f.  J/J)«'licc  fl<;  tangente  MT  tracée  sur  le  cylindre  esL 
svmclii(|ii<;  de  l'Iiclici'  I  [„  cai' <lli-  a  inèiiir  courbure  et  mémo  ravnii 
de    torsion    mai>-   lotiiie  ii\eeelle    mie   dis[ioMliou  difiéreiile.  (!"es| 


l'if 


I  lieliee  clierelicc.  (  )ii  \(hI  (lue.  (\i[\\'^  sou  inouN  enniil .  sou  ii\r. 
eui;cndre  une  siirlace  de  \is.  (  a'a'A  |){;ruiel  trail  un  aiitic  enonei- 
à  peu  f)rès  évideul  pour-  dt-fiulr  la  <;(''iicralu)u  de  hi  surlace  cuj;en- 
drc'-e  piii-  I  Indice  i  II  i.  Si  II,,.  «"I  par  suile  H.  snul  ((piiauj^lcs,  la 
surlacc  des  ii\es  csl    riicheoïde  iniuiniuui  r<'i;le. 

(  (ts  iKirlIcnliri  tirs  surfaces  à  plan  diirctciii  .  —  Il  es|  ;i  peu 
pré.s  (''N  ideul  (pjc  le  ciuilacl  d'ordre;  le  |)lus  (dcM-  (pu*  Ton  puisse; 
imposer  à  I  Iu-Ihc  ui(d)de  d  a\oir  a\cc  Tan-le  de  rcdtioussemeul . 
dans  le  cws  des  surlac<'s  i'i  |)laii  direeleiir.  csl  le  coulael  du  second 
ordri'.  (  )u  \oil,  eu  ellel.  eu  prop'liiul  sur  le  plan  direi  leur,  (pie  h; 
cercle     priiieipjil     posscdci;!     ii\ec     sou    eu\el(ippe     iili     (unliicl     rlc 
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même  ordre  au  moins  que  l  Ivcliee  a\ec  l  arrlc  de  rel)rousscmeul . 
(leci  montre,  également,  (|ue,  ])our  (|u'il  ^  ail  conlacl  du  second 
ordre,  il  faut  f|ue  le  cercle  principal  sur  le  plan  de  hase  resle  oscu- 
lateur  à  une  conrhe  (ive.  Jl  laul.  en  (_>uirc,  (jue  l'arvie  de  rebrous- 
sement  soit  une  ludicc  quelconque  de  nième  ])lau  de  hase,  (.ar  sa 
normale  principale  connnune  en  cliaijue  point  a\ec  I  Iw-lice  mobile 
reste  pai'allèle  à  ce  plan. 

On  voit  sans  peine  ([ue  ces  conditions  sont  sulllsantes. 

On  obtiendra  donc  de  la  façon  suivante  la  surface  la  plus  géné- 
rale ayant  un  plan  directeur  et  une  arèic  de  rebroussement  dont 
la  génératrice  possède  un  (;ontacl  du  >econd  ordre  avec  son  en\e- 
loppe  : 

Une  hélice  quelconque  (Hj  étaiii  donnée^  tracer  sur  h' 
cylindre  ayant  pour  base  le  cercle  osculaleur  de  la  projection 
de  cette  hélice  sur  son  plan  de  base,  l'hélice  circulaire  tan- 
gente à  (H)  au  point  correspondant  au  cercle  oscillateur  con- 
sidéré. Lorscjue  ce  point  varie.,  l'hélice  circulaire  engendre 
la  surface  cherchée. 

CMAPITIiE  II. 

SURIACES    E.VGliNDRKKS    PAU    INK    HKLIOK    ClHCl  I-AIIUC 
A    PmV    DIRECTKI  R    KT    A  PAS   CONSTANT. 

La  présente  étude  comportera  deux  parties,  l'une  relative  aux 
surfaces  générales  engendrées  par  une  lié-lice  cii-culaire  à  plan 
directeur  et  à  pas  conslant,  rautre  consacrée  à  Texamen  de 
(juclques  lypes  parti<'uliers. 

l'Ri-MrÈRi;  t'ARTiK.        Surfaces  générales. 

I.  KoRMi  LKs  <;k\érali;s.  —  Par  un  elioix  con\eiiableel  évident 
des  a\es,  les  Mirfaces  engendrées  par  une  Indice  circulaire  à  pas 
constant  et   à   plan    directeur   |)eu\enl    éirc    représentées   par  les 

lormules 

!x  —  /'i  (  < )  -i-  p  cos  <f , 
.r  =/2(0-^psin'-?, 
z  =  fj t)  -H  KqO 


(  s  loiKtioii  do  /  ([iii   se   r(''cluil   à   une  conslante  dans  le  cas  d'ime 
i;<'-u<'Titlric(;  indctoiniaMe).  desciuellfs  on  lire 


el 


(L/:  =  —  0  sin  o  rfo  ^-  (/',  -+-  p'  cos  o  i  dl, 
dy  —       p  cosç  d'^j  H-  (/',  -H  p'  sin  9  )  dt, 
\  dz  —       Ko  do  -4-/3  (// 


ds^  =  E  <^/^*  -^  1 F  dt  do~G  dz 


Les  coet(ici(nits  A,  H,  (]  du  plan  langenl  sont  donnes.  |)ar 
.IV) 


^  A=        Ku(  y ., -+- p' sino) — /'jpcos'Y, 
j   B  =  —  K„(/,  ^  p'coso)  -/;,  p  siii-^. 

(   C  =        p  (  / 1  cos  '^  -h  _/' j  si  11  o  -f-  p'  ) 


el 


(  V)  IIi=  Aî-i-  i;2-t-  C-=  K'.  [/',-  -^/V-  -H  p'^-t-  'p'iy'i  coscp  +/',  siii»)] 
+  p\/;,^  -1-  2  Ko/:,  p  f /',  sin  -^  -/',  cusç  J 
-l-p2(/',  coso  — /'.^siii'i  -:-p')^ 

L'angle  to  lait  par  la  noiniale   principale  de  la  g(':n(  ralriee  avec 
la  normale  à  la  surlaee  esl  donné  par  la  torniule 


<M; 


(  /■',  coso  —y",  siiio  -i-  p';(  p2-j-  Kg  )- 
K„(/'.>  coso  — /,  sin  ç)  —  p/; 


et  l'angle  A    du  plan  langent  avec  le  plan  de  hase  par 

,  Ml  ,  lan-V  =.  ^  -^  [K„(./V-Msy-r.siny)-p/;p^ 

?-  o-(  / ,  coso  -f-y .,  siti '^  -t-  p  )- 

l'^nlin.  les  delerminanis  I).  I)',  D'  de  (îauss  ^onl  ici 
f  N'III)  D  =/3p(/',  cc^o    'r-Z^Mn'^  -f-  ?';--/3p(/':  C0S2    -/'j  siu'^  -f-  p") 

-+-  '<o[/"i  J">-rj\  -*-  coso(/;  p"— y  ;  p'  ) 

(  I\)  D'=  —  p'  Ko|/',  cos  s  -t-y'2  si  11  '^  -;-  p'], 

(X)  D"=-p[K„(y:c(.s^-/;sii,o^-p/;|. 
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Pour  la  pliiparL  des  iililisuLions  praliqiicïi  de  tcr.  fonmdrs.  il  \ 
;iiiia,  l()r-sf|uc  l'Iiélice  est.  déforinable,  inléirl  à  |>iendre  c  jjoui' 
\aiiabl('  iiidc^-pciidanle  (g':=i,  o"=o);  l<>t>(|iic  l'Iiélico  «vst  di; 
iuriïK.'  invaiiaijle,  ou  ne  [xmiI  plus  prendre  p.  (pu  est  constaul. 
<oiunu'  \arlai)le  indépcMulanlf' ;  mais  alors  p' ^  p  -=  o  el  les  jor- 
nudes  se  sitnpliliciil  considéraldenienl. 

2.  pROiiLKMKS  UKi.ATii's  \i  i'i,A\  TA^(:E^T. —  La  (léUtrm iiia 1 1 OU  di- 
la  courbe  de  conlacL  du  eoue  eii'C(jnscriL  ayaul  sou  sonuju'l  eu  uu 
poiul  donné  est,  comme  dans  le  cas  f>énéral,  un  |)rol)lèuie  dépendani 
d\''(piatious  où  ianj^le  cp  est  euclunèlré  axec  les  ligues  liij^ouoiué- 
(liques.  Mais,  par  coulre,  il  esl  iuléressaul  d"(»l)ser\cr  que  le 
probièuie  correspondant  relatif  aux  (nllndres  eirconscrils  dépend 
uniquement  de  la  s(»lulion  d'équations  Irii^oiunnélrupies.  I.a  cousi- 
<lération  de  ces  é(pialions  eondiiil  même  a  de>  résultais  iuléi-es- 
sants. 

L'écpial  ion.  détermiiiaul  la  eoiirhe  de  eoiilael  du  cNlindre  |)aral- 
léle  à  la  direction  (7,  |j,  -' )  esl 

^  I  )  a  [  Ko ( /'.,  -f-  0'  sin  's,  )  — /'.{  p  ces o  ] 

—  H  '"^o(/'i  H-  p'  cos'f)  -r-/,  0  sin  o]  -I- Yp(/',  <'«>s-j  -h/.,  sin  o  -f-  p'  1  =  o. 

Dés  lois  : 

Sur  cluKjde  généialiicc  existent  ih^iir  sthirs  de  points  de  ht 
rotiibe  (le  contact,  les  points  de  chaque  série  rtant  rèpaitis 
à  é^ale  dislance  sur  une  arête  du  cylindre  principal  de  ta  géné- 
ratrice. En  particulier^  .ç/ a  =  ^îi  =  o,  on  ohtient  Vrcf  nation  du 
contour  nppn)-ent  sur  te  plan  de  la  hase. 

La  déleriuiualion  de  la  d(''\eloppaljle  d  ('■L;ale  |)eule.  laisaiil  asee 
|)lan  de  base  l'angle  \  q,  donne  lieu  à  des  remarques  analogues. 
Toutefois,  dans  Je  cas  des  liélicoïdes  (  /"',  —^f'^-=^  o\  la  courbe  de 
ionlact  se  réduit  à  un  ensend)le  de  génératrices. 

3.  Ligne  dk  striction.  -  La  ligne  de  slriclioii  de  première 
<'spéce  est  donnée  par  l'équation 

{ ■>.)  Ko(/,,  cosç.  — /,  sintp  I  —  p/3  =  o; 
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<cll('  (le  x'coiulc  oprcc  ol  drfiiiic  [);ir  l;i  iclalion 

(  Tj      (  /'„  cosz  —  f'f  sin«p  i[p-(/'i  cosç  -t-y"',  sin  ç  )  -!-  p'(p2 -h  K')] 

—  l'^o?/',  ''/'i  cos'f  +/'„  sins)  =  o. 

Ces  deux   lii;iics   onl    iiiic   biiinclic   ((tiiiimiuc  (l;iii>   l(>   trois   cas 
siii\anls  : 

si 

A  =  •>' 

<tll    SI 

avec 

/s  =  - — : — ' 


ou    ( ' 1 1 1 i 1 1    M 


/?- /v--^/;r-?'^=«>- 


V.  Lors(|u<'  /  j  =  o,  oïl  li'oiivc  les  Mii'faces  <l>  (h'-jà  rciiconti'tV's 
t  et  T.  II.  C,  (^haj).  If,  n"  6)  el  que  nous  ici l'oiivcroiis  plus  loin. 
La  ligne  de  >lnclion  de  prcmicrc  espèce  (ail  entièr<'inei)l  parli<!  de 
la  lii^iie  de  nIiicIioii  de  seconde  espèce^ 

B.  Si  /'„  :^-  s/./  ,1  sans  que  / ',  cl  /'.,  >oienl  miU  ensemble  (  '  ). 
l'a\e  de   riielice  (b'ciil    un   plan  isotrope.  Deux  cas  à  dislingner  : 

i"  Si  z  es!  coiislanl.  la  siirlace  eni;endrée  est  un  c\  liiidre  isotrope 
à  généralriees  parallèles  à  l'inleiseciion  du  plan  direcleur  cl  du 
plan  decril  par  lave. 

2"  Si  p  esl  \ariable.  on  lrou\e  la  surrace  re[)iésenl<'<'  canoniqiie- 
inent  |)ar  les  ('(pialioiis 

(XI)  a- — /ifî)-^  scosç.         j^  =/2(p)-f- î  sin-j, 

z  =  Ko  (  cp  4-  /  log^  j  >  (  p«  const.). 

(î.    l»esie  cnliii  le  cas  où  l'on  a 


(')  Si  /',  =  /'j  =  o  on  trouve  les  hélicoïdcs:  dans  ce  cas  il  faut  cxaminrr  (liréc- 
li'ment  ce  qui  se  passe.  La  W'^ne  «le  striction  de  seconde  espèce  est  indéteriiiinée  : 
«elle  de  pieinicre  cspi'ce  s"évanouit,  saut'  pour  riu'licoïdc  ijauciii'  ininimuin  pour 
lequel  elle  est  indéterminée. 

Ivnfin,  notons  que.  dans  tout  ce  parii;;raiiiif.  on  laisse  (\v  cnit-  le  (  is  i|,-  f-  -■■■  |v;'      o. 
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Les  siirluco  (•on('>[)Oii(liiiiL('>  xuil  lc>  Mirfiicc;<  1"  d<')à  U'oiivéo 
(cl  T.  H.  C..  Chap.  II,  n'^  6)  vl  (|iic  nous  allons  rhidici'  plu> 
sjx'çialemonl  ci-aj^rcs.  I.a  pailic  coiiiimiuc  do  deux  Hi;n(;s  de 
slriclioii  csl  une  ai('lr  de  roltroiisscrnent  cm clopitc  de-,  liclirc> 
iicnci'alricc-. 

\  .  Courbure  moyenne  el  courbure  totale.  Leur  cxprc.»- 
sioii  ('>l  lacdc  àcciiro;  nous  nous  bornons  à  en  iiuli([uer  la  foime 

sans  en  c\])licitcr  ]cs  c(icllicicnl s  :  on  a 

I  I  lLl»"-f-  Gl>  —  v>.  Fl>'  P.jfsinc.cosç  ) 


I  !  H  II  '<  '■'• 

1  DD"—  Il  2  (^)2(siiiç,  cosç) 


tv,  Ko  "•  I  l»,!  sinï.,  c()S9  )J- 

(  I*.,.  ().,.  \\,  lailAnonn-s  du  second  d<î"i'é  en  sincs  cl  eosci  :. 

I»i;i\iKMi:  l'AUTu;.  —  Surfaces  particulières. 

1.  . —   Surfaces  Y. 

1.    Si]!FA(i:s  \   (;r.M':i!Ariiu:i;  isin.idUM  \iiLi:.  V.  Nous  élu(heri>ns 

Jout  d'abord  celles  des  snilaces  F  (jui  soni  engendrées  pai'  une 
liéllee  de  IV»rrne  in\fniable.  ccsl-à-dii-e  pour  lesquelles  c  esi  cnn- 
.slanl.  soit  p    -  C(, . 

I.a  r(da(ion  (  4  )  devicnl  alor-. 

^bis)  /,._;./^:  =  ^_/^., 

(pi'on  pcul  aloi-  i<'in|>laccr  par 

(  )n  peut 'd  ailIcdiN.  >ans  Innilci-  aucuncnieul  la  i;cucralil»''  de 
l'élude,  pi'cndre  £,  —  i,  s^  -  -|-i.  delà  posé,  si  Ton  suppose  0 
conslani,  ou  Ironve  un  c\lindi(^  engendré  par  une  droile  prinii- 
livement  tangenle  à  une  hélice  circulaire  el  qui  se  lueul  parallé- 
lenienl  à  sa  position  initiale  en  s*a|)puAanl  eonslannnent  sui' 
riiélice.  (!(•  <  a^  cliuùné,  on  peu!  ]>rendre  8  comme  \ariable  indé- 
pendante, cl   I  nu  oblienl  sous  la  l'orme  réduite  suivante  les  équa- 
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lions  piiram(''triqu<'s  des  surlaccs  rludiées 


ïy=       r~    I    /:)i/*;coî-0  f/O -f- po  sin  ç.. 

La  .surface  dôliiiic  par  les  équations  (\11)  es!  une  surfa(-e  <!<• 
Iranslation.  Les  courbes  conju<;uces  des  hélices  circulaires  <;éné- 
ralrices  sont  des  hélices  de  même  pas  ano;ulaire  cl  de  même  plan 
directeur  que  les  génératrices,  comme  on  le  a  oit  en  observant  que. 
pour  les  courbes  te  .=  const.  on  a.  en  fh'siiinant  |)ai'  fis  réh'-meni 
darc  de  la  |)roieetion  siira:^Oi'. 

dz  K„ 

Le  ravon  de  ((nubure  (bi  e\biidi('  principal  de  ces  lu-bees  e>i 

L'envelop[)e  do  i;én(''ratri<e>.  j)arlie  coiiiiiiiiuc  aux  deux  biques 
de  striction,  est  définie  par  la  relation 

•G)  0  Ç=:2/IZ  irtcntioi). 

Nous  distinfiuerous  ces  sur[ace>  <ii  le>  d(''sii;nanl  sous  le  nom 
de  sur/aces  l^. 

2.  Inéquation  des  asyniiUolItiiies  se  n'-d uil  à 

,7)  /;,  I .  -  cos(  0  -  9)]  [/^  dr-  -  ./.îj  ._  „. 

On  ne  |)eul  suppcoer'  /".  nul  idenlicpiemenl  (^' )  car  riiélice  géné- 
latrice  serait  immobile:  I  annulation  du  jnemier  crochet  corres- 
|t(tnd   à    l'arc'le  de   rebroiis^emeiil.    L'équation    des  asymptoliques 


(')  ()uant  au\  viilcurs  isoIres  de  0  iinniiîiinl  /'  ,  elles  (•(inespoiutent  à  des 
^énératiices  singulières.  F, es  coefficients  A,  lî,  (.du  phm  tangent  s'aniuilciil  en 
etlcl  dans  ce  cas  {Cf.  IV.rmulc  IV). 

XLI\.  6 
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|)rf'iid  cil  (lélinltive  la  l'orme  simple 


ou 


/(>. 


Les  iiuaridiits  de  Gauss  cl   les  élémenls  de  eoiirhiiie  de  la  snr 
lace  sont  donnés  par  le  Tableau  siiixanl  : 


■^     l^s  Lp.i  J 


Ko 
1) 


.f7Pr, 


(Mil) 


D'  =  o,  D"  =  '.A  p,i  sin2  (^  — ^  )  ; 

K„(pa-4-K;rd  A(0)-  ivd 


H,         Rs 


{/;(«.-f^)][.^ 


/o 


-]^ 


K,ho 


'.A,0)[p^cos^(îi:^)-K^J^ 


Le   couloui-  appareil!    de    la    Mirlaee   sur   son    plan    direeleur   est 
•    donné  par  la  lormiile 


(9) 


0  —  o  =  ('•>./;  -f-  I  )  -         (rentier). 


Il  es!  doue  eouslitiK'.  eu  pr<)|eeli(»n  sur  le  plan  dlri'cUuir  par  le 
lieu  du  point  du  <-erele  principal  dianu-lralenient  opposé  <le  sou 
lonlacl  a\<'c  sou  emcloppe,  résultat  (pu  |)<)ii\ail  ("tre  pre\  ii  i;éo- 
métriquenienl . 

Ou  a  démouLré  (cl  7'.  //,  C,  (lliap.  IL  n'"  il  et  l!2)  ipie  la 
uormalie  le  loiij^  d'une  i^énératric'e  d'une  siiilace  eiif^endrée  par 
une    hélice    indéformahle   à   |)lan    directeur    admet    une    tlirectrice 


—  .s:{  — 

ie«lilii;n<'  cl  un  phin  direcIcMir.  Il  Millil  de  s<;  i('|K)il('r  aux  formules 
Jonnécs  (Itins  <:(.•  Alrnioirc  poiii-  \(iir  que,  dans  le  cas  achicl  : 

La  nonnaUc  le  lona  d'une  i^énrralrice  <idinel  pour  direc- 
trice recliligne  la  génératrice  rectiligne  de  son  cylindre  prin- 
cipal passant  par  le  point  de  contact  de  VJiélice  et  de  son 
enveloppe,  et  pour  plan  directeur  le  plan 

(lo)  z=-Ç^ixi\nH  —  )'rosO). 

Les  liiiiniilc-  (lu  lahlcau  \lll  ilurmciit  lieu  aux  remar(|nes  >ui- 
\  ailles  : 

La  eourhiire  moyenne  est  nulle  sur  les  génératrices  satis- 
faisant à  Véquation  f.^=^Kf^.  Eu  particulier,  la  surface  est 
unnirna  si  f  ^  se  réduit  à  K|,0  +  c(uisi. 

()n  \cnlic  Nans  iiemc  (lu  mi  nc  trouve  alor>  eu  |uéseiice  de 
riiélu'oïde  n'-^l»'  uiiniuiuui. 

La  vcileur  absolue  de  la  cou,rbure  tolrde  sur  utic  hélice  gé/té- 
ratrice  varie  entre  les  deux  limites  sui\-antes  : 

I  k:*, 


qu'elle  atteint  respecticeuwnt  pour  les  jniints  du  enntour  appa- 
renl  et  sur  V aréle  de  rehrousseiuent  ('  ). 

I,  aut:ie   \    du    |il.ui    lau:;cul    a\ec  le    plan  direcleui'  e^l    douui'   |)ai' 


,T\CC 

taiii;l    —   ■ 
ou 
(i  I  bis)  lnn|,^\  = 


/  -  —  0 


ros  ( 1 


(')  \  la  \érilc,  <in  olilicnl  sur  celle-ci  ci;s  «'lémfnls  sous  forme  indélciniiiiée 
sut-  celh-  an'ie:  iiiaiî  les  furrniilos  du  texte  sont  (K'rltairassces  du  fadeur  d'indé- 
li-i'iiiinnlion.  et  l'on  \oil  que  si,  comme  cela  a  lieu  eu  fsénéral.  une  ariHc  est  un 
lieu  fie  «in;.'iil;iriiés,  les  valeurs  floiiL  il  s'ajit  ici  sont  li's  liiiiit)<s  de  celles  qui  soûl 
relatives  à  lui  point  s';ip|iri)iliaiil  du  poifit  de   l'an'le. 


—  84  — 
L'expression  du  païaiiièlre  de  dislrihvition  est 

(r-2j  P  =  -  .— 


i^) 


3.  ScRKA(.i;s  r„  TiÉJ, icoiDAi.Es.  -  Lorsqiie  /',  se  réciiiit  à  une 
fonction  du  premier  dej^ré  de  0,  (pie  Ton  peut  sans  aucune  restric- 
lion  supposée  réduite  à  K,  8  (K,  const.),  les  surfaces  Pj,  ol»lenue> 
se  réduiseni  à  des  hélicoïdes,  les  liélices  conjuouées  es  =  const. 
devenant  des  liélices  cii-culaires  {cf  n"  1  i. 

On  obtient  ainsi  des  liélicoïdes  très  renuuquables  à  douMe 
i;énératif>n  par  liélices  circulaires  indéformables  foiniant  un 
réseau  conjii<;u(''.  Ces  surfa(;es  peu\cnt  être  re[>réscnlées  par  les 
équations 

1     .'/•  =   piCOSO  -t-  poCOS'f. 

(XIV,  L  =  p,siné^,ocoso  (^^^g), 

Les  hélices  :;=:  const.  el  les  liélices  0  =  consl.  oiil  pour  cuxc- 
loppe  rhélice 

(i3)      .r  =(p„-!-pijcosi,         j' =(po-f- p,)sinf.  c  =  (  k«— K,);. 

La  surface  hélicoïdale  rtadiée  peut  être  considérée  coiunie 
engendrée,  soit  par  lliélice  (po,  Ko),  soit  par  l'hélice  (p,,  K,) 
se   mouvant    en    restant    constamment    tangente    à    rhélice 

(po4-p..  Ko+K,). 

JMilin,  si  l'on  lient  couiple  de  la  siuiilitude  dc>  liélico  consi- 
dér(''('s.  on  |)eut  \oir  par  un  raisonnement  géomélricpie  très  sinijïle 
(|ue  : 

Le  mouvement  de  l'hélice  génératrice  s^ obtient  en  faisant 
rouler  son  cylindre  principcd  sur  le  cylindie  principal (p„-^pi) 
de  l'enveloppe. 

Avant  de  quitter  ce  sujci.  Taisons  les  deux  reuiar(pu's  >uivante>, 
faciles  à  vérifier  : 

i"  Si  K|  -  K,|.  la  surface  trouv(''C  est  la  surface  di-  \i>  à  lilrl 
carié. 
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lî*^  Si  K,  =  K,j,  ou  oblicnl  une  surface  de  révululion  obtenue 
\)nv  la  t'otatiou  dune  hélice  autour  dune  parallèle  à  son  ave. 

B.   Surfaces  V  gr/iérales. 

1.  iNoii^  allons  passer  inainlenanl  à  l'élude  des  siiriaces  F 
•  nj^enilrées  par  une;  hélice  déforinable.  Le  lavon  p  est  alors 
\ariable  et,  en  le  prenant  pour  variable  indépendante,  on  peut 
remplacer  la  relation  (  \  )  par  l'enseinble  des  suixantes,  qui  lui  est 
équivalent  : 

j-  sin'lus)  cosf|>(p) 

f.= —>  f.,— T-r-^  >  oA,  =  KotancBi  s), 

•^  '  cosBCp)  -^  -       cose(p)  "^  •'  "        r,    V,  y. 

dans  lesquelles  <l>  et  (■)  sont  deux  lonclitins  arbitraires. 

Ou  trouve  ainsi  pour  les  surfaces  Fies  équations  réduites  siii- 
\  antos  : 

/'''^sin<l> 

a;-  =  0  coso  /       do, 

.1       cosH 

L'équation  de  l  t'n\('loj)pc  des  i;én<''ratrices  est  la  solution  eom- 
nume  aux  é'quations 

cos(cp  —  <I») —  sin  H  =  o,         siii(o  —  'I»)  -i-  cosW  =  o; 
cette  enveloppe  a  donc  sinq)l('n)ent  poui"  é(}ualion 
(\VI)  'j>  =  2«|'7: —  —  -I- B -i- *  («1  entier). 

Les  ((tefiiciciUs  du  plan  lan^^cnt  sont 

/'  |cos<I' -:- sinCJ  — H)]  |{  —  K„|  siii<l>  —  oo^fci  — H)| 

l  \  —  l\o  — -^ ) > 

\  cosH  cos'l' 

(\VII){ 

i  _       I  SMK  9  —  <l>) -^  cosH  I 

'  "  ~  '"  cosB 

et 

v.■,.^     II»        s-h'"^'-^        H)-f- .N.sHlî-;- -Ak.^l  I -f-  singes —  <l>  -    H^l 

iWIII)    112—   : — : ! ! 'lA : !. 

co«-H 


L  <<|iiiili(ju  (Jli  conlour  apparent  de  la  surface  mit  --ou  |>Ihii  iIi 
hase  s"()|)|icnt  imin«'(lial€iiKul  ^^oii-^  la  loiiiic 

sinfo  —  '!>  )  =  — rosB. 

l  i\v  parlic  de  celle  soliilmn  es|  ;i  r<'|elei-.  en  <<•  -.eii^  (^ii  elle 
<lK)mio  Tarêle  <lr  icl)i(ui^s<ineiil  pdiir  la(|uelle  le  plan  iauj^cnl  i-l 
»iaid-éterinin('' ;  en  (If-liniliNe.  r((|nali(in  dw  eonhm  f  appairnl  <•>! 


(  \I\j 


o  =  ■}.  n  ■)  t: 


H     r^  'I'. 


l/ani;le  tt;  ftir//ir  /Hfr  le  plan    osvtilalcur  de  la  g(''néral riif 
avec  ]a  normale  à  la  >ni'laee  es!  donui'  par  la  lornuile 


(XX; 


■p-'-K^)^ 


, 

r_ 

iUi  - 

—    -;-  Ç.  ' 

,   .  :^  H 

I 

_ 

siii  - 

—    —  o  ---  ' 

|>  —  (-) 

Oii  vérilie  sans  ancjine  diriieulh-  (|ue  : 

La  nornialie  relali\(;  à  la  j;éiiéraliiec  (O)  adnn'l    une  direelriei^ 
reclilii;iie  paiallèle  à  son  axe,  de  eoordoiHn'es  : 


t/'.     -  0  sin(  W  —'!>), 


]  ./      cosH     ' 

=         / rfo  -J-  0  C(>s(  H  —  'l> 


(•4) 


On  voil  qne  cette  directrice  rertiligne  est  l  arête  du  evlindn 
principal  de  la  génératrice^  cori-espondanl  à  la  valeur 

c  =  -  —  H  +  <l». 

■>. 

(jelh-  noirnalie  aihnel  é^alenienl  nn  plan  direeleur  d  ((inalion 


(.'.) 


—  c  =  cos(8  —  'I')./  —  silM  H        'l'^V. 


La    eoni|);iraison  des  forniules  i  \  |\  i  el  i  i  \  i  eondiiil    de  su  de  an 
résidial  sni\anl  : 

Les  points  d' une  génératrice  situes  sur  le  eontaiir  apparfnt 
se    trouvent    sur   la    génératrice   rectilignc    de  son    cylindre 


principal  diamétralement  opposée  de  la  génératrice  servant 
lie  directrice  rectiligne  à  la  normalie  relative  à  l' hélice  consi- 
dérée. 

Dans  k'  cas"général  où  <I>  cl  0  soni  (|iicl(H)n(jii«'s,  la  siiilacr  c^i 
•  'ucoro  très  générale,  ri  il  ne  j)ai"aîl  pas  (|iril  s(»il  possiMc  de  signairr 
(If  nonvollfs  propi-iélés  inléifssaiilcs. 

l-is.   '>. 


\  \  Ois 


Si  B  se  lédiiil  à  une  rctiislaulr.  /;,  csl  logarilluiiique  ;  nous  nous 
arrctcrons  de  suite  au  cas  où  B  :=  o  ;  ou  trouve  alors  les  surfaeesC. 
i|ui  apparlieuiu  ni  a  la  fois  à  la  classe  des  surfaces  1'  cl  à  c<'lle  de> 
■>u places  'h. 

5.    Surfaces  (!. 

En  clioisi>>aul  coin  cuaMcincul  I  <iiii;iuc.  on  petit  picudn-  pnui- 
«'■(pialMuis  de  ce>  surlaco 

I   .r  =  pcos-^ —     /    sin<l»(  p  ;  f/>. 

I  jj'  —  0  «in-j,  -4-    /   cos<I>(  î  )  f/jC, 

\    z  —  Ku'f. 

F^es  dixerses  forinul<!s  relalive>  aux   >urlace>  V  j^euéiale^  m-  miu- 
|)lilient  considér;d)leuH'nl;  on  trouve  : 
Knvelopp<'  de>.  généraliices 

I  \  V  I  l>is  1  ç  —  •i.n\-  —  —  -i-  «I». 

(  ioellicieul-.  du  plan  langent  : 

1   A  =  ko(sinç  -r-cos<l»;, 
i\\ll  l>is\  l   1>  =  Kol  —  cosç -h  sii»<l>  I. 

I    C  =  ofsini'ç  — 'l')-r-  ij. 
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Le  coiiLoiii-  apparent  se  réduit  i('i  à  la  projection  de  ^en^eloppe, 
lésidtat  à  préxoii-,  si  rf)n  observe  <pie  la  condition 

indicpic  que  le  c\liadre  principal   reste  osculaleur  à   un   cylindre 
(ixe. 

L'ani;le  m  est  donné  par  la  lorniule 

1 
(\\  bis)  lidigTTi  =  -i — jp — ■ — mng    -  + 


K,.  "  \  4  ■?. 

Le  paramétre  de  distribution  a  pour  \al<'ur  en  cliacpie  point 
1    Ko  I 


(i6)  P  = 


■>    p  Jt.        9  — <I>\' 


abslraclion  faite  du  si^ne,  celte  valeur  est  niiniuia.  sur  une 
généralriiîc  donnée  par  les  points  pour  les(piels 

{l-)  '^  =  -iiii-  -f-  -  -f-  '!>.  (  /*:;  CllticrV 

(J!(îs  points  se  trouvent  sur  la  génératrice'  rectiligne  du  cylindre 
|)rincipal  difcctcnient  opposée  à  celle  (pii  porte  les  points  de 
l'enveloppe  de  Tliélicc;  cette  droite  n'est  autre  ipu'  la  direclrice 
rectiligne  de  la  normalie  correspondant  à  Thélice  génératrice  con- 
>idéréc. 

J>*équalion  d<'s  asvni|)loti(pies  est 

(i 8 )  <!>' f/o  — 1    f.  d'j .do    \    p  taiiiî  b^  —  (  '^ 1    rftf.-  =  o. 

Elle  s'intègre  sans  diiticullé  lorsque <I>  est  constant.  Mais  alors  on 
constate  sans  peine  qu'on  se  -trouve  en  présence  de  la  génération 
de  la  sui'lace  de  vis  à  filet  carré  par  des  hélices  du  deuxième  sys- 
tème dont  l'axe  décrit  un  plan  passant  par  Taxe  de  la  surface. 

Dans  le  cas  général,  on  observera  qu'elle  ne  dépend  j)as  de  R„.    . 

Courbure  loUile  et  roiiihurc   moyenne.  —   On  obtient    sans 
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•  lillicuh»'  l«'s  viilciii^  siiivanlo  do  iinaiiaiils   de   (jau>>.  en  j)()saiil 

-        ■:,  —  'I> 


(19) 


lî  =  4  cos'^tpi,         F  =  2  0  si  II  0|COscp|, 

1»  =   —  2K„»1>'COS-0),  D'  =  —  2  KyCOS-'fi, 


D  où  I  on  lin-  |K)Mr  la  (ijnrbiiic  moNcnnc 


(.^^^  >  .i(K,-,-f-0-'COS2c5,)2cO«», 

I  KH      <I>'p  tanjrcp,  —  I 

H|  V\i  \     (  Kjl  --  p"-cos-ci,  ;î 

Les  sfiils  icsiillals  tju  il  nous  paraît  intéressant  i\i'  ùvcv  de  ces 
formules  sont  indicjnéos  par  le  théorème  suixant  : 

Tmc()ui:\iE.  —  Sur  une  ludice  g('iiéralrice  déterminée  :  il 
existe  une  série  de  points  paraboliques  situés  sur  une  généra- 
trice du  cylindre  principal.  Celle  génératrice  est  définie  par 
la  valeur  de  l'argument  s  donnée  par  la  formule 

(il)  tp,.  =  '!»-;-      —  7.  a, 

l'angle  a  étant  l'angle  compris  entre  o  et  -  do/it  la  tangente 
est 

if.x)  ''«"s^t  =  :^,  (')• 

'^,"  La  courbure  moyenne  possède  un  minimum  de  râleur 
absolue  :  les  points  ot/  cette  valeur  est  minima  sont  les  mêmes 
<Hie  ceux  qui  rendent  ntinimum  le  paramètre  de  distrihiiiinn . 

La   valeur   du    ininimiiin    de    la    xairui-    altsolue   de    la    eoiii-JHii-e 


(  ')  Si  «t»'  est  coiistnniinent   nul,   .5„-    «l» ^-  on  trouxc  lenvcfoppe  tics  gi'nc- 

raliiccs.  Le  résultai  pour  cos  points  peul  clic  en  dcfanl.  Il  l'cil,  en  eiret.  La  sui- 
fai;e  est  ici  un  hclicoïdc  de  gauelic  minimum. 


'••0 


iuo\entH'  fsl  (loniH^f  par  : 

(23) 


I   /    I  I 

û;  ^  rr; 


K„<1' 

(K2-+-P-2)--' 


llcinarqae.  -  Sui-  lo  ^('•iicriilr'iccs  yi.n\v  lc>([iicllc>  <!>'(■;)  (•>! 
nulle,  lii  coiirldirt'  luoNcmic  c^l  conslaiiiineiil  luillc. 

Courbure  g<'0(lésique.  -  En  se  rcpoilaiil  aux  luniuilo  ^riir- 
lales  données  anlriicuicnicnl  ((",(.  T.  //.  ('.  (ilia|».  I,  n"M)  cl  ï.'Ji. 
on  ol)li<'nl  |)onf  la  coiirhurc  i^éodésKuic  dune  couihc  Inclinée 
Av  ianylc  /  mii'  la  i;én('Tal l'icc 


(■'i 


I  cli 


(  K!,  -i-  o-cos-o,  )- 


7h 


KH-oî 


En  pailiiMdlcr  : 
Pour  nnc  "cncral  rice 


i) 


W 


ip2-(-  K,^)-'(o2co*2o,-H  K^)^ 


(JcUc  valeur  esl  niaxrnia  pou  i'  les  jxunl  s  (lui  donnent  à  la  et  ni  ri  tu  re 
moyenne  la  \aleur  absolue  niininia. 

().  Etudk  l'Ai;  rici  Lii;i!F,  n  unk  si  ki  acp;.  — •  (^)innie  exemple  d Une 
siirlace  (^  doni  la  eonsirnelion  i;raplii(pie  est  laeile.  el  (pii  eonslilne. 
après  Ja  siiifaet-  de  \ls  à  filel  <'arré.  la  pins  simple  d<*  ces  surfaces, 
nous  étudierons  |»arliculièremenl  celle  (pii  est  délinie  pai"  la  \aleur 
siii\anle  de  la  lonclion  *l> 

•l»  =  ^-         (  ,s„  (-onst.). 
Les  iMpialions  de  celle  surlace  parliciilière  >onl  : 

[     X  =:   0  COSO  -i-  OnCOS  (   —    )  > 
\  '  '  '  \?o/ 

\y=';>  siao-f-  î«  sin  f;^)» 
E  axi'  de   la   i;én<'ralrice   décril    un   c\liiidre  circulaire;  le  ra\on 


(\\  tel 
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rlii  tfn|(!  [)iin(i|);il  <  roil  pinporlKinncIlcniruI  à  I  iiic  (Jri  ril  par  lr 
|.)iffl  (If  son  axe.  La  j)i()jecLioii  sur  le  plan  de  hase  de  Irm  idopp»" 
(les  général riccs  est  flélixiic  parla  rrlalinii 


o  —  'j!  /t  1  - 


'I'. 


l/inlcipiélalioii  (]«•,  relie  eoiulilioii  e>l  laeile  cl  d  ailleurs  e\  i- 
denle  si  l'on  se  rappelle  la  loi  de  \arialicm  <lu  laNoa  du  e(M"ele 
pi'ineipal  de  la  ^énéralrice.  l/eii\el(ip|)("  des  général ^ie(^>^  se  pro- 
jetle  sur  le  |)lan  de  base  suivaul.  une  dé\elo|)panl<!  de  ecrele.  Ou 
eu  déduil  immédiatemeul  le  lieu  des  du-eclnees  reclilijjiies  des 
normalies  le  loiii;  d'une  i;énéiali'iee  ;  ee  lien  se.  conlond  avec  le 
cvlindre  projelanL  sur  le  plan  de  l>a>(!  la  eourlx-  lieu  eoiuniuii  des 
poinls  de  chaque  Uéliee  généralrice  à  eourhure  mo-Ncmir  niiiinna 
el  à  |iaranièlre  fie  flislrihution  niininunn. 


II.  —   Surfaces  '!>. 

7.    (InriiMie  pour  les  >urlaees  l',  nous  coinuieneerons  par  éludici- 
celleN  de  ces  ^iiilace^  dniil   la  ^cueraliiee  esl   uulélorniaMc. 


\.    Surf  arcs  <l»   ciigciidrces  par  unr   h/lirr  <l<;  forme   inva- 

riiddt'.      -    \l<ir>  o  ol  e()n>Laut,  soil  o  -  -  o„. 
i  II" 

Ija    suifaee  peut    "'lif   i-epi-é>entée  en  é(|uali<»ns  réduites    par   le 
>vstèine 


Wl) 


\ 


y  —  ,^0  ^"'  'f  "^ 


lf)rinule>  dan>  Nxpiclle"^  la  \ariahle  Tel  la  louf  t  ion /' luit  une>i;;ni- 
liealion  ^conn-lrique  ('vidente.  ("e>^  surfaces  sont  de  translation. 
\ .éli'mcnf  linrairc  est 

i7  '  ih^-       fh"-  -':-  ■!;.„  sin|/(  7i  —  ;]  dz.(h  -+-  (p,-,  H-  K^  jc/^'. 


—  92  - 
Les  éléments  de  courbure  de  la  surface  sonl  : 
i'*  La  courbure  moyenne  (lonnéc  par  : 

,>8)  if-.J-       _K„l>-""/-^>-^'^S-'-V/'l. 

(IclLc  loriniilc  prend  iiue  tonne  i^^'onieliupie  si  I  on  ()l)ser\e  tpii' 
lous  les  éléments  qui  a  fioiinnil  oui,  un  sens  <^é()niélrique  connu  en 
remarcpiant  que  /'  n'est  autre  (pie  la  eoiirhure  <lu  evlindre  (\i-^ 
axes. 

:>"  La  courbure  totale  donnée  [)ar  : 

1/^9)  -  -^ 


Les  eoetlleienls  du  plan  langent  sont  donnés  j)ar 
(  jo)  A  —  Ko  siii/.         B  -"-  _  Jvu  cos/',         C  =  p,,  cos(_/'   -  =■). 

\Jangle  \J  et  le  paramètre  de  distribution  I*  >o\\\  donnés  res- 
peeliveincml  par  les  formules 

K  K 

(3o)  tangU  =-  —  tang(/— ^  )  ;  p  :^  _  — ^ 


On  \oil  (jue  l'aiif^le  l  (!sl  nul  et.  que  P  prend  sa  \alenr  al)>oluf 
ininima  —  pour  les  points  de  eliacpn-  <^énérat«'Lce  qui  se  projelfenl 
sur  les  extrémités  du  diamètre  du  cercle  principal  constitué  par  la 
taniicnle  au  lieu  des  centres. 

La  directrice  recldij^ne  d(.'  la  normale  cori-espondant  à  la  i^(''in- 
latrice  (a)  se  confond  avec  la  droite  de  l'infini  du  [)lan  direcleur. 
(  îe  dernitM-  a  pour  ecpuition 

a;cosy-f-^sin/— o. 

résultat  (pu  s'interprète  imiuc'diatemen! . 

La  ligne  de  striction  de  première  espèce  est  reprc'-sentée  par 
l'équation 

(3i)  / — z  -    />.-         (/teniier); 

cette  ligne  se  confond  avec  les  stries  dans  les  surfac»'s  (pic  nous 
étudions;  la  ligne  de  striction  de  seconde  espèce  vonx'wni,  outre  la 
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l)rancho  prrcM'dente.  les  deux  hranclics  i-cpirsciiléts  pnr  la  d(iiil)lc 
rflalion 

(32)  f — •£- =:  ±  — -4-  >  ;/>  -         (/>*  entier). 

2 

.  8.  T^c  cas  le  j)liis  simple  df  (elle  série  (hors  eelui  oùycsl  cons- 
lanl  cl  où  la  snilace  se  réduil  à  uii  cylindre  engendré  par  une 
pej-pendiculaire  à  Taxe  d'une  hélice  (pii  se  nient  en  rencontrani 
loujoiii's  celle  coiiihe  cl  en  resinnl  |>arallèle  à  elle-même)  e>l 
()l)lenii  en  lai>ant 

f  =■  —    c„.         l'a.  ï„.  consl.  ). 

a        •  ^        . 

(  )n  obtient  ainsi,  en  choisissanl  eons  enahlemenl  I  inigine  des  arcs  t. 
la  snifacc  doiil  le>  «'•(|nalinn>  i('iliiiles  sonl 

'^^  ci>sç  -^  (i  sin  — 
(XXI  his)  '  "         z       K„ç. 

/    y       o„  sin  c  —  a  cos  — 

',  '  ■  a 

Pour  létndc  de  celle  >nrlaee.  on  ninlrodnil  aiu  une  restriclioii  en 
supposant  a  et  po  positifs. 

On  Noil  immédialenienl,  en  <(»nsid<''ranl  les  cnurhes  c5:=consl.. 
(pie  cette  surface  est  un  ljélicoï(h'  engendré  par  un  ceicle  hoii- 
Z(tiilal  de  ra\on  a  cl  dont  le  centre  d(''crit  une  hélice 

(  .«•  --  p„  cosç,  y  —  c.„  siii'j,  z  =  Koy  ). 

(îelLe  surlace  est  à  la  toi.s  cerclée  cL  doublcnienl  liéliix'c.  iiien 
qu'elle  rentre  dans  le  type  des  hélicoïdes.  elle  nous  paraît  assez 
intéressante  pour  faire  ici  lobjel  dUne  ('Inde  rapide  ('lahlie  sur  les 
équations  (XXI  fns)  (  '  )• 


(')  L'élimiiialinn  de  7  <i  de  'j  |nriiiet   fiaiileiirs  d'obtenir  les  équations  de  col 
jiélii'dïde  sniis  la  l'ornic  liiiliiliitllc.  en  nmidonnécs  senii   polaii'cs  : 

,  ./•  =  i;  (  (isO.        y  =  \{  sinO. 

'^^'  ^'''•)                        ,            ,     ,        ,                    lV--f-?--r/- 
I   z       K„0    -  l\„arc  cos  '— . 

qnc  l"on  potn-ruit  obtenir  gi^'oniétriqiicnicnt  par  la  ronsidéralinn  mémo  de  la  j;énr- 
lation  cerclée  de  la  stnface.  l'onr  certaines  questions,  par  exemple  la  détenui- 
nalion  des  lignes  (\r  eonrbtne.  la  forme  (  \\I  ter)  est  pins  commode. 
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l.c  talciil  coïKliiirail  ;ui\  deux  ir.Millal>  sui\anl>  ('-vidcnls  ^ro- 
iim'M  ii(|ii('iiicnl   : 

i"  f>c  coiiloLii'  apparent  liofi/onlal  en  projcclioii  Mir  le  j)laii  (le 
hase  se  réduil   aii\   deux   eei'cles  de  reiitie   I)  el  de   ra\(>ii  //  -^  -.,, 

•->."  Le  eonloiir  appareni  xerlicalen  projeelidn  Mir  le  plan  >()'/. 
se  r(''diiil  à  la  projeelion  des  Indices  exIriMnes 

:^' —  0,1  rosç.  r  =  f^n  siiiï  .  7  «'z,  ;  =  K„ç. 

'Asyinptoli(/iies.         l/(''(piali()n  des  as\  ni|)l(ill(pies  esl 

(33)  <h-i  —  ,(  c„  ^in  /  ç  —  -  \  ./•;••!  =  .,. 

<pi  <Mi  eenl 


(33  his)  r/     -     -.  ^/« 


V 


/  ^—  «m  « 


(diniule  dans  lacpndle  la  separalion  des   \aiial)le>  esl   eUeelin'-e. 
En  posant  enfin 

^0  %'\n  II 


<'34) 


/•■înr.     •- 


on  (d)lieiil  j)onr  e(|iialion  des  as\  niplolnpie^ 


(3'>,i  3 


«-    11  '  ''"' 


(  /•  =      7  I  ,    7,1    COIISl  . 


(  )n  \oil  (pie  I  inh''i;ialion  esl   lanieiK-e  anx   lonelioiis  ellij)li(|Mes. 

trajectoires   oilhogoiialfs  des  ^l'iiératiices.  l  )ii   ohllenl 

sans  diilic  nll.e  I  éqnalion 


(30; 


T  /  7  J,| 


\^l  V      a 


r  t/ii 


(pii  lie  eoinpoile  qne  iK-s  inléj;iales  elénienlaii'es. 

On  obtient  snivani  j'oidie  de  i^randenr  de  iij„  et  de  cj;  -f-  kj;  le 
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I  i(tiN  Ikiiuo  >ui\  iiiiU's  : 


(x)  î=T«-H 


\<l  I 


X  arc  liiii 


I  /  — r4- ^  '-''"S  (  T  —       -î 


C^i 


■xai^.l  -^  \\l) 


l«'^ii  — '>«  +  K2j-l- 
x  arc  tan 


/aoo-l- '-o -i-  l'i,'  /"         r         '    '\l 


/-      -        -  \  /        '4  —  •<» 

(^V  )  7  =  -0  —  •'. a  tang     -  -^ )  (  "  =  ^"^ 

si  pj;  H-  l\;,  —  nz„. 

(' narhure  moyenne  et  iourlm rc  totale.  -      l.o  lormulc^  ( '^8) 
<■!  (  M()  )  «lomicnl  1(1 


!<;  ~  r;  -  -  '^^ 


(37) 


[kï^^^cosï(^-çy 


H,  M, 


>3-.2-'(^-.)J' 


l  11»'  niciliit'if  r(»iisc(|iirrirr  de  co  l(iiiiuilr>.  coiix-cnicncc  (|iii 
(•l;iil  à  |>i(''\nir.  I;i  ^inliicc  clniil  un  licli(<>i<lr.  ol  ht  MiiNanlf  :  Jai 
surface  étudiée  est  une  surface  W  .  tt — \-  tt  '''   ,,   ,,    tN-nt'iidjini 

iiiiKiiK-intMl    (le—         'i.     I  ,ii     irhilini)    ciilic    W,    il     H..    f»l    d  ;iill<'iiis 
;ilp'l)ii(|ii('. 

Des  rdiiimlo  (  .)-  I  on  ilcduil  tiiinic  hi  dcli'i  iniiiiilK  m  : 

i"    l)i">  |Hiinls  |ini';d)oh(i  M('>>  dclini^  |i;ii'  l;i   l'cliilmn 
(îSj  ^  —  _    .- n-         {  ti  culici-j. 
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>"    T)v>  points  à  Jii(li(';ilritc  (■(|iiiliilrr(>  (N'Hiiis  pai  1  Une  nii  I  inili' 
do  lôiiinilc^  siiixanles  : 


(39: 


— '-  y.  -^  2/11  -, 


a  -4-  (  2  /<  2  —  '  !'  ~ 


/II.  n-,  fnli('r>.  a  aniilc  (l(''lliii  i)ai-  la  it'lalion  .siiia;^  ^-^ 


K^ 


■Fo 


()u   \(iil    (jiif    Ifs   points   à   iiulicalncc  rqnilalrrc  urxistcnt  qnr 

si   «  2o^ -0  ^" '^0-    '  ^"'^^  ^''  '^"''^  *'*"  I  •'i;"i1''<'<   '<■>  flciiN   xrir-s  se  con- 
rmidcnl  flaiis  la  ^ciilc  srric 


fSt)  6/s 


-  a/»,-- 


B.  Surfaces  <l>  engencln-es  par  une  hélice  déforme  variable. 
-  ~  9.  Daii>  le  cas  des  surfaces  à  i;ciiérali"ice  dcfoi'iuahlc,  c  c-i 
\ariahle  el  peut  cU'e  pris  potir  \ariable  indépendaulc. 

Les  fornudes  i;énéralcs  du  parai;iaplie  [  de  la  j)reinlçrc  ])arlic  ><• 
simplifieul  alors  ronsidéral)lemenl  |)ar  rinlrodnctioii  de>  coiidi- 
liotis 

./■i=/:(  =/!i   =  f>:  '/=^-  ?>"  =  0. 

Il  serait  tastidieux  de  les  repiodiilre  loules.  Hoin(ni.s-iiou>  ii 
cm  isa<;ei  1  équaliiUi  des  asymploli(pics  ;  sa  réduction  est  oonsidé- 
ral)le:  cette  é(jnation  devient 

(  '\  0  )  I  ''/ 1 ./"  -j  — /'i  fi  )-+-./■  I  ^  i  "  r  --  /s  cos  Ci  I  dr.  -^ 

—  2(/i  cosç  4-/2  -'"  r    ~  '^  ^f'  ^r 

--  0  [y,  «in  ç  — f .,  Cf»s  ç  I  </ç-  =  o. 

I*>lle  ne  dépend  |)as  de  Ky.  (le  iail  sCxplicpu'  siiupleinenl  m  I  on  se 
rj»ppell<-  la  rcmarcpie  déjà  laite  (cl.  7'.  H.  C,  (Jia|).  11.  n"  0»  : 
ces  snrlaees  dérixent  de  la  siiiracc  de  \  is  à  lilet  carré  en  faisant 
subir  à  «luicune  des  as\  m|)toti(pies  de  celle-ci  une  translation  ])aral- 
lèle  au  plan  direel<'ur  de  loi  (pielconipic. 

(  )n  \oil  (pie  clnupie  lielice  i;éiiéiatrice  touclic  une  a>\  m|ttoti<pii 
aux  points  délinis  j)ar  la  relation 

taiigç  -^  ■-^, 
J  1 

c'esl-à-dire  au\  points  <-oirespoiidanl  au  dianiétie  du  cende  di- 
hase    tancent    au    lieu    (\y\    cenire    de    ce    cercle,    (les     points    -««ni 
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aussi  les  points  cent  taux  apparlenant  à  la  fois  aux  ticux  lignes  de 
striction.  La  ligne  de  striction  de  seconde  espèce  se  complète  par 
la  branche  définie  par  l'érpialiou 

(  jo)  /[  cosç  -7-/2  sinç  -+-  ■ ;; — -  —  o. 

I^arnii  ces  surfaces  apparaissent  comme  j)articulièi'ement  inté- 
ressantes celles  qui  dérivent  de  LliéLicoïde  gauche  minimum 
par  une  translation  rectiligne  de  ses  asymptotiques  dont  Vani- 
plitude  est  proportionnelle  au  rayon  du  cercle  principal  de 
l'hélice  déplacée.  Ces  surfaces  sont  réglées.  Nous  les  désigne- 
'  rons  sous  le  nom  de  surfaces  ^, . 

10.   Surfaces  <l},.  —  Les  équations  de  celte  surface  peuvent  être 
mises  sous  la  forme  canonique  suivante  : 

1   X  =  p(cos9  -T-  «), 
I  Wll  )  '    y  =  fj  sin  s, 

(     Z    =   KqO 

{a  constante,  que  l'on  peut  supposer  positive  ou  nulle,  ce  dernier 
«•as  correspondant  à  la  surface  gauche  minima). 

Les  coefllcienls  du  plan  tangent  et  les  invariants  de  Gauss  sont 
(h)nnés  par  les  fornjules 

—      i    \  =  Kosin9,  B  =  —  Ko(coscp -+- «  ),  C  =  p(a  coso -t-  1  ), 

}       E  =  a^-\-  la  coso  H-  1,  1"=  —  a  i  sin  c.  Ci  —  &--+-  K/î, 

(XXIII}'  '  ...  « 

112=  a^^i  cos-ç  -I-  -2  a  eus 'x>(  0^-1-  KJ)  -(-  p--+-  K*(a2-i-  1), 

D  =  o,  D' =  —  Ky(a  co'iç -+- i),  D"  =  Ku«psin9. 

La  courhurc  totale  et  la  courhuic  uu»venne  soûl  données  par  les 
formules 

1  ^^^,(^  cosç  -h  I  )- 

Kl  K-i  ~  [a-p2cos*?  -+-2acosç(f2-+-Ki5)-Hp*-i-  Kg(a* -f- 1)  |- ' 

(\XIV)j    ,  .       ,    ^  CTK,,psins(a^  — I) 

R  R  — 

l)ans  le  cas  où   «  =  i,   ou    liouvc   ht   "«éuéraliKu    de    I  hélicoïdc 


—  98  - 

gauche  minimum  par  une  famille  de  sa  seconde  série  d'hélices  cir- 
culaires. 

Trajectoires  orthogonales  des  hélices  génératrices.  -^  \.i\ 
séparation  des  variables  est  immédiate,  et  Ton  obtient  sans  dilli- 
cullé  la  relation  en  termes  finis  : 


(il) 


P  =  Ko 


(a  constante  d'intégration). 

On  voit  dès  à  présent  que  si  Ion  veut  préciser  la  construction 
des  courbes,  il  j  aura  lieu  de  distinguer  deux  cas.  suivant  que  l'on  a 
a  >  I  ou  a  <^  I . 

Si  a  est  commensurable,  la  courbe  est  algébrique. 

Malgré  tout  l'intérêt  c[ue  présenterait  une  discussion  complète, 
nous  re  la  ferons  pas  ici  pour  éviter  d(^  charger  le  j)réseul 
Alémoiro. 

Trajectoires  orthogonales  des  génératrices  rectilignes.  —  On 
liouve  imiuédialcmmenl  lécpiatiou 


(i'-i) 


p^(2acostp,  -\-  a--\-  \)  ^  ('. 


(C  constante  d'intégration). 

La  projection  sur  le  plan  de  base  est  toujours  une  courbe  alg<'- 
l)ri(jue. 

Contours  apparents.   —  Sui-  le  plan  de  base,  ou  liouve  (pie  le 
<M)nlour  apparent  est  (leliiii  |)ar  la  relalioii 


(Vi) 


COS<f 


C!le  contour  est  donc  formé  de  deux  droites  s\  nu'-lriipies  par  rap- 
port à  O.r,  résultat  évident  géomelricpiemenl . 

Le    contour    apparent    Ncriical    (  sur    7=  o  )    esl    donné    par    la 

relalion 

!f  =  (  x  /j  -1-  I  )  M  dr  a 


{n  eulier,  a  are  compris  cuire  (  )  el  c  le!  (pie  eosa  1^  a  ). 
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Lignes  de  sir iclio II .  —  i"  La  ligne  de  stiiclion  des  généra- 
trices recfiiignes  se  ivduit  à  ()z. 

■A."  Ligne  de  slriction  de  première  espèce  des  hélices  généra- 
trices. ■-  (Icllr  liiiiic  se  (-«tiitond  ;i\(m-  la  liiiiic  de  (.onlour  apparcnl 
>  (Mil  cal  sur  le  |»laih  .r  111=  <j  (  3  =  //t:  ). 

.)"  Ligne  de  slriction  de  seconde  espèce  des  hélices  généra- 
trices. —  Oiilrc  la  |Hvtr<l(Mil<'.  la  lij^nc  de  slriclion  de  seconde 
espèce  coinitoilc  en  plus  la  hiaiiclic  (li'linic  par  ["(  f|uali()n 

(14)  acoi'i-^' — ^=o. 

P 

Celle  li^ne  n'est  réelle  (pi<'  si  rt  >  i  . 

Stries.  -  Les  sirles  des  j^énéralrices  reclill';nes  sont  un  peu 
compliquées  (données  pour  une  ('(pialidii  du  deuxième  dei;ré  en 
coscp);  nous  ne  la  donneritns  pas. 

Celles  des  liélices  cir-eulaires  se  eomposeni  de  <leu\  hranclies, 
«Joiit  Tune  esl  t<»up)urs  imaginaire  el   dont   l'aulrea   pour  ('(pialion 

<;os'«2r= (  ]eHe   knanelie   se  eoulond  a\ee   le   coulour  anpareiil 

>  fi  I  ' 

liori/onlal.  lorme  lui-m«''Hre  «le  deux  liéiieral  nées  reclili^nes. 

I Agnes  asymptotiiHies.  -~  Leur  prennère  lamille  es!  eoiisliluèe 
par  les  i;én(''ral  nées  reelili^iies.  Lri  second*'  est  loiinee  par  les 
<-oiirl)es  «lèliiiies  par  I  (-(pialion 


(T*)  ?  =^  Po 


\o  COSt»  -+-  I  / 


on    Oo    *'^'    ""♦■    eoiisianle    d  inleural ion    doni    la    sii^nilicalion    est 
é\  idenle. 

Si  Itin  rapproche  les  deux  premières  é(|ualioiis  de  ja  surface  de 
I  ('(pialioii  I   \t  I.   ou  volt  (pie  : 

Toutes  les  asyniptoli(jiies  dti  second  svslètne  se  projettent  sur 
le  plan  de  base  suivant  les  courbes  hoinoth<'ti(/ues  de  Vunc 
/jueb'on<iue  il' entre  elles  par  rapport  à  l'origine. 
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Ce  résultat  était  à  j)révoii'  géométriquement  ;  eu  eflei  :  quatre 
asjmptotiques  queleouques  déterminent  sur  les  génératriee^.  recti- 
lignes  un  rapport  anharmonique  eonstant.  Or  deux  de  celles-ci 
sont  la  directrice  rectiligne  et  la  droite  de  l'infini  du  plan  directeur. 
En  considérant  deux  asymptoliqucs  quelconques  aux  précédentes 
et  projetant  sur  le  plan  directeur,  la  proposition  d<'vient  évidente. 

Epures  annexées.  —  ÎVous  avons  joint  à  ce  ti-avail  l'éport" 
représentant  une  surface  <ï>,  correspondant  à  a  =^  .>.. 


Fis- 4- 


Génératrice  rectiligne    <fia  CC 


\'€énératriDe  rectiligne    cp  s:  -  (X 


a  >  2. 


i<a  < 


Lorsque   a  >■  i ,   les  asymptoliqucs  ont  des  formes  différentes 


suivant  que  «ç  'à  ou  que  a  <;  2. 

Une  branche  de  chaque  forme  es*t  représentée  schémalique- 
menl  ci-dessus  {fi^-  4)  en  projection  sur  le  plan  directeur  et  sur  le 
[)lan  >'()s.  En  réalité,  la  foruie  générale  pour  a  ■=  -i  est  la  même 
(jue  pour  a>>a,  mais  le  sommet-  de  cliaque  projection  est  un 
îuéplal  lorscpu;  a  =^  2. 

Datvs  les  deux  projections,  les  courbes  sont  asymptotes  aux  géné- 
ialri(«'s  rcct dignes 


>.kr\  cosa  =  —  — 
a 
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Pour   '/ <  I,    courlx's    fermées  en   projecliou    horizoïilalc  et  ù 

Fi  g.  .j. 

Génératrice  rec/i/tj^ne  ?  ^ 


inimité  de  spires,  rappelant  les  hélices  circuliiircs  auxquelles  elles 
*.«'  réduisent  pour  «  =  i . 
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III.  —  Surfaces  dont  un  syslrmc  cVasytnploliques 
est  formé  des  courbes  ç  =  consi, 

11.  Dans  les  surlaccs  •!>)  iia  svsirmr  d  iis\  inpIolifjMCN  r>l  loinic 
|)(nir  les  C(»iirl»fs  o  =  coasl.,  (mii  se  rrdiiisciil  d  iiillciiis  à  des  j^rnc- 
ratrict's  roclili^nes.  Ou  priil  sr  |)ro|K>s('r  de  rcclicrclicr  loiilos  les 
surfaces  engendrées  par  fies  héliers  à  plan  direeleiir  et  à  pas  eons- 
lant  pour  lequel  ce  fait  a  lieu.  (  îell<' propnclc  peul  d"iidl<'ur>  prendre 
un  énoncé  géoniélricpie  évideul. 

La  condition  pour  (piune  surlaee  ré|)ondc  à  la  (piolion  e>l 
(pic  1  invariani  I)  de  (iauss  soil  idenli(|uenienl  nul.  ce  qui  exij;(> 
\c/.  rorniuie  (  \  II!  )  I  les  I  rf)i>  coiidilioiis 

j  i/lf-i  —f'-J'^)?  +  Ko'/Ï  =  o, 

(  ./■;;?- Ko(./i'./;-/;./?)=:" 

(pii  e\j)rinu'nl  <juc  les  coeClicicnls  {\{-  >iu  -j;,  iV'  cos  et  cl  le  leriuc 
indépendanl  de  es  daiisl)  sont  inil>.  \  .w  suhsliliilion  dans  les  deux 
premières  é(pialions  {  .\^\)  de  la  \al(>iir  de  J  \  domu-e  par  l;i 
Iroisième  conduit  aux  deux  écpialions  suivantes  : 

Les  ('(piations  (  '\- \  donnent,  si  le  delernimanl  de  /  |  et  ^\^'  j  \^ 
n'est  |)as  nul,  y'j  :=y!,  =  o  ;  (Ton,  en  \ertu  de  la  troisième  é(jiia- 
tion  (  4<^  K  ./-t^^^*^-  ^^"  <»l»'''''*'  Jiiiisi  des  sui-faces  réglées  à  diree- 
Iriee  reeliligne  perpendiciilaire  au  plan  de  hase  et  (pii  se  déduisent 
des  surfaces  de  vis  générales  comme  les  surlaces  <I>,  de  la  siirlaci' 
de  \isà  lilel  carré.  (îes  surfaces,  (pii  ont  pour  ('-(piations  ri-diiites  les 
siiiN  ailles  : 
(\\  Vi  r  =  p(c()S'f' -i-c/),         j'  =  psin'j>,         ;        lx,,ç-r-cp         («,  c,  consl.), 

se  réduisent  aux  siirraces  <I>,  pour  r  o.  I  ,;i  delennimil  ion  du 
second  s>stéme  d'asN  niptoti(pies  |)eul  (Mre  ramenée  aux  (piadra- 
lures,  la  surfac(^  n'-gU-c  avant  une  directrice  rectiligne.  ('/est 
d'ailleurs  évident  sur  re(piatioii  des  as\  mptotupies  (pii,  api'és 
séparation  de  la  solution  (1':j  :r=:  o,  se  r('-diiit  à  une  (Mpiiilion  de  Ber- 

11  oui  11  en  0  : 

d'j  a  K,|  sin  ':,  (•  , 


(  18,) 


c/'.p         'i-i  a  cosœ  -\-  i  i  '     '    ■>.  K,, ('7  costp  -t-  i  i  ' 
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Il  reslc  à  reclieicher  les  soliilioii>  qui  peuvent  résuller  de 
lannulation  du  délerminant  dc/|[  el  de  /^  dans  les  équations  (47). 
Celte  condiliûn  est 

(îe  qui  montre  que  toute  solution  nouvelle  du  problème  doit 
être  une  snrface  T.  La  condition  (49)  étant  satisfaite,  les  deux 
premières  équations  (  '(ô)  peuvent  être  remplacées  par  l'une  d'elles 
el  par  leui-  combinaison  évidente 

'^o)         -  /a'/s/î+Zï/'i  '-</r-+-/2')/3  =  o• 

En  résumé,  on  obtiendra  une  nouvelle  série  de  solutions  en 
cherchant  toutes  les  surfaces  satisfaisant  au\  relations  (49)?  (ào) 
el  à  la  troisième  équation  (46  ),  ou  encore  en  recherchant  toutes  les 
surfaces  F  ré|)ondanl  aux  deux  conditions 


(il) 


ces  surfaces  satisfaisant  par  définition  à  la  relation  (49)- 

Si  l'on  se  reporte  au  n'4du  présent  Chapitre,  les  équations  (  (ii  ) 
deviennent,  par  introduction  des  fonctions  <^  et  (-)  rij;iiranl  dans  la 
(h'-liiiiliou  des  sm  laco  F, 

,,          ,,       B'                                    ,       . ,       sinH  ciisB 
(5-2»  B  2— 'l>^=  —  lan-'H  et         «'  —  <!>'=  

?  P 

(pTon  [x'iit  rciupiacrr  par  h's  (h'ux  suivantes  : 

,'      ,      ^,       sinBcosB 
i   B— <!>'= , 


Cf)S*  B 


l\ou>  lrou\on>  <h»nc  ainsi  comme  nou\('lh's  solutions  du  pro- 
blème proposé  les  surfaces  Y  dont  les  fonctions  caracléiisticpies  S 
el  (I>  satisfont  au  système  (XX\  I  ). 

Par  voie  d'addition  on  tire  imnu'diatemcnt  (bi  >\>lèr»ic  (  \\\  H 

la  lelation 

4**  cosi^B  I 

(  >  J  I  -: —, =   - 

sin-;iB(  1  -»-  cn« •^B)        p 
qui   s  lulèi^rc   liés   lapidciucul   eu  j)renant   pour-  \aiiablc  aiixibane 
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tang0.    On   Irouve   ainsi,    en   lonani   coniplo  do   la  seconde  éqna- 
Lion  (^XXVl),  les  deux  relations 

(XXVH)  p^ootangee    ^''"'^'  ('po,  *o,  const.). 

(  <I>  =  iang0  —  «  -+■  <I>,| 

Ces  formules  délinissenl  expllcilenienl  p  el  4>  en  fonction  de  B. 
On  aura  donc  les  équalions  des  surfaces  F  correspondantes  en 
introduisant  les  valeurs  de  p  et  de  <l>  données  ])ar  les  équalions 
(XXVIIj  dans  les  formules  définissant  les  surfaces. 


NOTE, 


Sisfnalons  ici  les  erreurs  suivantes  relevres  dans  nos  Mémoires  antérieurs  à  ce 
sujet  : 

A.  Mémoire  sur  la  tlioorie  générale  des  surfaces  engendrées  par  une  iiélice 
circulaire  : 

Chapitre  I,  formule  (îo  i,  l'expression  de  </\i.  est  incomplète:  /ire  : 

(/[x  =  sin  V  sin  (  ç;  —  \V  )  (  ^/a  —  ifW  )  -h-  ces  V  sin  (  a  —  W  )  ttV. 

Chapitre  IV,    formule    (17).    dernière   li^ne,    f'"   Heu   de   u  =  -j^  •■•. 
lire   u  =   ■——  )  o  —  —— ,  \\    -  — -  . 

f/p  rtO  (1^ 

B.  Mémoire  sur  les  hélicuides  de  seconde  espèce  : 

l'ormuie  (\-  Ois),  au  lieu  de  »  —  — V; — ^  »    lire  -i  =  — ; — '^-^. — ^• 

'  '  /.'  -H  A    p  ■  /,  —  /.    p 

Page  '|0,  ligne  10,  après  points  d'arrêt,  ajouter  : 

Cliai|uc  demi-méridienne  se  ciim|)iète  par  symétrie  relativement  à  Ojf,  diacune 
des  courbes  ainsi  obtenues  correspondant  à  la  seconde  détermination  du  radial 
figurant  dans  la  formule  (  îti).  Chaque  demi-méridienne  ainsi  complétée  est  une 
tractric»'  de  base  O;. 

I^age  '•>■>..  en  remonlant,  ligne  11.  (tu  lieu  <le  la  valeur  de  —  •••,  lire  la  valeur 

1     I       P 
de  log;^. 

Pu 
Page  ^7,  intervertir  les  indications  porli';es  dans  les  deux  figures. 
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COURBE  DE  RACCORDEMENT  ET  ÉLASTIQUE  PLANE: 
Pau  m.    p.    \ppkli.. 


l.  Ayaiil  «'té  consulte  sur  la  mode  de  raccordcineut  de  deux 
routes  rectilignes  A'A,  B'B  dans  un  plan,  j'ai  cherché,  comme 
«'tant  la  meilleure  courbe  de  raccordement,  la  courbe  tangente 
à  A'A  et  B'B  en  A  et  lî,  sans  points  anguleux  ni  rebroussentents, 
rendant  minimum  l'intégrale 

'=.ff' 

prise  le  long  de  la  courbe,  ris  désignant  un  élémenl  darc  cl  o  le 
rayon  de  courbure  de  cet  élément.  Il  faut,  en  elFet,  éviter  les  grandes 
«•ourbures  et  aussi  les  grandes  longueurs. 

Les  coordonnées  x  et  y  d'un  point  M  de  la  courbe  peuvent  être 
regardées  comme  des  fonctions  d<'  l'nrc  s  compté,  de  \  vers  H,  à 
partir  de  A.  On  a  alors 


(  j-"-  -f-  y^  I  (fs , 


«•n   désignant    les   dérivées   par  ra|)p«)rl    à   s   par  «les  accents  et   la 
l«)ngu«'ur  de  la  courbe  par  /.  On  a  de  plus 


-H  J'  -  =  I  . 


Suivant  une  métliode  classique,  écrivons  que  «;ette  intégrale  «'sl 
minimum,  en  particulier,  quand  on  |)asse  de  la  courbe  cherchée  à 
une  «:ourbe  inriniineut  voisine  d<'  même  longueur.  On  a  alors 


-î-  81  =  r  (  .r  "  0 

2  Jo 


r"  -\-  j'"  oy"  )  fis . 
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Remplaçant  ox'  ds^  oy" ds  par  dox\  doy'  et  inlégrant  par  parties, 
en  remarquant  que  oj?',  Sr'  sont  nuls  aux  limites,  on  a 

r' 

-  Ôl   =  —     /       (  X"  rjx'  -t-  y'"  ^Y    *  <^''*  • 

Mais  on  a 

x'  ox  -^  y  'îiy'  =  <>, 

donc  A  désignant  une  fonction  arbitraire  de  s 

-oI=—  /     [(.z-'"— >..r' )  o.r'-4- I  v'"— /-r')  ok' I  f/s. 

Intégrons  par  parties  après  avoir  ("ail 

rjx'  ds  =  d  o.r ,  0^'  ds  —  d  oy 

et  remarquons  que  ox  et  ^y  s'annulent  aux  limites.  11  vient 

r'  \  d         m        -       -      ^  d         „,         V       ,      >      I     . 

/        —  (  t"  —  /.x  )  rjx  -h  -7-  (  y    —Iv  I  0  V  \ds. 
x     Id'  ds   ^  ^  J 


of 


Égalant  à  zéro  les  coefficients  de  ox  et  de  O)'.  (mi  a 

d'où 

(  I  )  x"  —  À  x'  —  a,        jk'"  —  ^-y'  =  ^•' 

avec 

(  x  I  07'-^  —  y"^  =  I , 

a  et  ^  désignant  des  constantes. 

J'^>llminant  X  entre  les  deux  équations  (^0,  on  a 

x'"  y'  —  y'"  x'  —  ay'  —  l>x\ 

d"où  en  intégrant 

('j  )  '  x" y'  —  y" x'  =  ay  —  />.r  -!-  c. 

Mais  cette  équation  montre  que  la  courbe  eliercbée  n'est  autre 
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([lie  1  tliisti([iic  \Annc  (  V()ir  nu)n  Traite  de  Mrcanique  ittlionncflr^ 
I.  L  Cliap.  \ll). 

Vax   cHcl.  I;i  (jiuiiitilc   x"v' --y" x'   osl   ('>^n\   à  ±  -;  si  l'on  [Hfuul 

|)ijur  iivc  (  )\    hi  droite 

ay  —  bx  -4-  r  —  o 

l'I  pour  ;i\c  i)\    iiiKj  |»cr|)cii<li(ulairo.  on  a 


\  = 


a  y  —  bx 


\/«'~  b- 

I.  cffiiahoii  (  .')^  s'écril  alors,  (lans  le  nonxciui  ^nsIciiic  daxcs, 

0  ^   ==  con^t .  , 

cqiiahoii  (|iii  (  araclfiix'  1  Claslicjue  plaiin, 

<^^>ii.iii(l  (i  cl  h  •^n\\\  nuls,  la  couihc  csi  un  rrrcic.  caroii  a 


(-«•>  indications  oénrrales  (lc\ronl  cire  eoni|)lél«W>  par  une  fli>eii«i- 
sion  détaillée,  eondiiisanl,  dans  cli,i(|nc  cas,  ;i  |;i  dclciininalion  (Ic^ 
constantes. 

(  .c  i-c>nllal  pciil  se   ijiilaclicr  à  la    eonsidiTalion   de    rcncrt;ic  de 
I  cla->ti(jiie  plane. 

II.    F)  une  hicon  i;cncialc  posons 

'■   ■  '^   -'-y    —  —,^ 

cl  cIkmcIioms  les  cour  Ixs  poMi'  Icscpicdlcx  l'iiilc^ride 

•  (t 

c-l  II  11  nu  II  iinuiii .  J  ^  >'  )  clan!  une  loue  I  ion  pusji  i\  c  doniK'c. 

l  n   calcnl   analogue   an    picccdenl   nunilie  (pn'.   en   pienani  un 
axe  0\  convonahle,  on  a  pour-  ces  conrl)e> 
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Il  désignant  une  conslnnte.  Si 

/(f)  =  -4-  ='^"- 

on  a 

,2«-l  Y  _  coiist. 

Enprenanl 

/■(  c)  =  (  v'c  "  /»■  )-', 

OÙ  k  est  une  conslante,  on  liouxe  encore  l'élastique  plane. 

III.  IniUciitions  bihlio graphiques.  —  Nous  nous  sommes  placés 
à  un  point  de  vue  purement  oéométricpie.  Dans  les  ciiemins  de  fer, 
les  ingénieurs  font  le  raecordeuieni  en  tenant  eomple  du  dih'crs 
de  la  voie.    On  pourra   consulter  à  ce  sujet  les  Iravaux  suivants  : 

NouDLiNG  (Annales  des  Ponts  el  Chausses.  -iHi)-.,)  propose 
l'emploi  de  la  pai-ahole  cubique. 

Jules  Micuicl,  llaccotclenienl  des  courbes  u\ec  lesalignenienls 
dans  le  tracé  des  chemins  de  fer  \^Re^ue  générale  des  chemins 
de  fer  [Dnnod).  novembre  iN-ç)]. 

TouRTAY  {Annales  des  Ponts  et  Chaussées,  iS83..,)  emploie  la 
Clothoïde,,  ou  courbe  de  Cornu. 

BouRLET,  Traité  des  bicycles  et  bicyclettes  (  Encyclopédie 
Léaulé),  indique  le  Clollioïd<\ 

DOcAGNE,  Leçons  sur  la  Toponiétrie  {C\yA\).  IV,  Théorie  géné- 
rale du  raccordement),  indique  la  lemniscate  et  l'élastique  plane. 

Paul  Adam  (  Annales  des  Ponts  et  Chaussées.  i8()5o)  préconise 
l'emploi  de  la  leuiniseate. 

M.  EuLEK  DE  Leber,  Calcul  des  raccordements  paraboliques 
dans  les  tracés  de  chemins  de  fer  (Baudry,  1892). 
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SUR 
LES  DIAMËTRES  RECTILIGNES  DES  COURBES  ALGÉBRIQUES  PLANES; 

Par   m.   Henri   J.f.desgue. 


1.  .).  Berlraud  a  (léinouliv  (juc  les  seules  coui'hes  algébriques 
indécomposables  qui  admettent  un  diamètre  conjugué  de  chaque 
direction  de  cordes  sont  les  coniques  (Journ.  de  Math.,  1842). 

M.  Monlel,  après  m'avoir  signalé  qu'une  légère  modification  à  la 
démonstration  de  Bertrand  permettait  d'affirmer  que  les  coniques 
sont  les  seules  courbes  algébriques  indécomposables  admettant 
une  infiuit(''  de  diamètres,  posait  la  question  suivante  :  Quel  est  le 
nombre  maxirnuin  de  diamètrea  que  peut  posséder  une  courbe 
indécomposable  de  degré  m  ? 

Le  présent  travail  a  été  écrit  |)our  répondre  à  cette  question  : 
Sauf  quelques  exceptions  relatives  aux  petites  valeurs  de  m, 
le  nombre  maximum  est  m.  si  ut  est  impair,  et  m  -\-  2,  si  m  est 
pair. 

Pour  arriver  à  ce  résidtal,  j'ai  cru  utile  de  faire  un  assez  long 
détour.  J'ai  loiii  d'abord  cherché  quelles  sont  les  dispositions  de 
diamètres,  en  nombre  fini,  que  peut  posséder  une  figure  plane 
quelconcjue. 

Le  passagf;  d'un  [)()int  à  celui  qui  lui  correspond,  de  l'autre 
côté  d  un  diamètre,  définit  une  transformation  homographique 
spéciale  :  une  symétrie  oblique.  La  question  précédente  se  ramène 
facilement  à  la  suivante  :  (pielles  sont  les  dispositions  diverses  des 
symétries  contenues  dans  les  gioup(;s  finis  de  transforuuilious 
homograplii(|ucs  du  plan  ? 

On  serait  ;mum  couduil  à  (•(>ii>ullcr  le  tableau  de  ces  groupes 
finis,  tableau  (|ui  a  ('té  tout  tl'abord  dressé  par  INL  C.  .lordan,  puis 
révisé  dcpiii>  par  (Ii\(M>  auteurs.  Mais,  en  réalité,  la  (piesln)n  est  de 
nature  plus  siiuplr  et  elle  dépend  seideujent  di'  la  connaissance  du 
tableau  des  groupes  finis  de  transformations  homographiqiuw  de 
la  droite,  i'oiir  rester  aussi  éléuienlaire  (pie  [tossible,  j'ai  tenu  à 
utiliser  ces  groupes  sous  leur  fiu'me  si  intuitive  dégroupes  finis  de 
rotations  réelles  de  l'espace. 
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Celte  étude  m'a  («tiuliiil  à  cinq  dispositions  de  diatJlèlres,  en 
nombre  fini.  Los  dispcjsitions  I  el  11,  qui  sont  fournies  par  les 
gioupes  diédraux,  conlienneni  un  nonihrc  variable  de  diamètres; 
les  dispositions  ill,  IV.  \  ,  (pii  proviennent  des  groupes  du  cuhe  el 
de  lieosaèdre,  conlienncnt  respeeli\emenl   12.  i  «S  el  .)o  diamètres. 

Les  diamètres  d\ine  courbe  algébrique,  ou  bien  sont  en 
nom})re  fini  et  ont  L'une  des  dispositions  1  à  V.  ou  bien  sont  en 
nombre  in  fini;  ifs  se  présentent  alors  suivant  cinq  outres  dis- 
positions (a,b,c,  d,e),  la  courbe  algébrique  se  décompose  en 
droites  parallèles  ou  en  coniques  ayant,  deux  à  deux,  quatre 
points  communs  à  U infini. 

Ce  résidtal  obtenu,  il  sulTit  de  loruier  les  équations  des  eourbes 
algébri(pies  admeltani  les  diamèlies  des  diverses  disposîti«>as  l  à  V 
el  de  i'e<;arder  le  degré  des  écpuitions  obtenues,  pour  pouvoir 
répondre  à  la  question  de  M.  iMontid  ou  poui' énumérer  les  diverses 
dispositions  de  dlamélres  des  courbesalgébriques  d'un  degré  donné. 

Une  pr-emiére  rédaction  de  ce  travail  a  été  perdue.  Je  remercie 
M.  Tl).  Leconte  d'avoir  bien  voulu  préparer  celte  nouvelle  rédac- 
tion qui,  grâce  à  lui,  est  plus  ilélaillée,  plu^  piccise  <'l  plu»  claire 
(jue  la  priMiiièi-e. 

!2.    Ilappelous  d'alxu'd  (pi('l(pu;>  «lélinilious. 

On  dit  (ni'une  liguie  plane  F  aduu'l  un  diamètre  iccliligue  A 
<()iijugué  de  la  direcliou  (Uî  cordes  I),  ou  encore  que,  pour  la 
ligure  P',  la  direction  de  cordes  D  admet  le  diamètre  A.  si,  à 
tout  point  M  (le  la  ligure  V\  correspond  le  point  .M  Ai'  la  même 
ligure  lel  (pte  MM  soil  parallèle  à  D  el  ail  sou  uiilieu  >ur  A.  On 
dit  encoie  (pu-  les  jxtiiits  M  el  iM  sont  svuiélricpies  (»bli(piemeul 
par  ia|)porl  à  la  (lr(»ile  K,  piuii'  la  (iiicction  I).  Dans  ce  (pii  >uivra, 
MOUS  supprimerons  le  mol  (d)li(pie  saut  (piand  il  y  aura  lieu  de  dis- 
liuguei-  entre  la  s\nu;lrie  obli(|ue  «;l  la  SMuétrie  orthogonale  ou 
syméti'ie  \raie  au  sens  de  la  géométrie  élémentaire. 

Une  symétii<^  oblicpie  »;sl  une  I  rausl'oiimition  homograpliique  S 
telle  que  la  droite  M\J  (pii  joint  deux  points  homologues  passe 
par  le  point  à  linliiii  d  de  la  direction  donnée  1),  telle  aussi  que 
si  E  désigne  le  poinl  d'inler>ecti(Ui  de  MM'  a\ec  la  droite  lixe  A, 
on  ail  la  relation  (</EM.M' )  :=  -  1 .  Nous  représenterons  la  symé- 
trie délinie  |)ar'  A  el  l)  à  l'aide  de  la  notation  S  :::=  (  \.  I)  ). 
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jNous  ullons  compléter  celte  dcliiiilioii  purement  géométrique 
<le  la  symétrie  en  nous  plaçant  an  point  de  \  ue  de  la  géométrie 
anahtique. 

Pour  délinir  la  sjméti'ie  (^A,  D  ).  prenons  A  pour  axe  des  x  et 
tin  axe  fies  )•  parallèle  à  la  direction  I).  La  transformation  liomo- 
graphique  (A,  D  )  sera  donnée  par  les  formules  X  =  a?,  V  =  — y. 
Par  définition,  la  courbe  CV  symétrique  de  la  courbe  C,  dont 
l'équation  sous  forme  entière  est  fi^x^  y)  =  o,  aura  ponr  équa- 
tion y(ar,  —  y)  =  o.  On  dira  (jue  la  courbe  C  admet  la  symé- 
trie (A,  D),  si  C  et  C^  sont  algébriquement  confondues. 

On  aura  alors 

/(•>f,  r)  =  ^/('^.  —y)         (A-  étant  un  nombre). 
Par  le  cbangenient  de  j-  en  — y.  on  tire  de  celle  identité 

.((■'•:- y)^.kf{x.  y) 

et.  en  niultipiianl  nu  inbic  à  membre, 

X  '  =  I  : 
d'où  deux  cas  : 

i"  /  L^  I .  l'équation  entière  rst  de  la  lorme  a  (  .r,  JK"  )  ^^=<>  ;  e  est 
la  s>niélrie  proprement  dite,  considérée  liabituellentent  (;t  (pie  noii> 
appellerons  symétrie  de  première  espèce. 

■2."  /c  =  —  I,  l'équation  (.'ntière  est  de  la  (oriuc,  y'^(x,  y'-)  =  o. 
La  courbe  se  compose  d'une  courbe  symétrique  de  première 
espèce  et  de  l'axe  de  symétrie;  la  syntétrie  est  de  seconde  espèce. 
Donnons  un  exenq)le,  que  nous  retrouverons  plus  loin,  des  deux 
espèces  de  svmétiie.  Soient  deux  droites  sécantes.  l'Mles  lorment 
une  courbe  du  s(>cond  degré  dont  nous  cherchons  les  diamètres 
rectilignes.  A  chacpie  direclion  de  cordes.  didV-rente  de  celle  des 
deux  droites,  correspond  un  diamèlre  (s\métiie  de  premièie 
espèce).  Si  ladirecli<Mi  de  cordes  est  celle  de  l'une  des  droites. 
on  trouve  l'autre  droite  comme  diamètre  (^symélrie  de  .seconde 
es|)èce).  Ces  deux  diamètres  de  se<-onde  es|)èce  ne  se  r<'ncontreiil 
pas,  sous  cette  forme,  dans  la  llM-diic  habituelle  des  courbes  du 
second  degr«'  ;  par  contre,  on  Irs  in  Mise  comme  diamètres  singuliei's 
de  leur  propre  direction  de  curdc-.  nnliiHi  (pic  muis  n'aurons  pas, 
ici.  à  cm  isiiiicr. 
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Les  paragraphes  2  à  6  traitent  de  cinq  dispositions  particulières 
(le  diamètres. 

On  démontrera  par  la  suite  (jue  ces  cinq  dispositions  sont,  pour 
les  courbes  algébriques,  les  seules  qui  comprennent  une  infinité 
de  diamètres. 

3.  En  vertu  de  la  projectivité  du  rapport  anharmonique  et  de 
la  définition  de  la  symétrie  à  l'aide  d'un  rapport  anharmonique, 
une  transformation  homographiquc  S  du  plan,  telle  que  la  droite  de 
l'infini  soit  sa  propre  transformée,  remplace  une  symétrie  S  par 
une  symétrie  1';  S  est  dite  la  transformée  de  S  par  {?. 

jNous  nous  servirons  constamment  d'un  cas  paitlculier  de  cette 
propriété  :  deux  symétries  S,=;(A,,D,),  8^=  (A2,  D^)  eu 
entraînent  une  troisième  83=  (A;,,  D^).  En  effet,  partant  du  point 
M  de  la  figure,  nous  lui  faisons  correspondre  M' dans  la  symétrie  S.^, 
puis  M"  homologue  de  M  dans  la  symétrie  S(,  puis  enfin  M"' 
homologue  de  M'  dans  la  symétrie  S^.  La  droite  MM  '  est  paral- 
lèle à  la  direction  fixe  D3  homologue  de  D,  dans  la  symétrie  So  et 
le  milieu  de  MM"  est  sur  la  droite  fixe  A3  homologue  de  A,  dans 
la  symétrie  Sj.  D'où  la  symétrie  S3,  dite  transformée  de  S)  par  Sa; 
elle  est  obtenue  en  effectuant  successivement  les  opérations  S._., 
S),  Sa,  ce  que  l'on  rappelle  par  la  notation  S;,  =  S2S,  S^  ('  ). 
Nous  considérons  de  même  les  symétries 

S',  =  S3SjS:j,  Ss=:S4S3S4,  .... 

Ces  préliminaires  posés,  supposons  quune  même  direction  de 
cordes  D  admette  deux  diamètres  rcctilignes  A,  et  A... 

Soit  une  parallèle  à  D  qui  coupe  A|  et  Ao  en  deux  points  dis- 
tincts rt,  et  «2-  r^cs  deux  symétries  S,  =  (A,,  D),  S2=(A.j,  D) 
résultent  les  symétries  S3,  S4,  S;;,  ...  ;  les  diamètres  A3,  A4,  A^,  . . . 
passent  par  les  points  «3,  «j,  «5,  ...  tels  que  «3  soit  le  symétrique 
de  «1  [)ar  rapport  à  rt^?  ûf  v  le  symétrique  de  a-i  par  rapport  à  a^.  .... 

Donc,  la  direction  D  admet  une  infinité  de  diamètres. 


('  )  La  iransformation  il  se  iiole  1  -  G  'SC^  ;  ce  qui  exprime  que  si  Ton  prend 
l'iiomologue  M'  d'un  point  M  dans  la  transfoimalion  inverse  de  t.  puis  l'iiomo- 
loguc  M"  de  M  dans  S,  et  enfin  l'tioinologue  M  '  de  M"  dans  G.  on  obtient, 
en  M'",  l'iiomologue  de  .M  dans  la  symétrie  il. 
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Montrons  maintenant  quune  courbe  algébrique  admettant 
cette  infinité  de  symétries  est  formée  de  droites  parallèles. 

Soit  M  un  pqiijtdeta  courbe  C.  Par  M,  menons  la  parallèle  à  D  : 
supposons,  pour  préciser,  que  ce  soit  la  droite  aia-j.a,\. . ..  Les 
symétri(pu's  eu  nombre  infini  de  M  par  rapport  aux  points  a^. 
rtai  <23;  •  •  •  ^oi\\  tous  sur  C,  cl  |)ar  suite  cette  parallèle  fait  partie 
de  C.  Donc  C  csl  foruiéc  de  parallèles  à  D.  D'où  une  prcnnèrc 
disposition  do  diaiuèlrcs  des  courbes  al<;ébri(pu'S. 

a.  Lne  direction  de  cordes  D  admet  un  diamètre  de  position 
indéterminée.  La  courbe  est  formée  de  parallèles  à  I). 

4.  Supposons  que  deux  directions  de  cordes  1),  et  D^ 
admettent  deux  diamètres  parallèles  \y,  A^.  distincts. 

Des  deux  symétries  S|  =  (A,,  D,),  83=  (Aj.  Dj)  résultent  les 
symétries  83=  (A3,  D;,).  Si  =  (Aj,  D^),  ...  dont  les  diamètres 
sont  la  droite  A;,  symétrique  vraie  de  A,  pai-  rapport  ;'i  \^.  la 
droite  Ai  svniélrique  vraie  de  A2  par  rapport  à    V;,.  etc. 

//  existe  donc  une  infinité  de  diamètres  parallèles. 

Montrons  maintenant  quune  courbe  algébrique  Ci  admet- 
tant cette  infinité  de  sym 'tries  est  composée  de  paraboles  se 
déduisant  les  unes  des  autres  par  des  translations  faites 
parallélem-int  à  l'axe  commun  de  ces  paraboles . 

En  eflel,  à  une  translation  [)rès  faite  parallèlcuient  à  la  direction 
des  diamètres,  il  existe   une  parabole  et  une  seidc  admettant   les 

symétries  S,,   So,  et  par  suite  les  symétries  S3.  S-, qui  en 

résultent. 

Soit  M  un  point  de  la  courbé  C.  Soit  I*  celle  des  |)araboles  que 
n(ms  ven<uis  de  définir  qui  passe  par  M.  Les  homolo{>ues  de  M 
dans  les  symétries  S,.  S^.  S^,  ....  qui  sont  (M1  iioudire  infini,  sont 
à  la  fois  sur  les  courbes  C  cl  P.  Donc  la  parabole  P  fait  partie  de 
la  courbe  C  D"où  une  seconde  dispositi(U)  des  diamètres  d'une 
courbe  alf;ébrique. 

b.  A  tonte  direction .  sauf  une,  correspond  un  diamètre 
déterminé.  7'ous  ces  diamètres  sont  parallèles.  Les  courbes 
sont  formées  de  paralxdes  di'duites  de  l'une  d'elles  par  des 
translations    fnitrs  parallèlement  à  son  a.re. 

xi.i\.  8 
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o.  Supposons  ([ue  deux  direcAions  de  cordes  H,  et  1)^ 
admettent  le  même  diamètre  A. 

Des  deux  symétries  S,  =  {A,  D,),  S2=(A,  D^j)  lésulleni  lo 
sviiîélries  S3,  Sj,  Sj,  ....  Les  liomologues  M,,  Mo,  M3,  ....   d'un 

|)oinl  M,   dans  les   symétries   .S,.  So,  S3 soûl   situés  sur  nnr 

niènu^  parnllélc  à    V  et  Ton  a 


Les  symétries  .S,,  Sa,  S3,  ...  sont  done  toutes  (linéreule>;  d'où 
une  injinité  de  symétries. 

D'après  ce  qui  précède,  >i  une  courbe  algél)ii(juc  (1  aduiet  cette 
infinité  de  symétries,  elle  est  formée  de  droites  parallèles  à  A;  d'où 
une  troisième  disposition  de  diamètres  d'une  courhe  al<;él)ricpie. 

c.  yi  toute  direction  correspond  un  diamètre.  Tous  ces  dia- 
mètres sont  confondus  avec  une  même  droite  A,  sauf  le  diainèli  e 
de  la  direction  A,  qui  est  indéterminé.  Les  courbes  sont  formées 
d'une  famille  de  droites  parallèles  à  \  (fui  admet  \  pour  axe 
de  symétrie  vraie 

Remarque.  —  Pour  cliacjue  (li>position  couiprenant  un  nombre 
infini  de  symétries,  il  y  a  lieu  de  s<*  poser  la  (pie.stion  suivante  : 
l^st-il  |)ossible  (pie  des  courbes  algébri(pies  admettant  la  disj"M)si- 
lion  de  svméti'ies  envisagée  aient,  en  plus,    d'autres  svmétries? 

Le  lecteur  verra  facilement  (pien  se  posant  c<*tte  (piestion  poul- 
ies dispositions  a  et  b,  il  trouvera  seulement  la  disposition  c. 

Hemarcpions  encore  (pie  >i  l'on  avait  (.\om\  symétries 

.S,=^(.\,,  1),  1,         S,  =  (A,,  1),) 

telles  (pie  i),  et  Aj  soient  parallèl<;s,  la  symétrie  Ss  =  (^A3,  D3  i 
serait  relative  à  une  direction  D3  confondue  avec  D,;  deux  cas  se 
présentent  :  Ou  D^  et  A,  sont  parallèles,  et  alors  A,  et  ^3  sont 
confondus,  S,  et  .Sj  sont  identiques;  S,  et  S^  sont  dites  deux 
s\jn(''tries  conjuguées  et  A,  et  A^  deux  diamètres  conjugués. 
Ou  1)2  et  \,  ne  sont  pas  parallèles,  et  ab^rs  A,  et  A3  sont  dillé- 
rents;  la  directi<»ii  1)^  admet  deux  diaïuèlres,  on  est  dans  un  cas 
(l(''jà  examiné. 
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i).    \'A\\isii^fA>ns  iDiiiiUrnanl  le-  ay^  de  deux  >>  iiM-trics 

S, -a,,  D,;,  S2  =  i\,.  D,;; 

mais  ru  cciiilanl  les  cas  pivccdcmiiiciil  tlu(lir>.  c  «•>l-à-iiijf  en 
sii[)j)(»sanl  les  (jualrc  directions  A,.  Vo.  I),.  I  )^  disliiiclo,  on  en 
suj)|>osrtnl  conlondiics  à  la  lois  !»•>  direction^  V,  tM  l)j  cl  les  dircc- 
<ions  Ag  cl  l), . 

Nous  saxons  (|iic  ces  syln«'■tl•ie^  en  eiiliaînenl  d  aulres  cl  (|ue  les 
dianièlres  corrcspondanls  concoiirenl  au  poinl  de  rencontre  O  des 
iiiamèlrcs  A,  el  Aj.  Il  sera  commode  d'apix-ler  rosace  toiilt;  dis- 
position d(;  dianïèlrcs  concourants  obtenue  à  partir  de  S|  el  de  S^ 
«•oinnie  il  a  «Mé  indiqué  dans  le  paraj^raplie  1.  Les  e\pressi()n>  de 
rosace  finie,  de  rosace  infinie  se  eomprenneni  aisément. 

S'il  n'existe  aiKUine  particularité  entre  les  données  \,.  V;^: 
])i,  Do"  l'T  rosace  coi-respondanle  esl  inliiiic.  (  lierclions  la  condi- 
tion poMi-  (pic  la  rosace  soit  finie. 

Vppcloii.^  a,,  a^'\v%  points  à  I  inliiii  de>  diamètres  A,.  V^: 
/^/(.  (l'x  les  points  à  I  iidini  des  dirt'ctioiis  I),.  l)o. 

Considérons  l'involiition  définie  par  les  deux  couplc>  a^.  il ,,\ 
/'/o,  ^/o.  r*ar  une  liomo^rajiliic  transformant  i-n  elle-mèinc  la  droite 
de  l'inlini.  on  peut  faire  en  sorte  que  les  points  doubles  de  celte 
in\()lulion  deviennent  les  ombilics  du  plan. 

I3'apré>  une  remarcpie  laite  au  paraj^raplie  L  les  s\  uK-trics  S, 
et  S^  deviennent  des  symétries  S',,  S...  qui  sont  des  >v  met  ries 
vraies,  car  h's  coiiplo  or',,  </',  ;  rt^,  d\^  transformés  des  couples  </,. 
dx\  «2?  <^2  correspondent  cette  fois  à  <les  directions  rectangulaires. 
•Soil  \  Tan^lc  des  iV'xw.  axes  A',.  A'^  (pii  cone>pond("nt  aux  dia- 
mètres \(,  Vj.  l/op(''ral  loii  lormée  de  la  >vnu''tiie  S^  >ui\ic  de  la 
symétrie  S'^  est  une  isolation  d"anj;le  i>,  \  autour  du  point  «ominun 
aux  axes    V'^ ,    V.,.   Il  esl  clair  maintenant  cpic  la   rosac<;  sera   linie 


si  V   est    de  la   forme  \   =:  '- — {p  el  ^  entiers)  et   (|ue  cette  coinli- 


'1 
tion  est  nécessaire  el  suffisante.  Elle  revient  à  dii<'  ipie 

(a'i,  d^\  rf'j,  d.^)  —  —  tanj;*\ 
<'sl   de   la    forme     -  tanj;^  ^-^  et.   comme   le    rappoil    aiiliarmonique 
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osl  projectif,  celle  condition  sVxprinie  encore  pai  régalilé 

p  el  q  désignant  do  enliers  quelconques. 

7.  i^ious  nous  proposons  maintenant  de  chercher  les  courbes 
algébriques  admettant  la  disposition  formée  d'une  rosace  infinie. 
Soient  deux  symétries 

S,=(.\,,  l),j;  S,  =  ^A2,  D2) 

engendrant  une  rosace  infinie.  Appelons  O  le  point  commun  aux 
deux  diamètres  A,  el  A2.  Il  existe  une  famille  de  coniques,  homo- 
ihétiques  et  de  même  centre  O,  admettant  A,  et  A2  pour  dia- 
mètres conjugués  des  cordes  D,,  D^.  Ces  coniques  admettent 
évidemment  toutes  les  symétries  S3,  S/,,  ...  de  la  rosace. 

Soit  une  courbe  algébrique  G  admettant  cette  rosace  infinie  de 
symétries.  Soit  M  un  de  ses  points.  Les  symétriques  de  M  dans 
les  symétries  de  la  rosace  sont  des  points  en  nombre  infini  qui 
sont  communs  à  la  courbe  C  el  à  la  conique  du  faisceau  (>onsidéré 
qui  passe  par  \e  point  j\f.  T^a  courbe  C  contient  donc  cette 
conique. 

D'où  une  nouvelle  disposition  des  diauièties  i\{:'^  courbes  algé- 
briques. 

d.  Deux  directions  x^  y,  étant  exceptées,  à  toute  direction  D 
correspond  un  diamètre  A.  Tous  ces  diamètres  se  coupent 
en  O.  Les  directions  A,  D  se  correspondent  dans  une  invo/ution 
dont  les  rayons  doubles  sont  parallèles  à  x  et  y. 

Une  courbe  algébrique  C  admettant  ces  symétries  se  com- 
pose de  coniques  homothétiques  et  concentriques  admettant  Or 
et  Oy  pour  asymptotes. 

Couime  plus  liaut,  il  y  a  lieu,  maintenant,  de  se  j)oser  cette 
question  :  Une  courbe  algébrique  correspondant  à  la  disposition  d 
peut-elle  admettre  en  plus  d'autres  diamètres? Un  nouveau  diamètn* 
ne  pourra  être  que  parallèle  à  Ox  ou  à  O^',  sinon  on  serait  dan> 
l'un  des  cas  b  ou  c  déjà  examinés.  Il  ne  peut  correspondre  (pi'auv 
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directions  de  cordes  Ox,  0)',  sinon  on  sor;iil  d.ins  l(>s  cas  a  ou  c 
déjà  examines. 

Le  seid  cas  jJOwsilile  esl  donc  c(diii  de  la  direction  0:r,  [)ar 
exemple,  admettant  un  diamètre  parallèle  à  Oy.  D'ailleurs  ce 
diamètre  est  O  )-  lui-même  et  non  une  autre  droite  )''  simplement 
parallèle  à  Oj"  car,  s'il  en  était  ainsi,  les  symétries  de  notre  rosace 
transformées  par  la  symétrie  de  diamètre  j^'  formeraient  les  symé- 
tries d'une  nouvelle  rosacé.  Donc,  par  chaque  point  M  d'une 
courbe  algébrique  C,  adnu'llant  ces  deux  rosaces,  il  passerait  une 
courbe  du  second  degré  correspondant  à  la  première  rosace,  qui 
ferait  partie  de  C,  puis  une  anti'c  courbe  du  second  degré  faisant 
aussi  partie  de  C  et  (pii  correspondrait  à  la  seconde  rosace,  et  cela 
esl  absurde  puiscpie  le  point  M  est  un  point  absolument  (jucl- 
conquc  de  la  courbe  C.  Par  suite,  c'est  bien  O  )'  qui  sera  le  dia- 
mètre conjugué  de  la  direction  Ox.  Les  coux'bes  du  second  degré 
([ui  forment  une  courbe  algébrique  C  admettant  ces  symétries 
sont,  si  Ox  et  Oy  sont  réels,  ce  que  l'on  appelle  ordinairemeul 
des   hyperboles  deux  à  deux  conjuguées. 

11  y  a  lieu  de  i-eniarjpier  (pie  Ox  est  aussi  diamètre  conjugin'- 
de  la  direction  O  )'. 

Nous  arrivons  ainsi  à  la  (bsposilKm  e. 

e.   Les  diamètres  sont  les  mêmes  que  dans  la  disposition  d. 
De  plus^  0,r,  O  y  forme  ni  un  couple  de  deux  diamètres  con- 
jugués. Une  courbe  algébrique  C  admettant  cette  disposition 
esl  formée   de   couples   de   coniques  conjuguées   (au    sens   de 
«  hyperboles  conjuguées  »). 

Elle  [)eut  admettre  eu  [)ltis  1<;  couple  de  droites  Oa',  O  )' un  cer- 
tain nombre  de  fois.  I^e  lecteur  précisera  facilement  cet  énoncé  et 
celui  relatif  au  case,  comme  il  le  fainb'ait  si  l'on  \ouIail  (pic  toutes 
les  symétries  fussent  de  |)remière  espèce. 

8.  Nous  allons  maiuleiiant  rattacher  la  reclicrclic  des  dispt>si- 
tions  de  diamètres  à  la  théorie  des  groupes. 

Dire  qu'une  ligure  admet  A  pour  diamètre  de  la  direction  1) 
revient  à  dire  qu'elle  est  invariante  par  la  transformation  homo- 
graphique  S  ;=  (A,  D).  Si  une  figure  est  invariante  par  les  trans- 
formations Si  =  (A,,  D|),  . . .,  S^  ^=  (  \^,  D^i.  (îUc  sera  également 
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iiivariiuile  pur  toutes  les  liansfonnutinus   du    <;r()U|)«'   couslruit  à 

l'aide  des  symétries  S,.  S., S^  prises  comme  li'ausiormatioiis 

londamenlales. 

Les  syniél ries  S,,  So.  .  .  .,  S^  déliniroal  eii  géiiéial  nu  groupe  (1 
comprenant  une  induite  de  Iransforuiations  et  une  inlinit»'  d<' 
symétries.  Notre  but  est  de  déterminer  les  cas  dans  lesquels  les 
synuHries  ainsi  obtanues  se  réduisent  aux  seules  symêlrics  pri- 
mitives S,,  Sj S,,. 

fout  «l'abord,  nxtnirous  ipu-  si  les  symétries  S,,  S-j,  ....  S^,. 
en  nombre  fini,  définissent  un  groupe  ne  contenant  pas 
d  autres  symétries,  c<'  groupe  est  fini,  cesl-à-dire  qu'il  ne 
eonlieul  (pi  un  uondire  fini  de  transformations.  En  elVet,  soit  une 
des  transioru)atiou>  du  groupe,  celle  <pii  s'é<ii»  S.^SftSy...S) 
(  cette  noiatiou  Midi<pjc  lc>  opérai  ion>  <laus  INu-dre  où  elle^ 
s'eire<tueut  ».  On  pcui.  par-  excniple.  Taire  passer  Srj_  au  ,se<-oiul 
rang.  En  ell'el,  on  pcul  ('crirc  la  Iransl'ormalioti  S^S^SotSaS,, . .  .  S) 
(on  s'est  hopné  à  ajouter  à  i\vn\  |>laces  <-ous<'culi\  es  S,,,  ce  (pii  ne 
change  rienj.  Ou  eucore 

(S5(!SpS,y.iS5,S-.  ...S>,. 

Or,  (S^Sj^S,;)  est  une  de  uos  s\  uu-tiies.  soil  S„.  Il  reste  doiu-  le 
symbole 

(pu  coulieut  le  uumuc  uoudu'c  de  >\  nuliics  el  où  S.^  esl  à  la  seconde 
|)lace. 

De  proche  en  ()roche.  on  \oil  (pie  rune  (pielcon(pie  des  s>  im'- 
Iries  de  la  Iranstornuition  peut  oeeujx'r  une  place  quelcompic. 
Si  donc  Sa  se  pivsente  deux  (ois,  on  amènera  ces  deux  symétnes 
à  être  consécutives  et  l'on  pourra  les  supprimer.  On  peut  donc 
supposer  a,  ^.  ....  A  distincts.  Noire  groupe  est.  par  suite,  lormé 
des  I  ranslormalions  (dtlenues  eu  ellecluaii!  au  plus  /^  s\m(''li-ies 
dans  un  ordre  (pielcon(jue.  chacune  dCUes  n'elant  prise  (pj  une 
lois.  Le  nombre  lolal  tic  ces  t ranslormalions  est  (huic  (ini  et  nous 
nous  lr«uiv(»ns  ranune  à  chercher  les  systèmes  de  symétries 
engendrant  des  groupes  finis  de  transfornuttions  homogra- 
phiffucs  du  plan. 

Après   avoir,    dans   le   prochain   paragraphe,    rappelé    {piebjiies 
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|)i(t|)<)sili<»n.s  l'cliilivcs  à  la  rcpivseulalioii  «les  imiii;iaaiie>.  non- 
luoiitreions  (jiie  noire  prohièmc  dépend  seulenienl  de  la  lliéone 
des  {groupes  finis  des  rolaùons  réelles  de  Tesi^aee,  e'e>l-à-dir«'  de 
la  théorie  des  pohèdre.s  réguliers. 

9.  (îoasidertuis  le  plan  { j)  \  doul  l'équation,  par  ra|)|)oil  à 
des  axes  reetangnlaires  (oXV/.  est  Z=i,  et  soit  ()  le  point 
\  =  \  :::=  o,  Z  =  i .  A  uii  nond)re  complexe  ni  =  .z"  -f-  /)'.  taisons 
correspondre  le  point  (  m  )  de  coordonnées  X  =  J?,  ^  ^=  J  5  Z  =  1 . 
Kt.  du  point  (o,  projetons  stéivof^raphiquenienl  en  [jl  le  point  (m) 
>nr  la  spliére  -  de  diamètre  0(o.  Les  coordonnées  X,  \,  Z  de  jx 
satisloiit  an\  formules 


T         y         I  i/./'-  H-  r-  -H  I 

TT  =  'ir  =  77  =  =  .r-^  -f- r-  -+-  I , 


(jiii.  eu  conAcnanI  dniie  façon  j^éiu-rale  (jue  il  et  u'  dési|;neronl 
denv  iniaj^inaires  conjuguées,  et  en  introduisant,  les  coordonnées 
isotropes  m  =  r -|-  /r,  M  =  X  -f-  /\   s'écri\ent 


(<) 


M 


,       !M'  I 


Rllécluons  sur //«  la  transformaticm  liomograplu([ue  t 

a  m  -i-  0 


ii.) 


^d 


-Anr), 


(|ui  peut  cti-e  an>si  hien  définie  par  la  i-elation 


(^i) 


in\  =  — — ; jT  =/  (m  ) 


il    en    rt'sidl»'    pour  -   un<'    transforinatiou    rrelle   0    lai>ant    passer 
de  a  an  point  'jl,  donné  |)ar  le>  formules 


M,  _  fini  -(-  b 
Z|         cm  --  rf 


/i 


=  /«  1  m ,  -h  I  = 


M, 
Z, 

= 

a 

c' 

ni 

m' 

-+- 

b' 
d 

fini 

-+-A 

a 

'm 

•-^f 

_j_ 

cm  ->r-  d  c'  ni  -r-  ff 
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<[u"()n  j)eiil  encore  écrire 

M,  m;  _        Zi 


(1) 


{ani  —  h){c'  m' ^  d')        {a  m'  -\- b')icm  -+-  d)        (cm  -4-  d)(c' m'^d') 


a  m  -+-  b){  d'  /II'  -r-  b'}  -<r  (cm  -h  d}(c'  m'  -r-  d'  ) 


Or,  (luand  on  lienl  compte  des  formules  (  i  ).  on  a,  a,  ,3.  y.  o 
étant  des  nombres  réels  quelcon(|iies, 

,       „                  ,       .        y.d-  Z)+  3\l  -4- yM'^^Z 
(  j)  n.mm  -v~  p/»  H-  '(m  +  o  —  • ^ ; 

et  les  dénominateurs  des  fornudes  (  4  )  peuvent  être  remplacés  par 
des  fonctions  linéaires  de  M,  M',^-  Donc  la  transformation  ^i 
est  une  transformation  ho mo graphique  réelle  qui  change  en 
elle-même  la  sphère  ti;  il  faut  ajouter  (pTelle  ne  niodiiie  pas 
roi-ientalion  de  -,  c'est-à-dire  qu'elle  transforme  les  génératrices 
de  71,  appartenant  à  l'un  des  systèmes,  en  «génératrices  du  nuMue 
système.  En  elFet.  les  génératrices  de  ti  sont  données  respective- 
ment par 

M  M' 

—  =  coiist.         et         -rp  —  const., 

et  les  formules  (y,  )  et  ( .'}  )  s*écri\ent 

Uéciprcxpienu'nl,  toute  Irausfoi  lualion  hoinograplii(jue  réelle'), 
transformant  ti  en  elle-nu'me  sans  (dianger  son  orientation,  délinil 
une  transformation  /.  car  0  délinil  alors  deux  transformations 
liomograpliiques  entre  les  génératrices  de  mènu^  système 


©•     ^^m 


Ml  /iVI\  M',         .  /M' 

z7 


et  CD  et  ^  sont  imaginaires  conjuguées  puisque  9  est  réell<'. 

Parmi  les  transfoiuiations  0  se  trouvent  donc  les  rotations 
de  i8o"  autour  des  diamétics  de  -,  transformations  (jue  nous 
app<dlerons,  avec  Darhoux,  des  renversements.  Que  doit-être  t 
pour  que  8  soit  un  tel  renversement  ?  Un  renversement  est  une 
transformation  réciprotjue  laissant  invariantes  les^ deux  extrémités 
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(le  laxf  <U'  rcuNcrscniciil.  donc  t  doit  être  une  ln\'o!ulion  don/ 
les  deux  points  doubles  a  et  d  ont  pour  image  sur  la  sphère  r. 
iteux  points  %  et  o  diamétralement  opposés.  Avant  de  dénionlrei- 
la  réciproque,  non. s  pi-onvcrons  que  la  condition  nécessaire  et 
suj/isante  pour  que  le  rapport  anharmonique  de  quatre 
valeurs  de  m  soit  réel  est  que  les  (juatre  points  correspondants 
sur  la  sphère  -  soient  dans  un  même  plan.  En  efl'el,  dire  que  le 
ra|)[)ort  anliarmoni(|ue  de  (juatre  valeurs  de  m  vs\  réel,  c'est  dire 
(jue  ce  raj)|)()it  é^^ale  celui  des  «juatre  nombres  ni'  correspondanis 
et  par  suite  (jiie  les  quatre  couples  m.  tn'  sont  li«''s  par  une  rela- 
tion à  coellicients  n'cls  de  la  forme 


Or,  d'après  (5  ),  une  telle  relation  exprime  (pic  le>  quatre  points 
|j.  correspondants  sont  dans  un  même  plan.  Remarquons  de  plu-< 
que,  d'après  la  première  formule  (  i),  le  rapport  anharmonique  de 
(pialrc  valeurs  de  m  est  le  rapport  anharmonique  des  (piatre  géné- 
ratrices du  premier  système  passant  par  les  (juatre  points  [ji;  quand 
ces  quatre  |)oints  sont  dans  un  même  ])laii,  le  raj)j)ort  des  quatre 
valeurs  de  //test  donc  le  rapport  des  |)oinlsnsur  la  circonférence- 
(jui  les  contienl. 

Revenons  maintenant  au  cas  où  /  est  une  unolulion  dont  les 
j>oints  doubles  a  et  d  ont  jxnir  imaj^es,  sur  t:,  a  et  o.  Deux  points  'j. 
et  fjL,  se  corres|)ondant  dans  la  transformation  0,  image  de  /,  sont 
sur  une  circonférence  A  de  —  j)assanl  par  a  et  o,  et  le  rapport 
anharmoni(jue  sur  X  des  jioinls  a,  o  ;  jj.  ;jl,  est  égal  à  —  i  ;  donc  jx[j.i 
|)asse  |)ar  le  jx'de  de  ao  j)ar  raj)j)orl  à  A.  Si  donc  a  et  o  sont  diamé- 
tralement oj)i)osés.  0  est  bien  un  renversement. 

Si  l'on  j)ose  m  ^=.  oe"''.  et  si  l'on  aj)j)ellc  (\  le  centre  de  u,  on  voit 
tjiie  r\  est  la  longitude  de  u.  c(>in|)tée  à  |)aiiir  de  ZioX  et  que  p  «"^l 
la  tangente  de  la  moitié-  de  la  co latitude  ()(]'j..  Par  suite,  |)Our  (juc  j. 
et  0  soient  diamcl  lalcmcnl  (>|)j)osés,  il  faut  (nie  a  et  d  aient  <\i- 
modules  in\ erses  et  des  arguments  dont  la  dillérencc  égale  -,  rc 
(JUI  s'écrit  :  ad'  -^  <î  d  :=  -  i  .  Dans  le  cas  où  a  ci  d  sont  réels,  on 
i\»'\  ra  avoir  ad  =■  —  i . 

10.  (Considérons,  dans  un  plan  1*,  des  symétries  S  =  (A,  D  ), 
cUes  engendrent    un   grouj»;  G  d'iiomograjîhies  T;   nous  voulon> 
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que  (î  soit  tiiii.  EUectiions  sur  P  une  Iransfonnalion  lioinojira- 
|)lii(|iie  ç  transf'oi'inanl  eu  cllr-niènie  la  dr(Mte  de  linlini  p  àv  Y*. 
(?  IninsfoiMiie  cliacpic  sNiiiéliic  S  en  une  symétrie  S',  cliaqiie 
l)(»iii<)i;raphie  I  en  une  homographie  T'.  Les  S'  en<j;endrcnl  le 
<;rou|)e  (if  fornié  par  les  T  .  Si  (i  est  fini.  (1  Test  éj^alement  :  (h)ne 
si  les  S  icpondeni  à  la  (Miestion.  d  en  est  de  même  des  S  .  Ainsi,  de^ 
<'liatMie  solulion  pari  ieidière  de  noire  |)r()l)lème,  nous  déduis»>n> 
une  tamille  de  solutions  dépendani  des  si\  paramètres  qui  entiTnl 
dans  la  Iransfonnalion  C^  la  plus  j;énérah':  nous  ne  eonsi(l(''rons  pas 
ee>  solutions  comme  dilléreiites  et  nous  ne  dist  inj;uei-(tns  |)as  (î 
et  (i.  \n  reste,  si  \\\\\  rapporte  les  S  à  un  système  quelconque  <le 
coordonnées  cartésiennes,  les  S'  seront  définies  exactement  par 
les  mêmes  é(pi  lions  si  on  les  rapporte  à  un  s\  stèine  convenable, 
réel  ou  iina<;inai re.  de  coordonnées  cartésiennes,  pniscpi'on  passe 
des  S  aux  S  par  les  formules  du  chanijcinent  de  co(M'd(»ni>ées  car- 
tt'siennes. 

Les  lioniograpliies  I  transforment  toutes />  en  elle-même:  cha- 
cune dClle  définit  donc  sur/>  une  homoj^ia|)hie.  (les  homotiiaphies  / 
forment  un  groupe  ^'  (pii  admet  |)our  I  ransf"orinaln>ns  fondauK'n- 
tales  les  hoin(»i;rapliies  sp(''ciales  \  corres[)Ondant  aux  S;  ces  homo- 
grapliies  .V  sont  évidemmenl  des  involutions  dont  les  points  doubles 
sont  les  points  à  I  infini  a  et  d  de  A  et  I). 

Delinissiuis  un  pcunl  de />  par  la  \aleur//<d<'  la  pente  des  droites 
de  P  passant  par  ce  point,  et  faisons  limage  de  f)  sur  —  ccunme  il  a 
été  dit  au  |)aragraphe  précédent.  l>es  .v.  les  /,  <>  ont  des  images  t. 
0.  "'.  Si  G  est  fini.  -/  Test  aussi.  Or  nous  allons  montrer  que,  à 
conilition  (Valoir  efJ'ccUié  an  prrnlable  une  konittpiraphle  (^ 
coinenable,  si  (i  est  fini,  if  groupe  y  est  form»'  de  rotations 
autour  de  diamètres  de  la  sphère  t.. 

(îeci  sera  prouvé  si  Ton  montre  (pie  toutes  les  transformations  t 
sont  des  renversements.  Montrons  d'abord  (pie  toutes  les  droites  ao 
concourent. 

Si  (î  est  fini,  deux  des  symétries  S  (pu  ne  sonl  pas  conjuguées, 
S/;=(A/,  1)/),  .Sy=(\/.  1)/)  par  exemple,  fournissent  quatre 
nombres  a/,  <//,  ;  «y,  <//,  tous  diflerents  et  tels  que  le  raf>j)()rl 
anliarmonique  (a/,  d,:  aj,  dj)  soit  réel  (§6).  Doni"  a,-.  S,-;  ay. 
Oj  sont  dans  un  même  plan.  Le,>  droites  aO,  se  rencontrant  par 
suite  deux   à   deux,    passent    par  un   même   point,    on   sont   toutes 


1 
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<lf»n>  mi  mrm«'  plan.  Monlron.»  ([U(\  mrnic  (I;ut>  celle  xMwmdi^ 
livpotlièsc,  cps  droites  son!  ((incoiiraiites. 

Tous  les  a  r(  o  élaiit  dans  un  mênii-  plan,  iin<'  I  ransloi  inali(tn  C 
convenable  rend  réelles  toutes  les  symétries  S;  oli  peut  dr.  plus 
supposer    (  i;    6  I.     (pie     deu\    (i^'ulie    elles    sont,    vraies,    (chaque 

rappoi'l  {(i,-,  (/,:  Uj.  d j\  est  de  la  Imnic  lanj;-^ — ^-  En  suppo- 
sant --   irréductible,    je   ctioisis  /  <•!    /    de    laçtui  (jue   y   ail    la   pbi> 

grande  valeur  possible  y  :  cela  esl  |)ossible.  puis(jue  (1  estlini. 
et  cela  suppose  seulement,  en  réalité,  fpic  Ton  sacfu;  (jue  i\c\\\ 
(pi<'lcon([iies  des  svniétries  S  enj^endrent  une  rosace  d'au  plus 
\  symétries,  N  étant  \\\\  iu)inbre  fixe,  .fe  su])pose  Ç  choisi  de  façon 
(jue  S,  et  Sy  soient  vraies.  Elles  en<iendrenl  alors  iitu*  rosace 
de  (j  sviiiétries  vraies.  Je  dis  ([ue  (i  ne  eoutieiil  pas  d'aiilres^ 
symétries.  Supj)osons,  en  effet,  (pi'il  en  admette  une.  Soient  O^^*^ 
et  Vid'  les  directions  i\y\  diamètre  et  des  cord.es  de  eoltc  sjméirle 
menées  par  un  poini  ()  du  plan.  ()(?  s(>ra  compris  entre  les  paral- 
lèles Oc/^.  0</j^|  aux  axes  de  dvxw  svmctrics  vraies  c(msécuti\e^ 
appartenant  à  la  rosace. 

I,e  rapp(ul  anliaiinoincpic  {a\  d  \  a^.  d-)  est  néjiatil:  donc  si 
I  (111  Mijiposc.  comme  c Csi  possible,  i)d  à  rextéricnr  de  1  anj;le 
droit  (l'^Od-.  Ou  sera  à  son  intérieur.  De  même  le  ra[)pt)rt  anliar- 
numifpie  (a.ff:  ii,]_^^.  d'^^^)  est  népitif.  \»issi  poiirra-t-on  su|>- 
noseï'  (:)(i  à  rextérieiir  de  l'anule  droit  «;,.  0</,L.  vl  Od  à  l'iuté- 
rieiir.  Iinalement,  on  pourra  elioisir.  sur  les  directions  des  cordes 
et  des  dioinélres,  (tes  demi-droites  (jui,  dans  le  plan  (uienté.  se 
rencontreront  dans  l'ordre  suivant  :  aj.  a\  a',^^,  d\.  d  </,>,.  et,  |>ar 
suite,  le  ra|)porl  anhainiouKjue  (  «^,  d  ■;  a\  d  )  est,  en  valeur 
absolue,  le  |»r()(luil  des  lan^entes  des  deux  angles  «)()«'.   d'^Od' 

(\\i\   s(Uil    plus  petits  (pie  — .  •  Il  sera   donc,  en   valeur   absolue.  plu>. 

iHtil  (iiic  lau"--,»  (  )r.  il  est   de  la   turiiic 
1  .     ^ 

_,;,„.rî/iL:   (^^  irréVlnrlible  )• 
7i     \'h  1 

f)<MlC 

—    '^    -, 
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ro  qui  exige  que  ^i  ^O'I  supérieur  à  </  .  Nous  arrivous  ainsi  à  une 
(•ont  radie!  ion. 

Ayant  ainsi  établi  cjue  les  droites  y.o  concourent  toujours,  sup- 
posons ([ue  nous  ayons  efl'eclué,  au  préalable,  une  transformai  ion  t 
telle  que  deux  symétries  non  conjuguées  prises  parmi  les  S  soient 
remplacées  par  des  symétries  réelles  et  ^  raies.  Ce  choix  de  0^,  est 
bien  possible  puisque,  (juelles  que  soient  S,  et  Sy,  pour\u  c|u'elles 
ne  soient  pas  conjuguées,  les  quatre  points  «/,  ô,-;  ay,  0/  sont  difté- 
renls  et  dans  un  même  plan.  Si  G  a  rendu  les  deux  symétries  S, 
el  Sy  orthogonales  et  réelles,  les  quatre  nombres  <?/,  fl,-;  a j.  dj  sont 
réels  et  tels  c[ue  Ton  ail  :  Oidi^^  —  i ,  a jd j-=^  —  j . 

Donc  <T<  et  rsj  sont  des  renversements,  el  toutes  les  droites  ao 
concourent  au  centre  C  de  la  sphère  t:.  Le  groupe  v  est  un  groupe 
de  rotations. 

Enonçons  exactement  les  résultats  obtenus  :  A  vondilion 
d'effectuer  au  préalable  une  hoinograpliie  G  convenable^  le 
groupe  Y,  correspondant  à  un  groupe  G  construit  à  partir  de 
symétries  S,  e/i  nombre  fini  ou  non^  pour  transformations 
fondamentales^  est  constitué  uniquement  de  rotations;  pounu 
que  chaque  couple 

de  symétries  S  satisfasse  aux  conditions  suivantes  : 

i"  Ou  bien  S,  et  Sy  50/1^  conjuguées  ou  les  quatre'  direc- 
tions A,,  D/,  Ay,  Dy  sont  différentes; 

>.  "  La  rosace  construite  à  partir  de  S,,  Sy  contient  au  plus 
N  symétries^  N  étant  un  nombre  fixe  indépendant  de  i  et  j . 

Cet  énoncé  ne  suppose  pas  que  les  symétries  S  soient  lout« •^  les 
symétries  de  G;  nous  allons  prouver  (pie:  .v/,  de  plus,  les  synté- 
tries  S  softt  toutes  les  symétries  du  <;roupe  G,  ce  groupe  est 
fini. 

Considérons  une  rosace  de  syiuélries  apparteuani  à  G.  app«liin>- 
les 

A   ces   synu'lrics   c(m  ii'spondent    dan^    v    des    reuveiscmeuts.    qm 

sont 

ai,  7-2,  a3  =:  a.)  J|  jj.  7;—  735373,  .... 
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el.  puisque  A3  el  D;,  sont  lespcctivemenl  les  huiiioluj^ues,  dans  S2. 
de  A,  et  D,,  «^  el  03  sont  les  symétriques  de  a,  el  0,  par  rappori 
à  a.2^j2-  Donc  les  renversements  de  y  qui  correspondent  à  des 
symétries  de  S,  renversements  que  nous  appellerons  les  renverse- 
ments utiles,  se  {groupent  en  rosaces  comme  les  symétries  S.  Mais 
les  rosaces  de  S  contiennent  chacune  au  jdus  JN  symétries,  donc 
les  rosaces  de  renversemenls  utiles  contiennent  au  plus  N  renvei- 
semenls  et  les  axes  de  ces  renversements  font  entre  eux  des  an|ile> 
aigus  au  moins  égaux  à^-  Par  suite,  les  renxersements  utiles  sont 
en  nombre  fini,  el  comme  à  un  rea\ersement  utile  corresj)ondenl 
au  plus  deux  symétries  de  G.  d'après  la  condition  i",  (j  ne  contient 
([u'un  nombre  fini  de  symétiics.  Donc  (  t^  8),  G  est  fini. 

il.  Cette  proposition  nou>  permet  de  légitimer  une  affirmation 
antérieure  :  les  seules  dispositions  de  diamètres  en  nombre 
infini  que  puisse  admettre  une  courbe  algébrique  sont  celles 
des  cas  a.  b,  c,  d,  e.  En  effet,  si  G  n'est  pas  fini,  c'est  que  l'en- 
semble des  symétries  S  de  G  ne  vérifie  pas  l'un»'  ou  l'autre  de> 
deux  conditions  de  l'énoncé  précédent.  Si  la  condition  1°  n'est 
[)as  satisfaite,  c'est  que  l'on  a  afl'aire,  nous  l'avons  vu,  aux  cas  a.  b 
ou  c.  Si  c'est  la  condition  2",  c'est  qu'il  est  [lossilde  de  trouver  une 
rosace  de  symétries  S  contenant  plus  de  2m  symétries,  m  étant  le 
degré  de  la  courI)e  algébrique  1'  considérée.  Or,  si  A  est  un  |>oiMl 
quelconque  de  T,  la  conicpic  atlmetlant  cette  losace  de  symétries 
et  passant  par  A  aura  en  commun  avec  V  le  point  A  et  ses  homo- 
logues, soit  plus  de  2  m  points;  donc  cet  h*  conicpic  fait  paitic  Ac  l  , 
et  l'on  est  dans  l'un  des  cas  d  ou  e. 

De  là  résulte  aussi  que  les  seules  courbrs  algébriques  indé- 
composables qui  aient  une  infinité  de  diamètres  sont  des 
coniques  ('). 

12.  Revenons  mainicnaut  au  cas  où  G  est  fini.  INous  pou\ou> 
alors  supposeï-  (jue  -'  est  un  groujx'  de  rotations:  d«'  ]>lus,  y  e>l 
fini.  Or  on  connaît  les  groupes  finis  de  rotations:  ils  sont  consti- 
tués par  les  rotations  transformant  eu  lui-même  un  p()l>  gone  régu- 
lier ou  un  polyèdre  régulier. 

(' )  Si  l'on  \  eiU  tHrc  loul  ii  fini  rigoureux,  il  f:iiit  dire  :  les  droiics  et  les  coniques. 
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Soil  choisi  lim  tic  ces  j^njupo;  nous  |»(ni\<ins  ioricnlcr  auloiu' 
iiu  point  C,  cenlrc  (!<•  -.  de  l)icn  «les  laçons.  (lonsidérons-le  dans 
<lcj(\  <lc  SCS  positions  y  <'l  "  •  On  pcul  loiijoui's  passci-  du  <;rouj)0  v 
an  groujK'  v'  par  nnc  I  ranstonnalion  ^,  lionu)j;iapliifpic,  réelle, 
ne  changeani  j)as  Torif-nlalion  de  la  splièr<.'  —,  et  Ion  pcnl  ti'ou\er 
une  homographie  (^  lransforn>ant  en  elle-même  la  droite  de  l'in- 
lini  p  de  1*  à  lafpielle  0  corresponde.  Or  si  à"  i'orrespond  un 
grimpe  de  symétries  (j,  à  v  correspondra  le  groupe  (j'  transformé 
de  G  par  Cs.  El  conuue  nous  considéi-ons  (1  cl  d'  comme  iden- 
li(pies,  il  n'\  a  pas  lieu  de  distinguer  cnire  les  deux  groupes  v 
cl  y'- 

Donc  nous  orieulons  le  groupe  choisi  d  une  laçon  particulièie, 
arhiti'aire,  autour  de  (].  Il  faut  ensuite  choisir  les  axes  des 
renversements  utiles,  l  lu-  premièn!  condition  nous  o-nidora  dans 
ce  chaix  :  les  ren\  ci'scmenls  uliJcs  dois cnt  sutlire  à  engendrer  y. 
puiscpie  tes  symétries  .S  sulïisent  à  engerulrer  (  i. 

i*our  énoncer  une  s<'conde  condition,  convenons  <lc  dire  «pie 
detix  points  ou  deiiv  «liamèlres  de  -  sont  congritents^  si  ["«m  peut 
passer  de  luu  à  rauti«'  pai-  une  r«)lalion  «le  ",  c  est-à-dire  par  uiu' 
suite  de  renv  «M'scnu'nls  utiles. 

En  étudiant .  au  paiagraphe  précédent .  la  relaUon  enln;  les  trtu^ 
r«'nversements  t,.  -y-,.  Tk  n«nisa\«tns  \  ii  «pic  les  >\  méiricpies.  dans 
un  l'cnversenienl  util«',  «liin  axe  de  renversement  utile  et  d  UJi 
p«)int  a  sont  un  axe  ulih'ct  un  point  a.  ('cei  nous  condtiil  à  parlag(;r 
les  axes  de  renversemenis  «h- y  en  lamilles  «Taxes  «H»ngi-uenls  ;  les 
ax<'s  utiles  seront  tous  ceux  «Tune  «le  ces  lamilles  ou  de  plusieur> 
<ie  ces  lamilles.  ^ious  parlagert)ns  ensuite  les  extrémités  des  a\t;s 
utiles  en  familles  d'extrémités  congrucuLes.  Les  j)oinls  a  seront 
t«)us  les  points  d'une  «le  ««'s  familh's  «)u  «h'  plusieurs  d'entre  ("lies; 
a\ec  celle  c«>n«lition  «pic  «hatpie  a\«'  iilil«'  «l«)il  c«)nl«'nir  au  moins 
un  point  à. 

Les  points  a  «laiil  choisis,  les  p«»inls  o,  «pii  son!  «lianxMralcJuent 
opposés  aux  a.  soal  aussi  choisis.  Donc  «)n  connaît  les  dinfclions 
dans  P  des  ci)rilos  D  et  des  diamètres  A.  IVste  à  placer  les  dia- 
mètres A;  an  V  arrivera  de  suite,  pour  chaque  groupe  y,  en  utili- 
sant ce  fait  que  les  sv  met  ries  S  et  l(îs  renversemenis  utiles  7  s<' 
groupent  en  rotaces  correspondantes.  El  cela  nous  conduira  à  un 
résultat  général  «pie  je  foi  uuile  dès  niainlenanl  :  Dans  tonte,  dis- 
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posliion  de  diamètres  t^n  nombre  finis  r/'s  diamètres  sont  lon- 
f:ouranls. 

\<)ii.s  allons  iiiaiiiliuiant  a|»|)li(|Mci-  (elle  inélliode  aii\  (lilléieiils 
groupes  finis  tlo  rotations. 

13.  Groupes  diédraux .  —  (j<'  sont  les  <;rouj)<'s  tlo  rotations  (|iii 
laissent  invariant,  sur  la  sj)li("'re  —,  un  |)olv<;i)ne  régnlier.  Le  seul 
<"as  intéressant  ici  est  celui  d'un  |)<)lyf;<)ne  inscrit  dans  un  lirand 
<"ercle  de  — .  Pour  le  cas  où  le  polv^ont'  ne  coniprendrail  (jii  un 
soniniet  qui  sera  un  s«'ul  point  du  cercle  on  .s«'idenienl  deux 
sommets  <jui  seront  dianiél  ralemeni  opposés,  il  iaul  ajouter  que 
les  rotations  doivent  Iranslorirer  le  grand  cercle  en  lui-même; 
soient  A,,  Aj,  ...,  A,,  les  sommets  du  polvgone  i(''gnlier  consi- 
déré, soit  C  le  centre  de  la  splière.  Le  groupe  des  rotations 
comprendra  les  renversemenis  anlonr  de  ( .  V, ,  (!\.j,  . . .,  (  -A,/,  puis 
les  l'cnversements  dont  les  a\es  soni  les  ra\(nis  perpendicnlaii'cs 
aux  milieux.de  V,  \o,  KiV;,,  ...  et  endn  les  rotations  autour  du 
<lian)ctre  C^  per[)endicnlaire  au  |)lan<lu  polygone.  (>es  rotaticni^  ne 
<'omprennent  un  renversemeni  que  si  n  est  |)air-;  on  l'appelle  /<? 
renversement  axial.  Les  renversemenis  dont  les  axes  sont  dans  le 
plan  du  polygone  sont  ap|)elés  renKersemenls  diédraux.  Si  n  est 
impair,  les  renversements  diédraux  des  deux  espèces  sont  con- 
fondus, il  y  en  a  n:  chacun  d'eux  contient  un  sommet  et  un 
seul;  il  ny  a  pas  de  renversement  axial.   Se  n  est  pair,  il  y 

a  n  axes  de  renversements  diédraux  ;  -  d^entre  eux  contiennent 

j. 

deux  sommets:  les  -autres  n'en  contiennent  pas;  le  lenverse- 

ment  axial  existe. 

Envisageons  sncc'cssivemcnl  ces  deux  cas  : 

n  impair.  —  ^écessaiiemenl.  Iiin  des  //  axes  de  i-enveisenieni 
est  utile.  Oi',  on  passe  des  uns  aux  autres  |)ai'  des  rotations  du  i;i-onpe 
autour  de  Cî^;  donc  il  sont  congruents  cl  par  suite  Ions  utiles. 

Les  n  extrémités  sommets  sont  congruenles;  les  //  autres  extré- 
mités le  sont  aussi;  les//  premières  seront  utiles  en  élanl  louiez 
<les  points  a  ou  toutes  des  points  o  ;  de  mènu'  pour  les  n  autr«'s. 
I%vitlemm<nl.  il  n'y  a  pas  lieu  d<'  distinguei-  entre  les  deux  espèces 
dCxtrémités  ;    passci*   des    uns   aux    antres    leNienI    à    remplaeci'   le 
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polygone  par  son  symétrique  par  rapport  à  C,  ce  qui  dt)nne  le 
même  groupe  r.  Donc,  le  cas  de  n  impair  donne  seulement  deux 
dispositions  de  points  a. 

I  "  Les  extrémités  sommets  sont  seules  des  points  a  ;  les  n  autres 
sont  seules  des  points  o.  //  j^  correspond  dans  le  plan  P  une 
rosace  de  n  diamètres,  puisque  les  axes  de  renversements  utiles 
forment  une  rosace. 

2"  Les  extrémités  sommets  sont  à  la  fois  des  points  a  et  des 
points  S;  de  même  pour  les  n  autres.  Chaque  axe  de  renverse- 
ment donnr  un  système  de  deux  diamètres  conjugués.  Il  y 
correspond  in  symétries  du  plan  P.  deux  à  deux  conjuguées, 
formant  une  rosace. 

Dans  les  deux  cas,  si  Ion  suppose  que  les  renversements 
correspondent  à  des  symétries  réelles,  ce  sont  des  symétries 
vraies  formant  des  rosaces  régulières. 

n  pair.    —    Les  -   axes  de   renversement   diédraux,   contenant 
chacun  deux  sommets,  scjnl  congruents  entre  eux;  de  même  poul- 
ies -  autres,   ainsi   (lue   le    montrent   les   rotations  autour  de  C^. 
•1  * 

Nous  avons  donc  ici  deux  sortes  d'axes  de  renversements  diédraux 
à  considérer;  ils  ne  sont  pas  essentiellemeni  dillerents;  on  passe 
des  uns  aux  autres  en  faisant  tourner  le  pohgone  primitif  de 
l'angle  -  autour  de  Cv  ^'^  <['"i  i^*'  ehange  pas  y.  f-e  renversement 
avial  ne  suffisant  évidcmmeul  |)as  pour  engendrer  le  groupe  y, 
nécessairement  il  y  a  un  ren\eisemcnt  diédral  utile.  Nous  pouvons 
supposer  que  c'est  un  axe  contenant  deux  sommets.   Toutes  les 

extrémités  des  -  axes  analogues  sont  congruentes.  Donc  c«'  sont 

•i  ^ 

toutes  des  points  a. 

A  priori,  deux  cas  sont  possibles  ;  ou  bien,  les  extrémités  qui 
ne  sont  pas  sommets  (cl  (jui  sont  congruentes)  ne  sont  pas  des 
points  a,  ou  elles  sont  toutes  des  points  a. 

Elles  pourront  ne  pas  être  des  points  a  si  l'on  peut  engendrer  y 
sans  utilis(!r  les  renversements  correspondants.  Dans  (piel  cas 
ceci  peut-il  se  produire? 

Considérons  le  groupe  *-   admettant  les  -  axes  de   ren\er>emenl 
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utiles  conlenant  les  somrrrels  et  qui  serait  défini  par  la  considéra- 
lion  du  polygone  de  -  côtés  obtenu  en  joignant  les  sommets  de  deuii 

à  deux.-—- '    "^ 

Peut- on  engendrer  v  en  partant  de  y'  et  du  renversement 
axial?  si  -    est  pair,   le    renversement  axial  fait  partie    de    y'    et 

nous  ne  parviendrons  pas  au  résultat  demandé.  Si  -  est  impair,  le 
renversement  axial  ne  fait  pas  partie  de  y'.  Ajoutons-le  à  y',  on 
engendreia  y.  (Keiiuuxjuer  en  efl'ct  qu'en  efîcctuant  l'opération 
formée  d'un  renversement  diédral  de  ■'  siii\i  du  renversement 
axial,  on  obtient  un  des  -  renversenunls  di<draux  n'appartenant 
pas  à  y'.  ) 

En  résumé,  nous  avons  une  rosace  de  renversements  utiles  en 
nombre  n  ou  -•  Chaque  extrémité  de  chaque  renversement  utile 
est  \\i\  point  a.  Donc  cha(|ue  renversement  correspond  à  deux 
diamélres  conjugués.  En  plus,  il  se  peut  que  le  renversement 
axial  soit  utile;  s'il  en  est  ainsi,  il  correspond  à  deux  diauuHres 
conjugués,  car  ses  extrémités  sont  congruentes  par  tout  renverse- 
ment diédral. 

A  la  rosace  de  renversements  diédraux  correspond  une  rosace 
de  n  ou  de  2/?  diamélres,  deux  à  deux  conjugués. 

Si  le  renversement  axial  est  ulih',  son  a"xe  roriiic  avec  l'axe  d'un 
renversement  diédral  utile  une  rosace  à  la([uelle  cori-espond  une 
rosace  de  (jualre  diamètres  deux  à  deux  conjugués.  Deux  de  ces 
diamètres  a|)[)art  icnncnt  à  la  losace  de  diamètres  d'origine  diédrale. 
Donc  les  diamétr(;s  provenant  du  renv(;rsem<'nt  axial  passent  aussi 
par  le  centre  de  cette  rosace.  Si,  en  particulier,  le  polygone  est 
celui  (pii  corres[)ond  aux  symétries  réelles,  la  rosace  d'origine 
diédrale  est  formée  de  symétries  vraies,  l^es  extrémités  de  l'axe  du 
renversement  axial  correspondent  aux  pentes  riz  /  pour  les  dia- 
uu'lres  correspondants.  Donc  ces  nouveaux  diamètres  conjugués 
sont  les  droites  isotropes. 

Elualcnuînt,  l'élude  des  gi-oupes  diédraux  uous  a  conduit  à  deux 
dispositions  de  diamètres  en  noudire  fini. 

I.  (  ne  rosace  de  p  diamélres  concoura/its.  Si  p  es/  impair, 
il  n'existe  pas  dr  diamètres  conjugués.  Si  p  est  pair.,  les 
diamélres  so/il  deii.r  à  deux  co/i/i/ gîtes. 

XLIX.  9 
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11.  Une  rosace  de p  couples  de  diamètres  conjugués  concou- 
rants et^  en  plus^  un  couple  de  diamètres  conjugués  divisant 
harmoniquement  tous  les  couples  de  la  rosace. 

Si  l'on  fait  croître/?  indéfiniment,  on  retrouve  les  dispositions  d 
cl  e. 

14.  Groupe  du  tétraèdre.  —  Le  groupe  du  tétraèdre  régulier 
se  compose  des  rotations  — —  (k  entier)  autour  des  hauteurs  et  des 
renversements  autour  des  perpendiculaires  communes  aux  cou|)lcs 
d'arèlcs  opposées.  Don(;,  le  groupe  ne  comprend  (pie  trois  reuNcr- 
semcnts  autour  de  trois  droites  formant  un  trièdre  trirectangle. 
Ces  trois  renversements,  pris  comme  opérations  fondamentales, 
n'engendrent  pas  le  groupe  du  tétraèdre,  mais  seulement  le  groupe 
diédral  correspondant  à  un  polygone  à  deux  sommets  inscrit  dans 
un  cercle  donné.  Il  ne  correspondra  donc,  au  groupe  du  tétraèdre, 
aucune  disposition  de  diamètres. 

15.  Groupe  de  Vhexaèdre  et  dé  V octaèdre.  —  Il  comprend  : 

1°  Des  rotations  — )—  autour  des  trois  axes  quaternaires  perpen- 
diculaires aux  faces  du  cube;  ces  axes  quaternaires  sont  des  axes 
de  renversement; 

2°  Des  rotations  — —  autour  de  quatre  axes  ternaires  qui  sont 
les  diagonales  du  cube; 

3°  Des  renversements  autour  de  six  axes  binaires  qui  joignent 
les  milieux  des  arêtes  opposées  du  cube. 

Deux  axes  de  même  espèce  sont  congruents;  deux  extrémités 
quelconques  de  deux  axes  de  même  espèce  sont  congruentes. 

Les  renversements  autour  des  trois  axes  quaternaires  ne  suffisent 
pas  en  engendrer  le  groupe. 

Les  renverseuients  autour  des  six  axes  binaires  suffisent  au  con- 
traire à  engendrer  le  groupe. 

11  résulte  de  là  cpie  nécessairement  un  axe  binaire  sera  utile  (!t 
que,  par  suite,  ils  le  seront  tous;  et  aussi  (pui,  si  l'un  des  axes  qua- 
ternaires est  utile,  ils  le  sont  tous.  11  en  résulte  enfin  qu(î  toutes 
les  extrémités  des  axes  utiles  sont  des  points  a. 
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Les  axes  Ijiuaires  doniieri)nl  donc  toujours  12  symétries  deux, 
à  deux  conjuguées. 

Les  axes  qiiat^maires  pourront  donner  6  symétries  deux  à  deux 
conjuguées. 

Les  six  premieis  couples  de  diamètres  conjugués  s'associent  deux 
à  deux  pour  l'ornier  trois  l'osaces  de  4  diamètres  et  trois  à  trois  pour 
former  quatre  rosaces  de  6  diamètres.  Chaque  cou|)le  appartient 
à  une  rosace  de  4  diamètres  et  à  deux  rosaces  de  G  diamètres. 

L(;s  trois  autres  couples  de  diamètres  conjugués,  s'ils  existent, 
s'associent  deux  à  deux  et  se  joignent  aux  trois  rosaces  de  4  dia- 
mètres que  nous  venons  de  rencontrer  pour  former  des  rosaces 
de  8  diamètres.  Chacun  de  ces  trois  nouveaux  couples  appartient 
à  deux  rosaces  de  8  diamètres. 

Il  est  clair,  par  suite,  que  tous  ces  diamètres  sont  concourants. 

En  résumé,  le  groupe  de  l'hexaèdre  et  de  l'octaèdre  nous  fournit 
<leux  dispositions  de  diamètres. 

III.  Six  coup/es  de  diamètres  conjugués  concourants  for- 
mant trois  rosaces  de  4  diamètres  et  quatre  rosaces  de  ()  dia- 
mètres. 

IV.  Les  diamètres  de  la  disposition  III  et  en  plus  trois  couples 
de  diamètres  conjugués  concourants  avec  les  premiers  et  rem- 
plaçant les  trois  rosaces  de  4  diamètres  par  trois  rosaces  de 
8  diamètres. 

16.  Groupe  du  dodécaèdre  et  de  Vicosaèdre.  -  L'icosaèdre 
a  [2  sommets,  20  faces,  3o  arêtes.  Le  groupe  des  rotations  com- 
prend : 

i"  Des  rotations  —r^  autc^ur  de  0  axes  d'ordre  5  passant  par  les 

couples  de  somuicts  opposés  de  l'ic'osaèdre; 

2     Ues  rotations  — —  autour  de    10  axes  ternaires   pcrpen<li<ii- 

laiies  à  deux  fac<'s  op|)Os('M'.s  ; 

3"  Des  renversements  autour  de  i  T)  axes  l)iniiirfs  nliliini^  eu 
joignant  les  milieux  de  deux  arêtes  opposées. 

Comme  il  ('\i^le  iiiif  rotation  du  groupe  transformant   uiir  arèle 
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dirigée  quelconque  en  une  arêle  dirigée  quelconque,  toutes  les 
extrémités  des  axes  binaires  sont  des  points  a. 

A  chaque  axe  binaire  correspondent  deux  diamètres  conjugués. 

ISous  arrivons  ainsi  à  la  dis[)Osition  V:  i5  couples  de  diamètres 
conjugués  qui  s'associent  pour  former  six  rosaces  de  lo  dia- 
mètres^ dix  rosaces  de  6  diamètres^  quinze  rosaces  de  4  dia- 
mètres. Un  couple  quelconque  appartient  à  deux  rosaces  de 
chaque  espèce. 

17.  iNous  avons  trouvé  les  cinq  dispositions  possibles  de  dia- 
mètres en  nombre  fini. 

Notre  but  est  maintenant  de  chercher  l'équation  générale  des 
courbes  algébriques  admettant  chacune  de  ces  dispositions. 

L'origine  des  coordonnées  est  prise  au  point  de  rencontre  des 
diamètres  et  les  axes  sont  choisis  dans  une  position  simple  par 
rapport  aux  diamètres.  11  suffit  de  se  borner  à  la  considération  des 
symétries  de  première  espèce,  car  si,  dans  cette  hypothèse,  nous 
trouvons  pour  la  courbe  la  plus  générale  l'équation  /=o  et  si 
a  1=  o  est  l'équation  d'un  système  de  diamètres  houiologucs  par 
les  symétries  de  G,  /cp  =  o  sera  l'équation  d'une  courbe  admet- 
tant les  diamètres  de  es  =  o  pour  diamètres  de  première  espèce  et 
les  autres  diamètres,  s'il  en  existe,  pour  diamètres  de  seconde 
espèce  (§2). 

Supposons  (pie,  par  un  procédé  (pielconque,  on  ait  trouvé 
deux  formes  ft,{x,  j),  fr{x,  y)  de  degrés  q  et  /•  qui  se  repro- 
duisent identiquement  quand  on  effectue  sur  x^  y  les  substitutions 
homogènes  correspondant  aux  transformations  homographitpies 
du  groupe  G,  pour  la  (lisj)usition  D  de  diamètres  envisagée.  Si  P  est 
un  polynôme  à  deux  variables,  P(/^,  y,.)  =:  o  est  une  courbe 
a(bu(;ttant  les  symèlries  de  la  disposition  I).  Soit  iP„,  j',,  un  j)oinl 
(Mielconcpic  (lu  plan.  I^es  è(piati()ns 

//■(•^,.,i)=//-(^o,  ro) 

définissent  (jr  points  a:,,/  à  dislance  finie  si,  comme  nous  le 
supposons,  J'g  et  fr  n'ont  pas  de  facteur  linéaire  (^ommun.  Tous 
les  homologues  de  :r„,  )o  dans  le  groupe  G.  (huil  nous  su|)posons 
l'ordre  égal  à  G,,,  font  j)artie  de  ces  qr  points,  et  ces  (//•  points  se 
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partagent  en  un  certain  nombre  fie  systèmes  ;  chaque  système  com- 
prenant un  groupe  de  points  homologues  en  nombre  Gq.  Donc  qr 
est  multiplexe Oé;  q''  =  ihOq.  Supposons  qu'on  ait  pu  trouver  </ et  r 
assez  petits  pour-  que  (jv  =  G/,  ;  dans  ces  conditions^  ^^[J 'iijr)  =  o 
représentera  V équation  générale  des  courbes  algébriques  cher- 
chées. 

En  effet,  soit  F(a7,  y)  =  o  l'équation  d'une  quelconque  de  ces 
courbes  algébriques  admettant  les  symétries  de  la  disposition  D 
comme  symétries  de  première  espèce.  Résolvons  les  équations 

en  X  eX. y  et  portons  dans  F',  nous  aurons 

F(a7,j)  =  *(/„/,). 

Mais  la  fonction  <I>  de  deux  variables  est  une  fonction  algébrique 
qui  n'est  jamais  infinie  pour  des  valeurs  finies  de /^  et  dejr  et  qui 
est  à  détermination  unique,  car,  se  donnery^  ety^,  c'est  se  donner 
un  système  unique  de  points  homologues  pour  lesquels  <I>  reprend 
la  même  valeur.  <I>  est  donc  un  polynôme. 

JNous  somuies  ainsi  amenés  à  chercher  fç  et  Jr  de  degrés  aussi 
petits  que  possible. 

Soit  la  symétrie  de  diamètre  Ox;  ()>'  étant  la  dire(;tion  des 
cordes.  La  substitution  correspondante  est  a?  ==  X,  _)^= — y.  l-«es 
foinies  j:  et  r-  sont  invaiiantes.  La  forme  X  correspond  au  point 
à  linlini  d  de  la  diicctiou  de  cordes;  la  forme  >-  au  point  a  1  in- 
fini a  du  diamètre  pris  deux  fois. 

La  forme  la  plus  générale  invariante  par  cette  symétrie  est 

>£,(x,j-)=^  x'' y^''' {ar'^  -!-  by-){ a' x'^-+-  b'y-){.  .  .  ), 

car  si  ce  contient  un  facteur  du  premiel*  degré  '/.x  -+-  ^y  pour 
lequel  le  produit  /jx  est  diflerent  de  zéro,  o  devra  aussi  contenir 
la  forme  homologue  AX  —  >jy\  donc  le  jiroduit 

(  X .r  -+-  iJ.y  )  (  X  a;  —  [xy  )  =  X^  x'^  —  l->-^J'- 

D'après  cela,  nue  forme  in\ariaule  par  toutes  les  >\mètiies 
d'un  groupe  G  sera  le  produit  de  formes  élcnuMilaires,  cliacune 
d'elles  correspondant  à  un  point  de  la  droite  de  l'infini  et  à  tmis 
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ses  homologues;  avec  cette  exception  que  si  le  point  choisi  est  le 
point  à  l'infini  a  d'un  diamètre,  la  forme  devra  contenir  deux 
fois  a  et  par  suite  deux  fois  ses  homologues.  Nous  savons  donc 
écrire  les  formes  invariantes. 

Pour  chercher  celles  de  plus  petit  degré,  il  sera  commode,  au 
lieu  de  raisonner  sur  le  groupe  G,  de  raisonner  sur  le  groupe  y  de 
la  sphère  71.  Soit  un  poiat  jjl  de  la  sphère.  La  forme  qui  correspond 
à  ce  point  et  à  ses  homologues  a  un  degré  en  général  égal  à 
l'ordre  yo  du  groupe  y,  c'est-à-dire  à  l'ordre  s^q  du  groupe  g\  S'il 
arrive  que  k  opérations  du  groupe  y,  et  k  seulement,  laissent  le 
point  [X  invariant,  c'est-à-dire  si  le  point  [x  est  extrémité  d'un  axe 
de  rotation  d'ordre  /r,  il  en  sera  de  même  pour  chacun  des  con- 
gruents  de  pi.,  [x  n'aura  plus  que  ^  —  i  congruents  et  la  forme  ne 

sera  plus  que  de  degré  y  • 

En  pratique,  quand  nous  aurons  choisi  au  mieux  y  el  /■  grâce  à 
ces  considérations,  nous  arriverons  à  qr  =  Go,  ce  que  nous  véri- 
fierons à  l'aide  des  remarques  suivantes  : 

i"  gf^=zrQ  est  une  limite  inférieure  de  Go,  dans  tous  les  cas. 

2"  Si  les  symétries  du  groupe  G  soîit  deux  à  deux  conjuguées, 

on  peut  affirmer  que  2go=  avo  est  une  limite  inférieure  de  Gq. 

En  effet,  l'ensemble  de  quatre  points  homologues  à  distance 
finie  obtenus  par  deux  symétries  conjuguées  se  réduit  à  deux 
points  s'il  s'agit  de  points  à  l'infini. 

3°  Si  les  axes  des  rerwersements  d^i  groupe  -'  s'associent 
trois  par  trois  pour  former  des  trièdres  trirectangles  condui- 
sant à  des  symétries  deux  à  deux  conjuguées,  on  peut  affirmer 
que  /fgo=  4yo  <?^'  w"^  /imite  inférieure  de  Gq. 

En  effel,  supposons,  comme  c'est  possible,  que  trois  axes  de 
renversement  formant  un  Irièdre  trireci angle  correspondent  aux 
pentes  o,  co;  +  i ,  — i;  + ',  — i]  les  deux  premières  donnent 
.  deux  symétries  conjuguées  vraies  par  rapport  aux  axes  de  coor- 
données; les  deux  suivantes,  deux  symétries  vraies  par  rapport 
aux  bissectrices  de  ces  axes  ;  les  deux  dernières  deux  symétries 
conjuguées  par  rapport  aux  droites  isotropes  passant  par  l'origine  ; 
il  est  facile  do  voir  que  les  substitutions  qui  correspondent  à  Tune 
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(le  ces  deux  dernières  symétries  sont  x  =  —  f >'',  y  =  ix\  cest- 
à-dire  qu'on  passe  de  M  à  M'  par  une  rotation  de  90"  autour  du 
(;enlre  O  çpiL^Fimsfbrme  M  en  M,,  puis  par  une  lioinothélie  de 
centre  O  et  de  rapport  /  qui  transforme  M,  en  M'.  Mais  la  rotation 
de  90°  autour  de  O  s'ohtient  aussi  en  composant  une  symétrie  {)ar 
rapport  à  un  axe  de  coordonnées  avec  une  symétrie  par  rapport  à 
une  bissectrice,  puisque  ces  deux  axes  de  symétrie  font  un  angle 
de  'i'^"-  Donc  si  l'on  prend  un  système  de  seize  points  homologues 
dans  les  six  symétries  coAsidérées,  il  est  constitué  par  quatre 
systèmes  de  quatre  points  en  ligne  droite  avec  O  analogue  au 
système  formé  par  M,,  M'  et  leurs  symétriques  par  rapporta  O. 
Pour  un  point  à  l'infini,  il  n'y  a  plus  que  (juatre  homologues  au 
lieu  de  seize;  4o"o  est  bien  une  limite  inférieure  de  Gq. 

18.  Disposition  I.  —  Il  existe  une  rosace  de  p  diamètres  con- 
courants. Si />  est  impair,  il  n'existe  pas  de  diamètres  conjugués; 
si  p  est  pair,  ils  sont  deux  à  deux  conjugués. 

Nous  supposerons  que  les  renversements  diédraux  corres- 
pondent à  des  symétries  réelles,  donc  vraies.  INous  supposerons 
aussi  que  l'un  des  axes  de  renversement  donne  les  coefficients 
angulaires  o,  00,  le  premier  de  ces  nombres  correspondant  au 
point  a  de  la   symétrie.  Ox  sera  donc  axe  de  symétrie.   Sur  la 

sphère,    tons   les    points   a   ont    pour  collaliludes   o,  -—■,   '■ — ^    ••■• 

.  .  ,         P       P 

Prenons  comme  formes  invariantes  :  1°  celle  qui  correspond  aux 

extrémités  du  diamètre  de  la  sphère  perpendiculaire  au  plan  du 
polygone.  Ces  extrémités  ne  sont  pas  des  |)oinls  a;  la  forme  sera 
f'  z^^  ' / .,  =z  X'- -\- y- \  :>■"  cclli"  (jui  correspond  aux  points  de  la  sphère 
(Mii,  dans  le  plan  du  pol\gone,  ont  j)oui'  colatiludes  — ,  —  ,  •••• 
(>es  points  sont  milieux  de  points  a  et  ne  sont  jamais  des  points  a. 
Ils  donnent  dans  le  plan  sur  lequel  on  considère  les  symétries 
les  pentes 

lanj;  — ,      tang — ,      .  .  .: 

la  lofir.e  s"(''cril  donc 

f,  =  i!/„  =  A  f  J  yy  -  X  i:ii.g(  u  /'  ^  '  »  ;^  J 

=  B  I   I       )  r.)s(a  A-  -(-  i) 37  sin(aÂ-  -f-  1)  -^  I 

Lï  \_  ip  'p  I 
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ou,  en  coordonnées  polaiies, 

Bp/'J"|sin[o-(2A-  +  .)^j- 
A  un  facteur  constant  près,  la  forme  '\p  s'écrit 

car  les  racines  en  —  de  cette  forme  sont 


ian< 


P  P 

On  voit  que  q}-  =  ip;  mais,  si  p  est  impair, 
Yo=  2/j,       GoèYo=  2p; 
don(;  qr  =^  Gq  ;  et  si  p  est  pair, 

70  = /^       Go=  '^Yo—  2/>; 

donc,  on  a  encore  qr  =^  Gq.  Dans  tous  les  cas,  P(/2i  '^/j)  =  ^  ^^^ 
l'équation  cherchée,  en  se  bornant,  ainsi  que  nous  l'avons  dit  dans 
le  paragraphe  précédent,  aux  symétries  de  première  espèce. 

Introduisons  les  symétries  de  seconde  espèce  :  \"  p  impair. 
Tous  les  axes  de  renversement  sont  congrncnl.N.  Si  une  symétrie 
est  de  seconde  espèce,  elles  le  sont  toutes.   Oi-,  les  pentes  des  axes 

de  symétrie  sont 

r  •>,  T 

Uin^o,      laiii;— ,      tan<2 — ,      ... 
P  P 

et  l'équation  du  faisceau  des  axes  est 

o,,{x,  y)  =  ClxP-^y  -  O^xn-^y^   .... 

L'équation  cherchée  des  courbes  admettant  ces  (boites  comme 
axes  de  symétrie  de  seconde  espèce  est  donc 

2"  /;  |)air.  Les  axes  de  renversement  sont  de  deux  en  deux  con- 
gruents.  De  même  les  axes  de  symétrie.  En  posant 

P  =  2//, 
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les  uns  ont  pour  pentes 

laneo,     tari";—,     tang — r.      ••■•> 
/;  /) 

les  autres 

tang — ;>     tang — ;»      •••• 

Les  équations  des  faisceaux  de  ces  deux  systèmes  d'axes  sont, 
avec  les  mêmes  notations  que  plus  haut, 

'?P'(^,y)  =  o         et         '\^,,'(t,  y)=-.  o. 

Trois  hypothèses  sont  à  faire  suivant  que  l'un  de  ces  systèmes 
seulement  est  de  seconde  espèce  ou  que  tous  les  axes  sont  de 
seconde  espèce.  Les  équations  cherchées  des  courbes  admettant 
ces  axes  |)oiir  axes  de  seconde  espèce  sont  donc 

?p''-^p'^(Vj^/p)  =  ('- 
En  remarquant  que 

•J'/.-t-  ifp  =  (x  ^  iy)i>,         '^p  —  iop=  (x  —  iy'jf, 
on  voit  que 

Ainsi  '^-  est  un  polynôme  en  y.^  et  en  'Ip  ;  cela  était  certain  a />/-to/'/. 
€ar  la  courhe  '^-  =  o  admet  tous  les  diamètres  de  la  disposition  I 
pour  diamètres  de  j)remièr(;  espèce. 
Pour  le  cas  où  p  :==  ^>//,   h's  identités 


-i.î 


,,.  —  ^1,.  _  ^/„         4/,v  -(-  ç/,,  =  (a;*  +  yi  f  =  'yl'^ 


<ij,y  —  o.v  =  o, 


fournissent  en  fonction  de  'Ip  et  de  ya  les  équations  des  carrés  des 
faisceaux  des  diamètres  des  deux  familles. 

\\).  Disposition  11 .  —  iNous  placerons  les  2p  axes  de  renverse- 
ment diédraux  comme  dans  la  disposition  L  Les  deux  points  de  la 
sphère  représentés  par  la  foiine  ■/.,  sont  des  points  a;  il  est  donc 
nécessaire  (h'  prendre 

/;=■/.■•  =  i-r'^  y -y- 
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La  forme  fr  formée  par  le  même  procédé  qu'au  paragraphe  pré- 
cédent sera  ']>2/j- 

Nous  aurons  qr  ^  8p.  Si  p  est  impair, 

Yo=  4/),       '  Go  ^-270=  8/>; 
donc  Go  ^=  8jo.  L'équation  cherchée  est 

Si  /J  est  pair,  ^0"=^  ^p,  mais  les  axes  de  renversemenl  forment 
des  trièdres  trirectangies;  donc 

Go=4Yo=  8/); 

par  suite,  Go=  8/>  et  l'équation  s'écrit  encore 

Occupons-nous  maintenant   des  symétries  de  seconde  espèce. 

1"  p  impair.  Tous  les  axes  de  renversement  diédraux  sont  con- 
gruents.  I^es  axes  de  symétrie  qui  leur  correspondent  le  sont  aussi. 
Mais  il  convient  de  mettre  à  part  les  diamètres  qui  correspondent 
au  renversement  axial,  d'où  les  trois  équations  possibles  : 

a"  p  pair.  Ecrivons,  sans  insister,  les  sept  équations  possibles 
en  introduisant  les  symétries  de  seconde  espèce.  Nous  gardons  les 
mêmes  notations  que  dans  la  disposition  I  : 

(^2_^^2)  p(7^^    ^,^,)   =0, 
?/'4'/'P(Xi'    ^2/>)  =  <^ 

âO.  Disposition  III.  —  Les  axes  (piaternaires  correspondront 
aux  pentes  o,  x  ;  i ,  —  i  ;  f  —  i.  Les  extrémités  de  ces  axes  ne  sont 
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pas  des  points  a.  La  forme  correspondante  est 

Prenons  les   extrémités  des  axes    ternaires    (les  diagonales  du 

cube).   Leurs  longitudes  sont  les  multiples  impairs  de  -.  Leurs 

colalitudes  se  réduisent  à  A  et  tz  —  A,  avec  tangX  =  \/''.i. 

Les  huit  coefficients  angulaires  correspondants  dans  le  plan  P 

sont 

À     (2/)  +  :  I  -  A     (2u  -h  1  )  - 

lang-  e  * ,     —  cot-  e  * , 

p  ))renant  les  valeurs  o,  i,  2,  3,  de  sorte  que  la  forme  correspon- 
dante est 

fi—  (  y''-+-  lang^-  x''\  (y^-+-  cot*-  x^  j 
—  y  ~^  {  tang*  — 1-  col*-  I  x*y*  -+-  x^. 

Or,  puisque  tang A  =  \l i  et  que  l'on  a 

X 

tang2 I 

A  X  "    \  —  •>. 

tang cot-  =  — 


X  tangX 

lan"-  '^ 


X  X  •  1     11  -  • 

tang-  et  —  cot-  sont  racines  de  1  équation 


la  II"  A  ' 


=  pî-h/^p—  I  =  o. 


La  somme  des  quatrièmes  puissances  s'obtient  immédiatement 
par  les  formules  de  Newton.  Elle  est  égale  à  i  \.  On  a  donc 

Sp  =  y's  =  ^*  -h  1 4  -z-''^  ■' + y^  ■ 

Or 

^r=48,         v„=24,         Go>2Yo=48. 
Donc 

Go=48- 

L'équation  générale  cherchée,  les  symétries  étant  toutes  de  pre- 
mière espèce,  est  donc 

Tous  les  axes  binaires  (jui  correspondent  sur  la  sphère  aux  dia- 
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mètres  sont  congruents.  Si  une  symétrie  est  de  seconde  espèce, 
elles  le  seront  toutes,  nous  avons  donc  à  chercher  l'équation  du 
faisceau  de  l'ensemble  des  la  diamètres.  Nous  les  associons  pour 
cela  en  trois  groupes  de  4?  h^  module  de  la  pente  corres[)ondante 
étant  le  même  dans  chaque  groupe;  c'est-à-dire  que  sur  la  sphère 
nous  associons  les  extrémilés  des  axes  binaires  ayant  même  colati- 
tude.  Quand  la  colatitudc  est  ^^  les  longitudes  sont  les  multiples 

impairs  de  y-  Quand   la  colatilude  est  -ou  -7^1  la  longitude  est 

multiple  de  -  • 

Le  faisceau  des  diamètres  est  donc 


Q  =(a74  +  j4)(^Unngt-  —j'>\U-'>coO-  —  y*  )  =  o 


OU  encore 


0  =  (a-Mj-*  ) 


.7-8  —    tane;* >-  cot*—    .r-*>-*-i- 


=  o, 


tang^  et  —  cot-  sont  racines  de  l'équation 


7T   ' 

iRng- 
4 


1  =  p-  -i-  2p  —  1=0. 


On  trouve  immédiatement  que 

taiiR* h  cot^—  =  34- 

"8  8 

Donc 

o  =  (x''  -h  y^)(x^  —  'i.\x''y'*'Jr-  y)  =  .r'-  —  33  j?*^* —  33.7-4^8-1-^12  =  o. 

Les  courbes  algébriques  admettant  ces  symétries  comme  symé- 
tries de  seconde  espèce  auront  donc  une  équation  de  la  forme 

?-P(./Vo/8)  =  <>• 

A  litre  de  vérification,  on  peut  renuu'quer  que   o-  doit  être  un 
polynôme  en/,;  et  en  /».  On  trouve  en  effet  que 

?-=(/8)-^-I08(/6)*. 

21.   Disposition   IV.    —   Les   points  de  la  sphère    qui  corres- 
pondent   à   la    forme   /,.    sont   des    points   a.   Nous  remplacerons 
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donc  y  fi  par  son  carré 

et  nous  canserverôns  y, . 
Nous  aurons  donc 

<7r  =  96,         Yo=24,         Go^4Yo"         <^onc         Go  =  9^- 

L'équation  générale  cherchée,  les  symétries  étant  toutes  de  pre- 
mière espèce,  est  donc 

Si  l'on  introduit  les  symétries  de  seconde  espèce,  les  équatif)ns 
possibles  sont 

/6P(/8,/.2)-0, 
'■?-/6l'(/.,./,2)-0. 

On  remarquera  les  formes  simples  que  prennent,  en  coordon- 
nées polaires,  les  polynômes y'd,  /^  et,  par  suite,  celles  des  équa- 
tions des  courbes  avec  les  dispositions  111  et  IV, 

/c=7s8sin40, 
4 


/8=?'*[i-^sinM0J. 


22.  D'sposilion  V.  —  Nous  prendrons,  comme  première  lorme, 
celle  du  i  a*"  degré,  y,o  qui  correspond  aux  extrémités  des  six  axes 
d'ordre  5;  pour  deuxième  forme,  celle  du  20''  degré,  y.^o  q"i  <'or- 
respond  aux  extrémités  des  dix  axes  ternaires.  Ces  exlrémilés  ne 
sont  jamais  des  points  a.  iNous  avons  ici 

qr  —  '»^(),         Y,,  =  fio; 

mais,  ainsi  que  nous  le  verrons  dans  un  inslauL  les  syuiétries  cor- 
respondent à  des  trièdres  tri  rectangles  formés  j)ar  les  axes  de  ren- 
versement, et  Go^4yo=24o.  Donc  Go  =240.  L'équalion  géné- 
rale cherchée,  en  supposant  que  les  symétries  soient  toutes  de 
première  espèce,  est 

l'(/.î,  /îo)  =  o. 

Comme  tous  les  axes  binaires  son!  enn^rueuts.   m   I  une  des  svm»'"- 
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tries  est  de  seconde  espèce,  elles  soiil  toutes  de  seconde  espèce. 
Soit  ç3  =  G  le  faisceau  des  3o  diamètres,  l'équation  cherchée,  en 
supposant  les  symétries  de  seconde  espèce,  est 

Il  nous  reste  à  calculer  y,  o, /20  et  cp. 

Pour  cela,  nous  orientons  l'icosaèdre  par  rapport  à  la  sphère  tz 
et  aux  axes  loXYZ  de  la  manière  suivante  : 

Deux  sommets  opposés  de  l'icosaèdre  sont  au  point  de  contact  O 
de  7î  et  du  plan  (p)  et  au  point  diamétralement  opposé  w,  centre 
de  la  projection  stéréographique.  Ces  sommets  correspondent  aux 
coefficients  angulaires  o  et  00;  un  sommet  A  de  l'icosaèdre,  consé- 
cutif au  sommet  O,  est  dans  le  plan  du  grand  cercle  qui  correspond 
aux  coefficients  angulaires  réels,  et  ce  point  A  correspond  à  un 
coefficient  angulaire  positif.  L'icosaèdre  se  trouve  ainsi  placé  et 
nous  sommes  conduits  à  la  figure  classique  donnant  les  projections 
de  l'icosaèdre  sur  un  plan  perpendiculaire  à  une  diagonale  et  sur 
un  plan  de  symétrie  passant  par  une  diagonale. 

Soient  o,  o';  a,  a' les  projections  de  O  et  de  A.  L'arête  Oa,  O'a'est 
de  front;  donc  le  plan  perpendiculaire  au  milieu  de  cette  arête, 
qui  est  un  plan  de  symétrie  de  Picosaèdre,  est  debout  et  est  par 
suite  plan  de  symétrie  de  la  projection  verticale.  La  projection 
verticale  admet  c'  pour  centre  de  symétrie,  elle  a  un  axe  de 
symétrie,  [)erpendiculaire  à  o'a',  donc  elle  en  a  un  aussi  (jui  est 
parallèle  à  o'a'.  Plaçons  ces  axes;  pour  cela,  remarquons  que  du 
sommet  A  on  déduit,  par  des  rotations  autres  de  l'axe  ver- 
li(;al  Ow,  quatre  autres  sommets,  ce  qui  donne  eu  projection 
horizontale  le  pentagone  a[3yo£  et  en  projection  verticale  la  ligne 
horizontale  a'^S'y';  de  même,  de  O,  par  des  rotations  autourde  ra, 
c'a',  on  déduit  les  sommets  o,  o';  ji,  ^';  S,,  §', ;  y,,  y',;  e,  z\ 
dont  les  {)rojectlons  verticales  sont  en  ligne  droite.  Par  suite, 
l'axe  perpendiculaire  à  c'a'  passe  au  point  de  rencontre  ^'  des 
droites  a'[i'y',  o'ji'y',;  cet  axe  est  [i'c'e',.  Nous  venons  de  trouver, 
de  plus,  deux  arêtes  yo,  y'o';  y,û,,  y',  3',debout  et  non  situées 
dans  le  plan  de  symétrie  perpendiculaire  à  oa,  o'a';  donc  ces 
deux  arêtes  sont  syméliupu's  par  rapj)ort  à  ce  j)lan  et,  connue 
elles  sont  aussi  symétricpu-s  par  rapport  à  C,  le  plan  dehoul  y'c'y', 
est  un  plan  de  symétrie  de  l'icosaèdre  et  de  sa  projection  verticale. 
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Avant  d  aller  plus  loin,  remarquons  que  nous  avons  mis  en 
évidence  trois  arêtes  oa,  o'a';  ^e,,  P's, ;  yo,  v'ô'  dont  les  direc- 
tions forment  un  trièdre  trirectangle  ;  les  axes  de  renversement 
perpendiculaires  aux  milieux  de  ces  arêtes  forment  l'un  de  ces 
systèmes  trircctangies  d'axes  de  renversement  dont  il  a  clé  |)arlé 
plus  haut. 


Fixons   maintenant   les  dimensions  de  la  iî^ure.  Les  arêtes   oa, 
o'a';  ^s,,  ri'£|  sont  de  front,  donc 

<)'a'=  p'e'i  =  aTi'c'. 
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Et  comme  les  triangles  o'a'/,  [i'c'f  sont  semblables,  a!i^=^2ic''y 
d'où  la  construction  suivante  :  on  prend  a'  1^2  c'  i  ;  puis  c'  o'  =  c'a'. 
Enfin  c'y'  parallèle  à  o'a'  et  c',3'  perpendiculaire  à  o'a'.  On  a  la 
projection  verticale.  La  projection  horizontale  s'en  déduit  puisque 
le  rayon  de  la  circonférence  circonscrite  au  contour  apparent 
horizontal  est  égal  à  i'  a' . 

Ceci  va  nous  servir  à  trouver  les  tangentes  des  colatitudes  des 
divers  axes  de  l'icosaèdre.  Ces  colatitudes  sont  égales  aux  angles 

'     »     '  ^  I      I  ni  ^  f     I      f  ^  f     I    ■  III 

O  C  a  =  A,  o  c  p  =  -  )  0  c  Y  =  Al,  o  c  y  =  [JL,  o  c  n  =  ^1^ 

ou  à  leurs  suppléments;  en  appelant  c'y' et  c'A  les  perpendiculaires 

à  o'y'  et  y' a',,  on  a  de  suite 

,  2 

tan  s;  À  =  2,  r  =  1  ; 

"  tangÀ 

on  en  déduit  par  le  calcul  classique 

X  v/ô  —  I  2  rr 

tang-  =  ,         -=V^:)-+-i. 

22  A 

lane- 

^2 

Puis,  comme 

'^'^''~2'  '~2         2'  tangÀ,   ~  ^^ 

Comme  yo'=  ay'y',  on  a 

"^  t.an<ïX,— tanira 

lane fi.  =  2lang( À,  —  ix)  =  2  , 

^^  to      1       ry  I -,-  iangA,tanj;a 

la  racine  positive  de  cette  équation  en  tangij.  donne 

n       r  ^  3  -4-  v/î 

*"^  '         tangfjt  2 

Enfin  on  a 

[j.-(_  V  =  271  =  Tt  —  Y, 

ce  qui  conduit  à 

2      ^3-/5^ 
la  n  g  V  2 

Calculons  /,  .>;    o    et  to    donnent    respeclivemenl    les    pentes   o 
et  <x)  et  les  formes  y  et  x.  I>es  sommets  a,  a';  ,3,  ^' ;  y,  y';  0,  ô';. 
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a  — 


£,  -J  oui   une  colatilude   A  cl  des  longitudes  mulliples  de  -^i  d'où 
les  pentes 


X 
tang-  e 


2KTr/ 

e 

2 


't  la  f. 


et  la  lornie 


A 
j5— tang5     x\ 


Les  soinmels  opposés  donnent  lès  pentes  , 

)    ''■^~-' 
—  cot—  e   * 

et  la  iornic 

X 
y-f-  col''-  X' 
1 

et  Ton  a 

/i2  =  :f-y  Lr  '  —  tan  g-  -  .r^  1  \v^  +  col^  ^  .r^i  | 

=  xy   /'"  —  (  lang^-  —  col'-  \x~'y"'  —  ^r'*    , 

et    nous    sommes    ramenés   à   ealeuler    la    somme    des    |)uissances 
(•in(juiémes  des  raeines  (^e  l'équation 


p"^  H ;-  0  —  1  =  0        ou         '^'^-^  :>  —  1  =  0. 

^         tang  A  '         •  _ 

On  trouve 


(Calculons  y^i,.    l-^es  fae(*s  se    déduisant    de    ovo,   o'v'o'    [)ar  des 
l'olations  autour  de  ()(o  donnenl  la  foiine 


jK'-4-  lang"'-a;>. 

(^^elles  (lui  se  dédui^enl  de  niènu'  de  a."'o,  a.v'o'  donnenl 
1  '  I  I  1 


j^i-l-lang'- j5 


Rndn  les  deux  systènu-s  de  faces  opposées  donnenl 


y* — col''-J''     et     Y^ — col^- x-'. 
-^  -i.  -^  i. 

\L1\.  10 
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Donc 


/20=       I  yio-^Uang^i^  —  cots^VrSjà- rrioj 
X    jk'" —  (  tang"—  —  cot*-  j  r-'jK' —  -t"'" 

el    l'on    a  à    calculer   la  somme  des  j)nissances    cin(|uièm('s    des 
racines  pour  les  deux  équations  conjuguées 


p  —  I  =  o. 


On  trouve 


'/,^  =  [yi»^{ii/i-h  Jo/5)x^yi—x^<>\  fj"'— (ii4  —  Jov/5)a7-^jK3— 37'»|, 

=  JK-" —  -i^Sx^y^^-h  494iP"*J^"'-l-  22Sa^'»^*—  ar'-o. 

Les  axes  binaires  se  |)arta<;enl  en  trois  l'amillcs  :  ceux  qui  se 
déduisent  de  l'axe  perpendiculaire  au  milieu  (h;  oa,  o'a',  ils 
donnent  la  forme 


jK-" —  tang*7  ^'  )  (jK''+  col^  7  ^^  )' 


ceux  qui  se  déduisent  de  Taxe  perpendicidairc  au   milieu   de  yo, 
y' S',  ils  donnent  la  forme 

(y^  -H  tang'>-^  x-i  )  [y^  —  col-'  7  x^  j  ; 

ceux  (|iii   sont   daus  le   plan   diamétial  perpendiculaire  à  Ow,  ils 
donnent  j'o -h  x'^ 
Donc 

G  =  (ji<'-4-*;i")  LkI»— (tangs-  —  col''' jjx^ y-' —  .r'» 
et,  à  cause  de  la  j)récaution  prise  dans  l'écriluic  du  second  crochet, 
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nous  a\«tn.s  à   ciilculer  la   soinine  «les    puissances   (•in(|Uir/nt'>!  des 
l'acines  des  (''(|nalions  conjuguées 

p--i- (l  ±  V^â)?  —  I  =  o. 
On  (l'ouve 

s,  —  {  yia  -^  .T^o^'^yio  _^  (.^(^l  _^  ,.25  \/Z)x^'y^—T^^\ 

s  =  .X^'-!-  'y?.ix''y-^  —  foooS.r'o  K-"  —  ia<)o5;r-'*r"'  —  57.ix^''y'  -+    r'". 
(.oninie  véiidcation  de  ces  calculs,  ou  a 

Bien  enleiulu,  dans  ce  cas,  couiuic  dans  les  pn-ci-denis,  l'asso- 
eialion  entre  un  diiimèlre  de  pente  a  el  la  direction  conjugut-e  de 
pente  d  se  fait  de  suite  (juand  on  tient  com[)tc  de  fa  relatioîi 

ad'  =^  ■ —  I . 

"21^.  On  peul  également  s(î  proposer'  «le  Irouxer  les  équalions 
langentielles  des  eoiirhcs  adnutlani  les  dianu-lrcs  des  dispositions 
I  à  \  ;  on  y  arrive  sans  nouveaux  calculs  grâce  à  la  remartjiu;  sui- 
\ante  :  toute  syniéli-le  est  susceptible  de  deux  délinitions  con-éla- 
tives.  \'A\  elïél,  la  svn)(''lrie  (  \.  D)  est  la  transfortnation  ponctuelle 
(jui  l'ail  correspondre,  à  tout  point  M,  un  point  M'  tel  (pie  la 
droite;  MM'  passe  |)ar  le  point  lixc  à  linlini  d  et  <jue  le  conjugué 
derZ-i^ar  i-apporl  à  MM'  soil  sur-  V;  mais  c'est  aussi  l«f  translor- 
malion  tiingenlu-llc  (pu  lait  correspondre  à  toute  droite'  A  une 
droite  A'  tel  (pie  le  point  commun  à  AA'  soil  sur  V  el  (pie  la  con- 
jugiK'c  de  \  par  r<ip[)oil  à  AA'  passe  par  li;  point  d. 

Donc,  si  l'on  Icuislorme  la  s\m(''trie  (  \.  D)  par  la  tr.mslorma- 
lioii  par  polaires  recipro(pies  par  rappeut  à  iiiu;  coiinpie  (i  a\ant 
son  ceulre  sur  \.  on  trouve  une  svmetrie  (  \|,  l),l,  V,  étant  la 
p(daire  par  rap|)oit  à  ('.  du  point  à  Fiiilini  d  et  d,  clan'  le  p(>le, 
à  l'inlini.  du  (liamétr(^    V  de  (1. 

Si  (l()nc  rétpiatloa/(  j",  )')  =  ()  représente  une  coiirhe  adiuellant 
la  sMuétrie  (A,  l));/(u,  r)=o  représente  une-  courbe  admettant 
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la  symétrie  (A,,  D,)  dans  laquelle 

a,  = -,         rfi  = 

'  a  a 

Donc,  si  dans  les  équations  /rouvées  aux  paragraphes  pré- 
cédents, on  remplace  x  par  a  et  y  par  v\  on  a  les  équations 
tangentielles  clierchées.  En  elïet,  à  la  symétrie  (A,  D)  de  la 
courbe  ponctuelle  coiTespond  (A,,  D,)  de  la  courbe  Jangentielle 
telle  que  a^  r/  =  —  i ,  ad^  =  —  i  ;  mais  ad'  ^  —  \^  a'  d^=^  —  i  el 
par  suite  d\  ^=d' ,  a,  =  a'  et,  étant  donnés  les  axes  que  nous  avons 
choisis,  a'  et  d'  sont  relatifs  à  une  symétrie  (A',  D')  de  la  courbe 
ponctuelle. 

Il  n'y  a  pas  lieu  de  cliercher  les  équations  tan<;entiellos  des 
courbes  admettant  des  symétries  de  deuxième  espèce,  j)uis(jue 
ces  courbes  renferment  des  droites,  lesquelles  n'ont  pas  d'équa- 
tions tangentielles.  Le  changement  indi([uè  de  x  en  u  el  y 
en  V  dans  les  équations  des  courbes  admettant  des  symétries  de 
deuxième  espèce  donne  des  courbes  qui  sont  formées,  en  tout 
ou  en  partie,  par  des  points  à  l'infini.  Une  courbe  qui  admet  une 
symétrie  de  deuxième  espèce  \\v  ])eul  j)as  être  considérée  comme 
une  courbe,  à  la  fois  du -point  de  vue  ponctuel  et  du  point  de  vue 
tangent  ici. 

i2i.  Nous  pouvons  maintenant  traiter  la  (pu'siion  posée  au  pai'a- 
graplic  1.  I*<)ur  cela,  remarcjuons  (pic  si.  pour  l'iiue  (h^s  (bsposi- 
tions,  l'éqnation  générale  des  (îourhes  correspondantes  est 

F(A./r)-0, 

le  (h^gré  m  de  ces  courbes  est  né(;essairemenl  de  la  forme  X</-t-ij./'; 
A  et  a  élaul  (k^ux  entiers  positifs  ou  nuls.  Il  suit  de  là  (jue  les 
courbes  admettant  pour  diamètres  de  première  esj>èce  les  diamètres 
des  dispositions  étudiées  oui  un  degré  wi  donné  par  le  Tal)leau  sui- 
xanl  : 

Pour/;  diamèlrcs  de  la  dispoMliou  1  : 

i"y;  impair,  ni  (pielcoiupic  au  moins  égal  à  y>  ; 
;>."  y>  paii',  ///  pair  au  moins  égal  à  p. 

De  j)lus,  dans  les  deux  cas,  m  ])air  et  iidéricur  iv  p  donne  des 
(tourbes  découqxtsables  ou  des  coniques. 
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Pour  2p-\-2  (liaiiK'Ires  de  la  tiisposilion  TT  : 

i"  p  impair,  m  pair  au  moins  ('gai  à  ip\ 

2"  p  pair,  m  multiple  de  4  et  au  moins  égal  à  iip. 

De  plus,  dans  les  deux  cas,  m  mulliple  de  \  ri  inférieur  à  2p 
donne  des  courbes  déeomposables. 

Pour  les  12  diamètres  de  la  disposition  III  :  ///  ])air,  au  moins 
l'galà  6,  et  ilillérenl  de  lo. 

Pour  les  i<S  diamètres  de  la  disposition  l\  :  ///  multiple  de  i  et 
au  moins  égal  à  (S. 

Pour  les  3o  diamètres  de  la  disposition  V  :  ///  multiple  de  ^,  au 
moins  égal  à  li,  et  diftérant  de  i()  et  28. 

On  pourrait  dresser  un  Tableau  analogue  relalil  au  cas  des 
symétries  de  deuxième  espèce;  nous  ne  le  ferons  pas,  notre  but 
étant  de  nous  occuper  des  courbes  ind<''com])osables  de  degré 
supérieur  à  deux.  En  regardant  le  tableau  prc'ct'dent,  on  voit  de 
suite  les  diverses  dispositions  de  diamètres  ^\u^^  peut  présenter 
une  telle  courbe.  Par  exem[)le,  on  trouve  : 

Pour  /;t  =  22  :  p  diamètres  (  Disp.  Il,  p  (pielcon(pie  au  plus 
<''gal  à  22  ; 

ou  2/> -j- 2  diauïètres  (  Disp.  Il  ),  p  impair  an  plus  égal  à  11; 

ou  12  diamètres  (Disp.  111). 

Pour  m  =z  io  :  p  diamètres  (Disp.  I).  p  (plelcon(p^e  au  plus 
égal  à  20; 

ou  2j>-\->.  diamètres  (l)is|).lh.  p  (pielconcpu- au  plus  ('•gai  à  10; 

ou  12  diamètn's  (Disp.  III); 

ou   I  (S  diamètres  (Disp.  I\  ); 

ou  .io  diamètres  (  Disp.  \   ). 

Ce  Tableau  fouinit  (!<■  suite,  en  particulier,  le  nombre  maximum 
de  diamètres  pour  elia([U(;  degré,  lùionçons  le  résultai  : 

Le  nombre  maximum  des  diamètres  de  première  espèce 
d'une  courbe  algébrique  indécomposabb'  de  (b'grè  m(ni^3) 
esl  égal  à  m,  si  m  est  impair,  et  les  diamètres  ont  alors  la 
/lispositio/i  I : 

Il  est  égal  à  m  -\-  ■*-'i  ^i  '^t  '-^^  pair^  et  les  dia mètres  ont  alors 
la  disposition  II. 

Il  y  a  exception  pour  m  =  (),  (S,  12.  i(i,  20,  2  \. 
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Pour  /«  =  (),  le  maximum  est  fourni  par  les  12  diamètres 
fie  la  disposition  III. 

Pour  /»  =  8,  le  ma.rimum  est  fourni  par  les  18  diamiitres 
de  la  disposition  1 1  . 

Pour  m  =  i>.,  -io,  24,  /<?  maximum  est  fourni  par  les  Jo  dia- 
mètres de  la  disposition  \  . 

pour  m  ^=.  i(),  le  niarimumest  18;  mais  ces  diamètres  peuvent 
avoir  les  dispositions  II  ou  l\  . 


SURPACES  APPLICABLES  SDR  LE  PARABOLOIDE  DE  RÉVOLUTIOÎH  ; 
P\i!    !\l.    Beutiu^d   Gambiku . 

CHAPITRE  I. 

(ilJNÉU  ALITÉS    SUR     LKS    SIKKACES     APPLICABLES     SUR     LIÎ    PARAnOLOÏDE 

i>E  révolution;  cas  spécial  ou  cks  surkaces  sont  réelles. 

1,  Dari^OMX  indique  au  Tonir  Ij  de  la  lliéorie  des  Sarf-aces 
(|).  'SÇ)i  cl  suiv. ")  comnunil  s'oblienncnl  toutes  1rs  surfaces  appli- 
cables s-iir  le  paraboloïdif  de  révolulioB  cl,  eu  |)articulicr,  oelles 
d'oui rc  elles  (pii  sont  réelles.  Celte  reeherciw  est  équivalente  à 
celle  des  courbes  à  torsion  constante.  La  solution  de  l'un  ou  laulre 
pioblènie  doit  [)erniettre  de  réaliser  un  |)roi;rés  inq)orl.ant  dans  la 
reclierch<^  des  suriaces  à  courbure  totale  ('(instante,  car  \vm  li<;iies 
asyniptoliques  de  ces  surfaces  ont  leur  torsion  constante  et  sont 
les  caracU'ristiques  de  Téquation  aux  dérivées  partielles  du  se(M)nd 
ordre  qni  définit  ces  surfaces. 

La  théories  des  surfaces  mininia  se  ratta<'lie  de  deux  faç(nis  diUV-- 
rentes  à  ("e  pro'blème  :  \\.  Cosseral  a  montré  que  la  recherche  des 
surfaces  mininia  circonscrites  à  une  sphère  équivaut  à  celle  des 
courbes  à  torsion  constante.  D'autre  part,  Darbonx  termine  l'élude 
déjà  ciléc  en  montrant  (jue,  par  dégénérescence  de  courbes  à  tor- 
sion   constante    ou    de    >urfaces    appli(;ables    sur    le    paralH)loïde, 
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dérivent  des  couibes  miniina  et  des  développées  de  surfaces 
mi  ni  ma. 

.)  ai  nioi-mème,  dans  un  Mémoire  récompensé  par  l'Académie 
en  19 1()  et  piii)iié  aux  Annales  de  r Ecole  Normale  supérieure 
(1919  el  i()20),  étudié  les  courbes  à  torsion  constante,  et  plus 
spécialement,  celles  qui  sont  réelles  et  alj^éhriques.  Je  me  servirai 
constamment  des  résultats  de  ce  Mémoire.  Le  lecteur  pourra  con- 
sulter les  travaux  antérieurs  sur  les  courbes  à  torsion  constante; 
ils  sont  dus  à  MM.  Kfrnigs,  Ljon,  Fouché,  Fabry  et  Cosserat  ; 
Darboux  en  a  condensé  l'essentiel  au  Tome  IV  de  la  Théorie  des 
Surfaces  (p.  429)  et  j  donne  les  indications  bibliographiques. 
En  même  temps  que  mon  Mémoire,  l'Académie  a  récompensé  le 
travail  de  mon  camarade  M.  Darmois  (^);  le  rapport  sur  nos  tra- 
vaux est  inséré  aux  Comptes  rendus  de  décembre  i9i(). 

Quant  au  paraboloïde  lui-même,  la  question  a  été  envisagée,  à 
un  point  de  vue  tout  dilTérent  de  celui  que  je  développerai,  par 
deux  auteurs,  MM.  Thybaut  et  Servant.  Dans  sa  thèse  C^), 
M.  Thybaut  a  étudié  la  déformation  du  paraboloïde  le  plus  géné- 
ral et  montre  le  lien  de  ce  problème,  spécialement  quand  le  para- 
boloïde est  de  révolution,  avec  la  recherche  de  surfaces  minima 
ou  isothermiques  particulières. 

Les  travaux  de  VL  Servant  forment  l'objet  de  diverses  jNotes 
insérées  aux  Comptes  rendus  en  190a,  iQf».'^,  190'î  et  d'un 
Mémoire  paru  en  19»  1  au  liulletin  de  la  Société  philoinatliique 
de  Paris. 

Dans  le  travail  qiu-  je  présente,  je  retrouve  d'abord  tous  les 
résultats  de  M.  Darboux  |)ar  une  méthode  légèrement  diflercnle, 
qui  ne  suppose  (;hez  le  Icctc^ur  aucune  élude  préalable  et  qui  a,  de 
plus,  l'avantage  de  mettre  en  évidence  diverses  particularités 
curieuses,  au  point  de  \  ue  de  la  réalité,  sur  les  couples  de  surfaces 
réelles  ap[)licables  l'une  sur  l'autre.  Je  m'occupa  ensuite  plus  spé- 
cialement des  surfaces  algébriques  réelles,  indiquant  le  moyen 
d'obtenir  celles  (pii  oui  un  centre,  un  plan  ou  un  axe  de  symétrie, 
ou  encore  un  axe  de  rotation.  Je  terminerai  ])ar  l'étudt;  détaillée 
des   surfaces   algébiicpKîs   nnicursalcs   d<''duites   de   la   eubicpie    de 


f ')  La  Thèse  de  M.  Dannoi.t  sera  insérée  aux  Annales  de  Toulouse,  if)'i. 
(")  Annales  de  l'Ecole  Aorniale,  années  18117  ^^  'O"". 
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M.   Lyon   et  des   résultats  de  M.   Thybaul   :  ce  sera  l'objet  d'un 
Mémoire  complémentaire. 

2.  Soit 'JP  le  paraboloïde  de  révolution  d'équation  a:2-|-j2  __  jy^s 
en  coordonnées  rectangulaires  ou  /-  =  2y>^  en  coordonnées  semi- 
polaires.  Je  désignerai  souvent  le  paramétre  jj  par  i-:.  L'élémeul 
linéaire 


(i)  ds^=i\-i ^  j  ^/-î  + /V/fJ^ 

devient 

H    —  I 

(i)  ds'-=  du^^ ^^ — ,di>^ 


en  écinvant 


(3) 


du  =  «'''i/  1  H ^5  ^'  ~P^K 

H    -1   _   r'- 


*'=^Vîî^ 


Le  produit  des  rayons  de  courbure  principaux  est  égal  à 


La  caite  de  'I*  sur  un  plan  peut  s'obtenir  par  les  fornuile> 


(4)  -j  V         P-    '■ 

ds-=  /•2(<:/\2-(-  d\-). 


3.  Sur  la  sphère  .r^ -[- )-^  +  ;- —  i ,  traçons  une  courbe  (lUi) 
arbitraire  ('),  lieu  du  point  m  (c,  c',  c"),  puis  une  seconde 
courbe  (  1)1),  )  lieu  du  point  m,  (c,,  c', ,  c'|  )  ;  désignons  par  s  l'un 
des  trois  nombres -|-i,  — i  ou  o. 


(')  Dans  tout  le  cours  de  ce  Mémoire,  il  sera  soiis-eiUendu  que  la  courbe  (il!)) 
est  une  courbe  analytique;  autrement  dit,  c,  c',  c"  sont  des  fondions  analy- 
tiques  d'une   variable  complexe   a;    ces  trois  fondions  sont  liées  par  l'identité 

c-  -f-  c"'  +  c"'  =  I . 
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Les  formules 


[  X  =^    -   I  c" de'  —  c' de" I  e",  de', 

\  -^  J  -1  J      '       ' 

(  j)    '  y  =  ~   I  e  de" —  c' de  — "—    /  c,  dc'[  —  c'{  t/c,  -h  "—  {c' C\  —  ec"^  ), 

}  z   =  —   I  (■' de  —  r  de' I  (■[  de\  —  rj  dc'y  -i-  ^^ —  (c  c\  —  c'ri  ) 

définissent  trois  surfaces:  S  pour  e  = -|-  i ,  S'  pour  £  =  —  i, 
S  pour  :•:  =  o. 

Les  deux  premières  sont  applicables  sur  'J?  et,  léciproqueme/it, 
toute  sur/ace  applicable  sur  0?  peut  s  obtenir  par  ce  procédé. 
Pour  l'instant,  ne  nous  préoccupons  pas  encore  de  la  réalité  :  on 
voit  aussitôt  que,  si  z  est  pris  éj^al  à  i,  S  changera  de  forme  si  (  \iî>) 
ou  (ill>))  sont  remplacées  par  d'autres  courbes  spliériques;  si  (i'!»') 
et(\il>',  )  désignent  lés  svmétri([ues  de  (\l!))  et  (\\\)^)  par  rapport  à 
l'origine,  il  est  bien  clair  que  Téeliange  simultané  de  (il!/)  avec  (ilî)') 
et  de  (<•!'()  avec  (ilb',  )  ne  change  pas  la  surface  S,  tandis  que  S  se 
trouve  remplacée  par  S',  si  l'on  ne  fait  que  l'un  de  ces  deux 
échanges.  Cette  simple  remarque  permet  de  déduire  toutes  les 
formules  relatives  à  S'  des  formules  correspondantes  relatives  à  S 
en  y  remplaçant  C( ,  c, ,  c\ .  par  — C| ,  —  c\ ,  —  c\. 

Pour  cette  même  raison  nous  devons  considérer  le  cône  C,  qui 
a  son  sommet  à  l'origine  et  pour  directrice  (itl))  ou  (ilî>  )  indifl'é- 
remmcnl,  et  le  cône  analogue  C,  relatif  à  (\iî>)  V  Si  l'interseclion 
de  chacun  de  ces  deux  cônes  avec  la  sphère  .r- -\- y- -\- z- ^- \  se 
décompose  en  deux  courbes  analvtiquemenl  distinctes,  symétriques 
par  rapport  à  lOrigine,  les  surfaces  S  et  S'  sont  deux  surfaces 
analytiquenienl  distinctes;  au  contraire,  si,  pour  l'un  des  deux 
cônes  ou  pour  tous  les  deux,  la  directrice  sphérique  est  indécom- 
posable analytiquement,  (iJÎ))  par  exemple  et  (\tlj')  constituant  les 
deux  moitiés  d'une  même  courbe  analytique,  S  et  S'  sont  les  deux 
nappes  d'une  même  surface  analytique. 

lia  surface  2  est  une  surface  de  translation;  c,  c  ,  c'  sont  fonc- 
tions d'un  paramétre  a;  c,,  c',,  c[  fonctions  d'un  paramèti'e  [iJ.  A 
un  couple  (a,  [îi^  correspondent  un  point  M  de  S,  un  point  M  de 
S'  et  un  [)oint  a  de  1'  milieu  de  MM'.  I^a  surface  S  est  eugendri'c 
par  la  translation  d'une  courbe  (X)  de  rayon  de  torsion  constant 
et  égal  à  —  ou  par  la  translation  d'une  courbe  (d,)  de  torsion 
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conslanie  aussi,  t'i;ale  à  celle  de  (.,1,)  changée  de  signe.  Ces  deux 
courbes  sont  définies  par  les  formules 

[    or  =  ~    I  c  de  —  c  de' , 

(-A-)'  ;    V  =  '-^    fc  dr'—c'dr, 

\  'i 

f   j   r=  —    le'  de  —  c  de': 

.    -^  J 

1  ^  =  ~r^  /  '  î ''' 1  ~ ^1  ^^^"^^ 

(  -t.,  )                                  '•  y  =  — T"   /  ^'i  d('[  —  c\  dci, 
1   ^  = /  c\  dci  —  Cl  dc\ . 

échanger  {\\U)  a\oc  (iH/ )  ne  changxî  pas  (-1),    donc  ne  change  pas 
non  plus  S. 

La  normale  en  M  à  S  a  pour  paramètres  directeurs  <--\-<-,, 
c'4-C|,  c"-\-c'[',  la  normale  en  M  ù  S'  correspond  à  c  —  c,, 
c'  —  c'j,  c"  —  c'[.  l.a  droite  MM'  touche  S  en  M,  S'  en  M'  et  reste 
normale  à  une  surface  W;  elle  est  parallèle  à  rinterseclion  des 
plans  osculaleurs  de  (a,)  et  (-l.|)  a»x  points  de  paramètre  a  el  ["i  : 
on  a  donc  une  construction  géométrique  intéressante  de  S  et  S'  : 
on  construit  d'abord  la  surface  de  translation  i]  au  moyen  de  deux 
courbes  génératrices  (-1.)  et  (Xy)  de  ra^on  de  torsion  constant    — 

IJourliinc,  -- — -  pour  laulrc.  En  chaque  point  jj.  de  ^  on  prend 
I  inlerseclion  des  plans  osculaleurs  des  deux  génératrices  qui  s'y 
croisent,  c'est  la  droite  (lui  eui!endre  la  conurucncc  dont  S  et  S 
sont  les  sui'faces  focah's. 

1.  Tous  ces  résulliUs  établis  par  Darboux  se  retrouvent  aisémeul. 
J'ai  Ir  droit  (  5;  3  )  de  nie  borner  à  S;  bi  diUcrenlialion  des  l'or- 
mulcs  (  .V)  où  l'on  fait  £  =^  +  i  donne 

■j 

i    T_  d.c  =  (  c'  -f-  c\  )  (  de\  —  de"  )  —  {c  -\-  c\)  (dc'i  —  dr'), 

ù)  •    -.'_dy  =  (c"-h  r"^)(  dci— de  )  —  (r  -^  ri)(dc'[  —  de"), 

_  (/z   --={(■  -H  rj  ) (  de\  —  de' )  —  (  <•'  -^  e\  ) (  dci  —  de  ). 
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Ces   toj-imilcs  (lonnenl  le  tésiiltiiL  aimoncé  pour  la  normale  eti 
M  à  S  cl  le  eoiitacl  de  MM'  avec  S:  les  résultats  de  M.  Lelieuvrc 
monlicnl  en  pins  (|iu'  les  lignes  a  =-- coiist.  et  [j  =  eoiisl.   sont  les 
asvin[)lotiques. 
-  Délinissous  1rs  xariahles  H  (M  e  [)ar  les.loruiuies 


(7) 
<8) 


^v  = 


H  =  cci  -+-  c'c\  -^  r" r"^ , 

c  Cl  dci  —  de 
c'  c\  dc\  —  de' 
c"     c\      d('\  —  de" 


11^1 


On  voit  d'abord  que  dv  est  bien  une  différentielle  totale,  car  la 
conflitioii  pour  qu'il  en  soil  ainsi  peut  s'écrire 


(y) 


Cl 


dv  de  s 

dz  ^ 

de'  de\ 

doL  dç> 

de"  de", 

'di  'dE 


._H      11-,      -^      ^ 


Or,  dans  ce  dt'lcrniinant  (9),  la  dernière  ligue  esl  égale  à  la 
somme  des  trois  iireniiércs  multipliées  respec(i\eiuent  |)ar  c  —  r,, 
c  —  c, ,  c"  —  c'[  ;  la  vérilicalion  est  doiu"  faite. 

On  peut  d'autre  part  écrire 

r      ^1       (ICi  —  de     I 
(  10  )  —  d.r  =--  — (  c  r^  —  e  c ,  ) 


II  — 1 


c'     c'y     d<\  —  de' 
e"     c'\      rfc'i  —  de" 


On  a  en  ellet 


(  c  —  C|  )2 H-  ( c'  —  c'  )-  -\-{c"  —  e\  )2  =  9.  —  2  1 1 , 
(  r   -  Cl  )(de  —  dey  )-(-(c' —  e\  ){ de'  —  dc\  )-\-{c"  —  e\  ){de' —  dc'\  )  —  —  d\l. 

En  rcinpiaçaul.  au  second  uieudtn-  de  (  10).  <"/!!  par  celle  \alcui-. 
|)uis  oi'doniiaiil  par  rapport  aux  diUéi'cnces  ^/c,  -(/r,  (lc\  de', 
dc\  de \  luius  obtenons  >ans  eHort  la  valeur  <le  dx  donnée  par- 
la formule  (  ()  ).  J'écris 


11) 


du  =  -  rfH 


\/f 


—  lo6 


la  formule  (lo)  devienl 

i{  c'c'i  —  c"  c\ 


(1-2) 


dx  = 


i(  Cl  —  c 


H  — 1 


le  ds''  de  la  surfac^e  S  est  donc 

(i3) 


v/7.(H— i)V  -^ 


dv- 


ds^  =  d.v^-i-  dj'--h  dz-  :=  f/«-  H di' 


La  comparaison  des  formules  (i  i  )  et  (  i.)  )  avec  les  formules  (2  ) 
et  (3)  montre  hien  que  S  et  ^P  sont  ap|)lical)les  Tune  sur  l'autre; 
le  point  ( /■,  0)  de  ^1*  correspondant  au  point  M  de  S  s'obtient  en 
écrivant  {p  =  2t) 

/   /\  /-^        II  —  I  0 

P'  '>■  P 

H  et  V  étant  les  fonctions  de  y.  et  |j  que  nous  avons  appris  à  former 
<lans  ce  paragraphe. 

Suivant  une  remarque  antérieure,  nous  passerons  de  S  à  S  en 
remplaçant  partout  c,,  c, ,  (■'[,  par  — c,,  —  c, , — c",  ce  cpii 
revient  à  écrire 


H'  :=  —  fCj  —  r'r'i  —  c"c"j  =  —  II, 

c  <.  Cl      dci  -+-  de 
c'     c\      dc\  -i-  'de' 


dv' 


H  +  1 


(■"     c'î      de]  -+-  de" 


du'  =  —  -du 


(i5) 


.-^"i/n 


/H  — 


H-  I 


f/.i-'  —  (  c;',  —  r'  )  (  de"  -f-  f/r",  )  —  (  c'[  —  c"  )  (  de'-r-  dc\  ) 
—  du c-!-  C| 


il  H-I 


(c'c'i  —  c"c',  ) 


H-t-i 


c  r,  dCi  -+-  fl^C 
r'  /•',  dr\  -+-  de' 
<■"     c'\     dc\  -r-  de" 


ds''^  =  dx'''  -!-  dy^  -t-  rf3'2  =  dti'- 


H— I 


'/1/2. 


(16) 


L'application  de  *,C  sur  S'  s'efTeclue  par  les  formule.^ 

r-  Il  H-  1  .         r' 

^„  = ,  0=-     (/,  =  2-). 
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o.  Songeons  maintenant  aux  conditions  de  réalité  :  ^  est  réel, 
si  T  est  une  constante  réelle.  Si  (iiî>  )  et  (\11>|)  sont  deux  courbes 
sphériaues  coniueuées  et  si  les  intégrales 


j  c" de' — c  de" ,  I  e  de" — c'dc',  j  c' de  — 


c  de' 


sont  prises  d'un  i^oint  /?i,)  fixe  de  (iIÎj)  jusqu'à  un  point  varial)le  m 
en  sui\ant  toujours  (»'!>).  tandis  que  les  intégrales 


/  c",  dc\ —  c\  dc\, 


sont  prises  le  long  de  l'arc  conjugué  sur  (\(l),  ),  les  points  M,  M',  [j. 
sont  réels;  en  posant  y.  =  \-\-^f,  les  coordonnées  de  M,  AI',  y. 
s'obtiennent  immédiatement  au  moyen  des  paramétres  réels  A,  |j. 
par  formules  dégagées  de  toute  imaginaire;  les  trois  surfaces  S, 
S',  i-  sont  donc  réelles.  Dorénavant  je  me  bornerai  à  ce  cas;  il  sera 
sous-entendu  que  (ill>()  est  la  courbe  conjuguée  de  (tI''>);  je  pour- 
rai donc  (lire  qu'à  toule  courb(;  sphérique  (itl)),  réelle  ou  ima- 
gitiaive,  correspond  (sauf  translation)  un  couple,  et  un  seul,  de 
deux  surfaces  réelles  S,  S'  a[)plicables  sur  le  paraboloïde  y;\  Les 
coordonnées  (c,  c',  c)  d'un  j)(»int  de  (iil>)  sont  des  fonctions  ana- 
lytiques de  la  variable  complexe  a  :  si  l'on  représente  (M'IIc 
variable  a,  suivant  l'usage,  par  un  point  réel  d'un  plan,  le  point 
figuratif  de  a  donne  une  représentation  plane  commode  de  clia- 
cune  des  trois  surfaces  S,  S',  2. 

Qu'arriv(!-t-il,  si,  au  lieu  de  partir  d'une  courbe  (iJIj),  nous  par- 
tons d'une  courbe  à  torsion  constante  supposée  connue  par  un 
procédé  quelconque,  réelle  ou  imaginaire?  Si  la  torsion  de  cette 
courbe  n'est  pas  une  imaginaire  pure,  nous  effectuons  d'abord  sur 
elle  une  homothétie  convenable  de  façon  (jue  le  rayon  de  torsion 
devienne  imaginaire  pure;  soit  —  la  valeur  du  rayon  de  torsion  de 
la  courbe  (ol.)  ainsi  obtenue,  {X)  est  alors  une  courbe  essentiel- 
lement imaginaire,  (jue  la  courbe  à  torsion  couslanle  initiale  soil 
réelle  ou  imaginaire;  nous  associons  à  (-1)  la  courl)e  imaginaire 
conjuguée  (-1.,  ).  la  surface  i)  se  trouve  parfaitement  définie,  ,san> 
Intégration.  L(,'s  quantités  (c,  c',  c")  s'oblieunenl  en  chatjue  point 
de  (il>)  par  dillerenliations,  puisque  ce  sont  les  cosinus  directeurs 
de  la  binormale;  les  quantités  conjuguées  C(,  r, ,  c'[  s'en  dédui- 
sant et  par  suite  S  et  S'  elles-mêmes.   Si  donc  t  est  donné,   on 
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pourra  encore  dire  qu'à  toute  courbe  à  torsion  constante  connue, 
correspond,  saut  iranslalion,  un  couple,  et  un  seul,  de  deux 
surfaces  S  et  S'  applicables  sur  le  paraboloïde  ^  de  paramétre  27, 
obtenues  sans  intégration. 

Dans  les  travaux  antérieurs,  il  semble  au  contraire  presque 
implicitement  admis  que  seules  les  courbes  à  torsion  constante 
imaginaires  doivent  êti'e  conservées;  il  importait  de  dissiper  cette 
('•quivoque  :  nous  verrons  dans  le  Cha|)itre  suivant  ([ue  loute 
(îourbe  sphérique  (1)!.)  réelle  (toujours  analytique,  bien  entendu) 
donne  des  surfaces  S  et  S'  à  centre.  ÎNous  allons  immédiatemeni 
reconnaître  une  circonstance  tout  à  fait  curieuse  de  l'application 
de  ^S  sur  chacune  des  deux  surfaces  réelles  S  ou  S',  circonstance 
qui  avait  échappé  à  l'attention  des  géomètres  au  même  titre,  et 
sans  doute  pour  la  même  raison,  que  l'euiploi  de  courbes  à  tor- 
sion constante  réelles. 

6.  A  chaque  point  réel  de  S  correspond  un  point  réel  de  'f  ;  la 
surface  S  supposée  réalisée  au  moven  d'un  canevas  de  lil  flexible, 
mais  inextensible,  peut  être  déformée  de  façon  à  recouvrir  une 
(certaine  étendue  de  forme  plus  ou  moins  compliquée  de  '■ï!:  ce 
recouvrement  se  fait  sans  coupure  ni  couture. 

Au  contraire,  tout  point  réel  de  S'  admet  sui-  'J.'  un  homologue 
imaginaire,  de  sorte  qu'au  point  de  vue  expériuiental  rien  ne  p<'ut 
(b'celer  que  les  surfaces  vS'  et  '■i'  soient  applicables  l'une  sur  l'autre. 

Cette  circonstance  qui,  au  [)remier  abord,  m'avait  paru  tout  à 
fait  exceptionnelle,  en  réalité  est  très  générale  dans  l'applicalion 
de  deux  surfaces  réelles  :  je  renverrai  le  lecteur  aux  Notes  que  j'ai 
publiées  aux  Comptes  rendus  (17  mars  i()i().  3i  mars  iqif), 
ij  mars  i()2o)  et  au  Mémoire  inséi-é  au  liiiUeiin  des  Sricnces 
itialké matifjues  (  1  <)20  ) . 

La  vérification  de  la  propriét»'-  énoncée  est  facile;  je  sépare  le 
réel  et  l'imaginaire  en  posant 

r   =  Y  -+-  'ÏH  <■'  =  Y'-^  'Y'i  1  '■"  =  "" -■'  'i'\  ' 

f  I  =  Y  —  «  y  1 ,         c'i  =  y'  —  '  T'i  '         ^"'i  ■  '-'-  ""  —  '  t"i  • 

.,2     (_  v'2  -1-  -'"2 -^2  __    y',-'  -/'.-'  =   I 

rri-^-ï'7WY"ï'i  =  '>' 

H  —  cci  H-  c'c'i  -^  c'  é\  =  Y'  -I-  Y'  ■+■  Y"  '^"  Y?  "h  y'î"  "*"  y7 

=  iH-'.(YÎ-f-Y?  +  Yr); 


(•;) 
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d  où  rrsulle  finalement 

M  -  I 


(iS) 


La  tonclion  H  est  done,  pour  les  points  réels  de  S  et  S',  réelle, 
positixe  et  même  supérieure  à  i .  Elle  ne  peut  devenir  cigale  à  i  (jue 
si  (iil>)  admet  un  ou  plusieurs  points  réels. 

Cela  posé,  la  (onction  r  est  évidemmeni  réelle  pour  les  points 
réels  de  S.  done  les  formules  (i4)  donnent  un  |)oiiU  réel  de  ^£ 
correspondant  à  un  point  réel  de  S. 

Au  contraire,  la  fonction  ^''  est  éyidennuent  imaginaire  pure 
pour  les  points  réels  de  S'  :  posons  r'  :=  /r,  de  façon  à  pouvoir 
écrire  les  formules  (iG)  sous  la  forme 


,     ,  r       ..   /n- 

(«9) 


le  poinl  (le  y.^  correspondant  à  un  point  réel  de  S' est  donc  toujours 
imaginaire.  Nous  remar((uerons  qu'il  peut  y  avoir  avantagea  écrire 
l'élément  linéaire  de  S'  sous  la  forme 


( 9.0)  ds'-  =  du'' H dv'r .         dv'  =  '-  dWi  /  t-, • 

•X  i.  y     1 1  -t-  I 

7.  Envisageons  l'ensemble,  non  dénond>rable,  des  courbes 
sphériques  (iH));  il  lui  coriespond  un  ensemble  de  même  puissance 
de  surfaces  réelles  S  et  un  autre  de  surfaces  S  ;  deux  surfaces 
prises  I  une  dans  le  premier',  l'autre  dans  le  second  de  ces  deux 
ensembles  ne  sont  applicables  jy/tj.s/^ar^//i(?/i<  l'une  sur  l'autre  par 
aucune  région  si  petite  qu'elle  soit,  mais  elles  restent  analyti- 
quemenl  applicables  l'une  sur  l'autre  :  il  suftit  pour  le  voir  de 
prendre  ^  coniuK!  intermédiaire.  Je  désigne  par  S  et  S  deux  sur- 
faces du  premier  ensemble,  S'  et  S'  les  surfaces  associées  du 
second.  11,  c,  c,  et  II,  i',  r,  les  fonctions  déjà  considérées.  Lappli- 
calion  de  S  sur  S  s'eUeclue  par  les  iorniulcs 

(•>i)  H  =  II,         i'  ==  =b  t» -I- constante  arbitraire; 

(îelle  de  S'  sur  S  ,  par  les  lormules 

(22)  11   -  H,         l'i  —  rh  ç»! -4- constanlf  arbitraire. 
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La  présence  de  la  constante  arbitraire  tient  à  cette  circonstance 
évidente  que  ^S  et  par  suite  toutes  les  surfaces  applicables  sur  ^S 
admettent  une  infinité  d'applications  sur  elles-mêmes.  Si  en  un 
point  M  de  S  et  en  un  point  \l  de  S  les  deux  fonctions  H  et  H 
sont  égales,  il  existe  donc  deax^  et  deux  applications  seulement^ 
de  S  sur  S  où  M  vient  s'appliquer  sur  M;  de  même  pour  S'  et  S'. 

Si  nous  posons  maintenant  le  problème  suivant  :  «  Deux  sur- 
faces S  et  S  étant  données,  existe-t-il  des  applications  physiques 
de  S  sur  S?  »  La  réponse  sera  aisée,  il  suffira  d'étudier  le  champ 
de  variation  réelle  de  H  et  de  H  :  si  ces  deux  champs  ont  une 
partie  commune,  il  résulte  de  ce  qui  précède  qu'on  peut,  et  d'une 
infinité  de  façons,  défoimer  S  ou  S  de  façon  que  chacune  d'elles 
recouvre  la  totalité  ou  une  partie  de  l'autre;  S'  et  S'  posséderont 
cette  propriété  en  même  temps  que  S  et  S.  Mais  si  les  champs  de 
variation  réelle  pour  II  et  H  n'ont  aucune  partie  commune,  il  n'y 
aura  aucune  portion  réelle  de  S  susceptible  de  recouvrir  S  (et  de 
même  pour  S'  et  S'  ). 

Si  par  exemple  les  courbes  sphériques  (l'I))  et  (  \lî)  )  sont  toulo 
dci\x  algébriques,  les  surfaces  S  et  S  correspondantes,  qu'elles 
soient  algébriques  ou  transcendantes,  peuvent  se  recouvrir  physi- 
quement au  moins  sur  certaines  régions,  car  chacune  des  fonc- 
tions algébriques  c,  r',  c"  a  son  module,  sa  partie  réelle  et  sa  partie 
imaginaire  susceptibles  d'augmenter  au  delà  de  toutes  limites  ;  donc 
11  et  H  sont  tous  deux  susceptibles  d'augmenter  au  delà  de  toutes 
limites;  les  surfaces  S  et  S  peuvent  se  recouvrir  sur  les  régions 
correspondant  aux  points  à  liafini  ife  T. 

.le  donne  maintenant  un  cas  bien  différent.  Su|)[)osons  que  je 
cfioisisse  pour  les  fonctions  c  (a)  et  c'  (a")  deux  de  ces  séries,  qui 
ont  été  signafées  par  M.  I^'recuffiof m.  a(fmettant  leur  cercle  de  con- 
\ergence  comme  coupure;,  à  savoir 

V  -^  ^  a"  7."' 

.\    .  ^"    ■>■     ) 

I  c'  =  A'-i-^/v'q"-, 
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où  A  et  A'  sont  deux  constantes  quelconques  et  a  et  h  deux  quan- 
tités réelles  comprises  entre  o  et  i .  Les  deux  fonctions  c  et  c  ne 
sont  définies  que  si'lïfl'^  i  et  l'on  a,  dans  tout  le  cham|)  d'exis- 
tence de  c  et  c', 

j(,.|-^)V,H-,î.(|A|_.^)'. 


La  fonction  c '  =  y^  '  —  c-  —  c-  a  un  module  facile  à  limiter  au 
moyen  des  modules  de  c  et  c',  donc 

lI  =  (Y^-^Yî)  +  (T'*  +  Tf)-(Y''^+ïr) 

reste  compris  entre  deux  limites  faciles  à  évaluer  en  fonction 
de  A,  A',  a  et  b  (').  Une  telle  courbe  sphérique  (c,  c',  c")  définit 
ainsi  une  surface  S  et  une  surface  S',  possédant  chacune  un  bord 
constituant  une  ligne  d'arrêt  de  la  surface,  d'étendue  finie  toutes 
deux  et  admettant  une  forme  parfaitement  régulière;  une  telle  sur- 
face S  ne  recouvre  qu'uiie  étendue  finie  de  ^J?.  Si  maintenant,  lais- 
sant ou  non  a  et  h  (ixes,  je  donne  à  A  et  A'  d'autres  valeurs 
numériques,  je  définis  une  autre  surface  S  ou  S  de  même  nature, 
et  il  est  presque  évident  que  je  pourrai  disposer  de  A  et  A'  de 
façon  que  S  et  S  ne  puissent  se  recouvrir  physiquement,  car  si  A 
et  A'  grandissent  indéfiniment  les  deux  limites,  inférieure  et  supé- 
rieure, trouvées  précédcmiucnl  pour  H  augmentent  elles-mêmes 
indéfiniment. 

Je  n'insiste  pas  davantage  sur  ces  applications  de  la  théorie  des 
fonctions  analytiques  à  l'étude  des  surfaces  applicables  sur  le 
paraboloïde.  Mais  ji*  fais  remarquer  l'importance  exceptionnelle 
(pie  présente,  dans  l'étude  de  la  déformation  d'une  surface,  le 
|)araboloïde  de  révolution  :  cela  lient  à  ce  (pie  toutes  les  surfaces 
a|)plicables  sur  <i'  penveni  s'obtenir  [)ar  des  (piadratures  ;  l'ana- 
lyse (If'jà  citée  de  Daiboux  établit  te  |)oint,   j'v  lenvoie  le  lecteur: 


(')   I.es  inégalités  l)i(;n  connues,  relalivcs  au  module  d'une  somme,   appliquées 
à  l'égalilc  c"'  =  i  —  c-  —  c-,  donnenl  pai-  exemple 
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dans  ce  qui  précède,  je  n'ai  vérifié    que  la  réciproque   de  celle 
proposition  de  Darboux. 

On  sait  que  dans  le  cas  général  les  surfaces  applicables  sur  uu<; 
surface  donnée  ou  représentant  un  ds-  donné  a  priori  dé|>end€nl 
d'une  équation  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre.  Il  y  aurait 
lieu  de  chercher  quelles  sont,  en  deliors  <]u  paraholoïde  de  révo- 
lution, les  surfaces  pour  lesquelles  la  déformation  se  ramène  à  des 
quadratures  (  '  ). 

8.  Sur  la  surface  S  les  courbes  v  =  const.  sont  les  transformées 
des  méridiens  de  ^J?,  les  courbes  H  =  const.  sont  les  transformées  des 
parallèles,  je  les  appellerai,  pour  abréger,  méridiens  e\  parallèles 
de  S.  Les  formules  (fS),  (13),  (i5)  montrent  alors  que  le  tableau 

/(  Cl  —  c)  /(  c'i  —  c' }  i(  c'[  —  c"  ) 


(25) 


donne  pour  la  surface  S  :  en  première  ligne,  les  cosinus  directeurs 
de  la  tangente  au  parallèle  qui  passe  en  M  ;  en  seconde,  ceux  d«'  l;i 
tangente  au  méridien,  à  savoir  MM';  en  troisième,  ceux  de  la  nor- 
male en  M  à  S.  Considérons  maintenant  ia  surface  S',  ses  parallèles 
(^H  =  const.),  ses  méridiens  («',:::=:  const.  )  :  ce  même  tableau 
donne  encore  les  tangentes  analogues,  mais' la  normale  correspond 
à  la  première  ligne  et  le  parallèh;  à  la  dernière. 

La  droite  MM'  engendre  une  c(uigru<'nce  dont  S  et  S  sont  les 
surfaces  focales,  et  cette  congruence  est  bien  une  congruence  de 
normahîs  puisque  les  deux  normales  à  .S  et  S',  en  M  et  M  respec- 
tivement sont  orthogonales. 

Sur  S.  les  courbes  c  =  const..  e,     -  const.  forment  deux  familles 


(  '  )  .le  luoiUre  en  (in  de  Mémoiri'  que  les  développées  de  surface  inii)iiua  domiciil 
une  solution  encore  plus  précise;  toutes  les  surfaces  provenant  de  la  tléforniation 
d'une  quelconque  de  ces  développées  admcllent  aussi  ia  même  délinilion  i;comé- 
Irique  et  l'on  sait  oi)tenir,  cxplicilciuenl,  sans  signe  de  (luadralure,  toutes  ces 
surfaces. 


V/2(H-,) 

v/2(H-i) 

V(n-u 

i(<-'c'\  —  e"c',  ) 

/(«"c,  —  cr",  ) 

i{cc\  —  c'c,  ) 

/H2— I 

v/H2_i 

c  -h  Ci 

c'  ^  c\ 

• 

r  "-,-(■", 
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<()nju<;iR''Cs,  de  même  sur  S'.  Les  asNinptolicjucs  de  S  (;^.S'  sont  les 
courbes  y.  =  consL.,  |i  =^  const.  ;  elles  sont  iir.;»';ina!)(s.  Or  si  nous 
posons  a==À-|-uL/,  chaque  point  de  S  ou  S'  correspond  à  \\\\ 
j)oint  A,  a  du  plan  de  la  variable  complexe  a.  Dans  celte  corres- 
pondance ponctuelle,  les  asymptoliques  de  S  et  S'  out  pour  trans- 
lormées  les  droites  isotropes  du  plan  (^A,  y.),  donc  tout  système 
coinjugué  Iracé  sui-  S  ou  S'  a  pour  homologue,  dans  ]«•  plan  (^ A,  aj, 
un  syslème  orthogonal  et  n'-ciproquemenl  (  '  ), 

Culculotts  maintenant  le  produit  des  rayons  de  rouihuie  prin- 
cipaux en  M  :  le  calcul  a  ét*^  fait  au  jjaragraphe  2  poui  'i*,  donc  il 
est  inutile  de  le  refaire  pou»'  S;  désignons  ce  produit  par  s,  on  a 
p  =  T- (H -f- 1  )- ;  en  tenant  compte  de  la  remarque  du  para- 
graphe 3,  la  (juantilé  analogue  p',  au  point  M',  est  p'  —  t-  (H  —  i)-  ; 
il  était  évident  (jue.  les  lignes  asymptotiques  de  S  et  S'  étant  ima- 
ginaires, la  courbure  totale  <le  S  çiu  S'  dexail  être  positive. 

Extrayons  les  racines  carrées  positives  : 

!/?=-(  H  -f-l),  y/p  —  y/{»'=:    J.-   =./?, 

/p^^t(H  —  l),         p  —  p'^.îT^n, 
/p .  v7'  --  t2  (  M  2  —  i  )  =  M  M  '-•. 

La  lormule  y/o--^/p'=j9  exprime  une  propriélr  iiilCrt.'ssante  : 
en  chaque  }>oint  M  de  S  l'expression  \J o  est  supéricuic  à  la  quan- 
tité analogue  du  point  M  :  la  difiV'rence  est  constante  «jt  égale  au 
paramétre  de  'JL\ 

La  formule  \J o  y/o' =  MM'-  n  est  autre  (pie  la  piopriélé  hnn 
connue  relative  aux  développées  d'une  surface  W  ;  elh;  montre 
Ml  (pie  la  diflérence  \/g  —  y'o'  ne  contieul  eu  réalité  «piNiii  r.idical  ; 


(')  \/A  correspondance  ponctuelle  oldenuc  en  associant  au  point  M  de  S  ]<• 
()oiiil  M'  de  S'  conser\c  les  réseaux  conjugués.  Soient  a  le  point  de  'A  correspon- 
dant à  iM  dans  l'appiicalion  de  S  sur  T  et  a'  le  point  analogue  relatif  à  S'.  Si  H 
et  H,  désignent  les  arcs  de  (  HJ)  )  et  (tl!),),  l'éijuation  rt  :'- H,  const.  donne  le 
léscau  conjugué  commun  A  S  et  'JL^  dans  la  correspoiulance  (iM.  n)  cl  à  S'  et  'Jl 
dans  la  correspondance  (M',  a);  or  M  et  M'  corres|)ondenl  aux  iiiénies  Talcnrs 
de  f>  et  9,  :  on  a  donc  un  réscan  conjogaé  cofimiuii  à  S,  S'  n  'X*  dans  l'une  quel- 
conque des  correspondances  ponctuelles  (M.  a).  (M',  a),  (M,  M'),  (M.  «' ), 
(.M',  «),  (rt,  (i  ).  Ces  résultats  découlent  de  proprii'lës  signalées  par  M.lliybaul 
il  r|ue  je  reprendrai  nllcrieuremenl. 
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si  nous  élevons  au  carre  celle  formule  yp  —  y/o'  =y^,  on  aur; 


p  -+-  p'  —  alMM'- 


9.  Jusqu'ici  nous  avons  montré  comment  la  connaissance  d'une 
courbe  sphérique  (ilï/)  conduisait  au  couple  des  deux  surfaces 
réelles  S  et  S'. 

Nous  savons,  d'api'ès  Darboux.  que,  réciproquement,  toute  sur- 
face applicable  sur  un  paraboloïde  de  révolution  dérive  par  le 
procédé  indiqué  d'une  certaine  courbe  (i)l)). 

Imaginons  donc  qu'une  surface  réelle  connue,  obtenue  par  tel 
procédé  que  l'on  pourra  imaginer,  soit  applicable  sur  un  parabo- 
loïde de  révolution,  de  paramètre  provisoirement  inconnu;  provi- 
soirement nous  ne  savons  pas  encore  si  la  surface  est  une  surface  S 
ou  une  surface  S'.  Mous  allons  reconnaître  que,  par  de  simples 
opérations  algébriques,  n'exigeant  que  des  extractions  de  racines 
carrées,  des  difFérenliations  el  des  éliminations,  nous  pouvons 
calculer  p,  choisir  à  bon  escient  le  nom  S  ou  S',  déterminer  la 
courbe  (ilb)  cl  la  courbe  (itl>i  ),  déterminer  la  surfaco  conqDlémen- 
taire  de  la  ])roposée  el  la  surface  S,  tracer  sur  i]  le  réseau  de  trans- 
lation (clfl)  et  (cilo)),  tracer  sur  S  et  S'  les  asymptotiques  et  les 
parallèles.  Quant  au  tracé  des  méridiens,  il  exigera  deux  quadra- 
tures (  '  ). 

En  effet,  par  un  point  quelconque  M.  de  la  surface  donnée  passe 
un  parallèle  et  un  seul,  dont  les  équations  s'obtiennent  rationnel- 
lement :  en  effet,  le  long  de  celte  courbe,  la  courbure  totale  de  la 
surface  cons(;rve  la  valeur  qu'elle  a  en  IVl;  les  paramètres  directeurs 
de  la  tangentes  au  parallèle  de  M,  et  par  suite  aussi  de  la  tangente  au 
méridien,  s'obtiendront  donc  rationnellement  au  moven  des  coefli- 
cients  qui  figurent  dans  l'écpialion  de  la  surface  et  des  coordonnées 
(lu  point  M.  de  calcul  donne  donc  la  congruence  des  droites  M  ,  M' 


(')  II  n'est  peiil-èlre  pas  siiperllu  de  faire  remarquer  que  le  paral)oloïde  'A 
(•tant  d'une  pari  une  surface  de  révolution,  d'autre  part  une  surface  de  transla- 
tion engendn'e  par  deux  courbes  planes  placées  dans  des  plans  rectangulaires, 
nous  avions  a  /iriori  deux  classes  particulières  de  surfaces  applicables  sur  le 
paral)oloïde  ;  surfaces  de  révolution  ou  hélicoïdales  et  surfaces  de  translation. 


—  16o 


el  sur  chacune  les  coordonnées  du  second  poinl  local  M  exprimées 
rationnellement  au  moyen  de  celles  de  M  ;  autrement  dit.  la  seconde 
surface  focale ^elle^même  est  connue  :  la  comparaison  des  valeurs 
de  p  et  p'  en  M  et  M'  permet  donc  d'attribuer  les  noms  S  et  S',  M 
et  M'  aux  éléments  qui  le  méritent.  Le  paramètre  inconnu  p  est 
obtenu  par  la  racine  carrée 


/J  =  y/p  -r-  -J  —  i  M  M '2  . 

Si  l'on  songe  que  les  deux  équations  x-  -\-  y-  ^=^  ±.  i  p  z  repré- 
sentent des  paraboloïdes  égaux,  on  ne  doit  pas  s'étonner  que  seul/)- 
soit  donné  rationnellement.  La  seconde  formule  (2-)  donne  H 
rationnellement.  Appelons  m,  t",  w  les  paramètres  directeurs  de  la 
tangente  au  parallèle  de  M  ou  de  la  normale  en  M/  à  S'  :  //',  c',  n  ' 
les  paramètres  directeurs  de  la  tangente  au  parallè4e  de  M'  ou  de 
la  normale  en  M  à  S.  D'après  le  tableau  (io),  on  aura,  f\  et  y/ 
désignant  -h  i  ou  —  1 , 


(28) 


i(C\  —  C)      _  T,U 

/a  (H  —  i)        ^u--hv^-h»'i 
c  -H  Ci  r/  u 


v/2(Hh-1)  f/ u'^ -+-  l>"^  ■ 


avec  (piatre  nouvelles  racines  carrées 

V^H  —  r,     v^Hm-i,     \/u^-^  l'-'h  w-,     ^  ti.'^ -^  v'- -h  iv- 

que  nous  prenons  positivement. 
Si  l'on  se  rappelle  que 


J"M  —  ^M' 


i-zi  c'  c'[  —  c"  c\  ) 

c\  -^  c'  c]  -r-  c" 

i(c\  —  c')     fVc'i'  —  c") 

H'p' Viv' 


\/u'^-h  i'*-l-  n'"^  y/;?' 


/(îi^^, 


on  voit  que  l  on  |)Ourra  prendre  Yj  arbitrairement  égal  à  -r-  i  ou  —  i 
et  la  formule  précédente  (ixera  le  signe  de  t^'.  Cette  déterminaticm 
faite,  on  déduit  de  (28)  j)ar  additions  et  soustractions  c,  c',  r", 
r,,  c', ,  c\;  l'ensemble  de  ces  valeurs  n'admet  au  total  que  deux 
systèmes  de  sobilious  égales  et  de  signes  contraires  :  on  devait,  en 
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cftet,  tro4iv<^T  deux  courbes  conjuguées  (>•'->),  (»''->i  )  ou  les  deux 
courbes  symétriques  (  i''->'),  (l'i»',  ). 

Si  donc  a  et  b  sont  les  paramètres  curvilignes  dont  dépendent 
sur  S  les  cooi-données  de  M,  on  a  obtenu  algébriquement 

c=f{a,h),  c'~z{n,b),  c"  = ']^{a,  b). 

l/une  ou  l'autre  des  trois  équations  équivalentes  f[ci.  b  )  =  const. 
ou  C3(rt,  t  )  ^=  cônst.  ou  'S(  a,  Z^  )  =  const.  détermine  sur  S  et  S' 
une  famille  (Fasymptotiques,  et  sur  }i  une  famille  de  courbes  à 
lorsion  constante  ('l>j;  les  lignes  imaginaires  conjuguées  donnent 
les  secondes  asjmptoliques  ou  les  courbes  (  A>,  ).  Conformément 
aux  prévisions,  tous  les  éléments  géométriques  ont  été  obtenus 
par  diÛTérentiations,  éliminations  et  calculs  algébric[ues  n'exigeant, 
au  plus,  que  <«inq  radicaux  carrés.  Seule,  la  détermination  des 
méridiens  on  rap])licalion  effective  des  S  sur  <?  exige  deux  (piadra- 
tures. 

10.    La  construction    géométrique    rappelée   au    |)aragraphe   3 

montre  bien  que  si  l'on  imprime  à  la  spbère,   portant  les  deux 

courbes  (  liS  )   et  (tt''i)  conj liguées,   le  déplacement  réel  le  plus 

général   autour  de  l'origine,    (  iH.  )   et   (tiî'i  )   ne   cessent   pas   d'être 

conjuguées  et  les  deux  surfaces   S  et  S'  ne   font  que  participer- 

au  déplacement  général  de  la  ligure.  Si  sur  la  courbe  (  \il>  )  on  a 

posé 

(■  -\-  ic'                            c  -+-  ic 
(v.g)  "  =  -r Ti'  *' = .   ,     «  ' 


les  quantités  //  et  r  sonl  fonctions  du  paramètre  a  el  le  dé|)lacc- 
ment  le  plus  général  et  leel  correspond  à  effectuer  sur  n  et  v»  la 
même  suljslitution  liomograpliic[ue 

mu' -\-  Il  nn>' -\-  n 

(  :io  )  u  ■■ 


Ho  a 


où  ni  et  //  sdut  deux  constantes  fpielconques  doul   ///o  el   //„  >^>nl 
les  conjuguées. 

Mais  (ju'arrive-l-d  si  nous  iiiq)riiuon>  à  la  sphère,  autour  de 
son  centre,  uti  déplacement  arbitraire;  non  réel?  l/d  courbe  (  iil)  ) 
<;st    remphio'c    j>ar    une    courbe    (  lit.  I  ;    nous    associons    à   cette 
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courbe  (ni)  ),  puisque  nous  nous  bornons  aux  surfaces  réelles,  la 
courbe  conjuguée  (ii'.>i  ),  hujuelle  se  déduit  de  (  iiî>,  ),  non  pas  par  le 
mouvement  considéré,  mais  par  le  mouvement  conjugué.  Nous 
allons  chercher  c[uelle  relation  existe  entre  la  surface  primitive 
S  (ou  S')  et  la  surface  finale  S  (  ou  S').  L'opération  qui  fait  passer 
de  (il!)  )  à  (  \l!)  )  se  traduit  par  une  substitution 

(.31)  ^=r n'  ^=r n' 

où  A,  B,  C,  D  sont  des  constantes  arbitraires,  réelles  ou  imagi- 
naires; comme  on  peut  réduire  Tune  d'elles  à  l'unité,  cette  substi- 
tution (3i)  met  en  jeu  six  paramétres  réels.  Il  est  facile  de  voir 
que  cette  substitution  (^ii)  équivaut  à  deux  opérations  suc- 
cessives : 

I  /nu  +  a  rnv' -r-  a 

\     U    =    ; ,  V     =    ; , 

(37.)  —nou-^nio  —  nov  —  m» 

i    \J  =  }.  a'  -h  \J.  -h  V  /.  V  =  X  p'  -H  (J.  H-  V  i, 

dont  la  première  est  un  déplacement  réel;  dans  la  seconde.  A,  lu.,  v 
sont  trois  constantes  réelles. 

En  efl'et,  si  C  est  nul,  D  ne  l'es^  pas,  nous  pouvons  le  supposer 
égal  à  I,  et  la  substitution  (  M)  peut  s'écrire,  en  appelant  a  l'argu- 
ment de  A. 

U  =  (Ae -'«)«<?'■*+  B,  V  =  (Ae-'"«  )ve'''*-^  B, 

ou  encore 

(   u  =  ti'e  '^,  i'  =  r't'-'*, 

(33)  l 

'  I   U  =(  Ae-'*)H'-i- B,  V  =  (Ae-'*)p'-f-B; 

la  première  opéi'alion  e>l  |)récisément  une  rotation  réelle  autour 
de  O-  et  le  r(''sulliit  e>t  obleuu  dans  ce  cas. 

Si  C  n'esl  pas  nid.  n<)u>  éeiixons,  pour  remplacer  (3i), 

THu  -~  n  mv'  -¥-  Il 


—  Hy^u  -i-  /«o  '  —  HoV  ■+-  nio 

(  '>3)  { 

\(  mil  -h  n) -^  B( — Hoii  -h  nin)  _ 

(;(m«' -f- n)  H- D( — n„u'  -h  nio) 

Choisissons  ///  el  //  de  sort<'  que  Cm  —  D//o  soil  nul.  ce  qui  rsl 
possible  dune  infinité   de  laçons  ;   dapi'ès   ce  qui   précède,  nous 
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aiu'ons  donc  le  droit  d'écrire,  avec  ces  valeurs  de  îh  et  ??, 


t7iu  -1-  n  mv  -+-  n 

U    =    ; I  ('    =    ; 


—  lin  II  -T-  ;»o  —  "o  u  -+-  fia 

(^'>)  <      ,         „    .  .         „    ■ 

\  Il  —  u  e'"-,  V  =  i>  c'^. 

(   U  =  /.  u"  M-  iji  4-  V  i,  V  =  >,  {■•"  +  fx  -+-  V  i. 

Or,  remplacer  (a,  ç)  par  {u',  v'  )  j)uis  (?/,  r')  par  («",  i-'"  )  re^ienl 
à  effectuer  successivement  deux  déplacements  réels  autour  de 
l'origine,  de  sorte  que,  délinitivement,  nous  avons  passé  de 
(u^  i')  à  (n\  i>")  par  un  déplacement  réel,  puis  de  (//".  p")  à  (U,  V  ) 
par  l'une  de  ces  substitutions  à  trois  paramètres  réels,  qui  est  du 
type  de  la  seconde  t)pération  (3?,).  Nous  avons  donc  bien  établi 
que  la  substitution  (  .5 1  )  se  ramène  dans  tous  les  cas  aux  opéra- 
tions (3a).  Remarquons  encore  qu'on  peut  écrire  (3i)  sous  la 
forme 

,,.  ,,  DU  —  B  DV  — B 

(  'I  )  «=  — ^,,    .    ,  »  f  = 


—  GU  +  A  —  CV-^-A 

qui,  somme  toute,  ne  diffère  de  (3i  )  que  par  Iccbange  de  //  avec  U, 
i^  avec  \',  et  par  les  valeurs  numériques  données  aux  coefficients; 
donc  la  substitution  (31)  ou  (  Si")  est  encore  équivalente  aux  deux 
opérations  successives 

/  a  =  Ljf'-î-  M  -+-  N/,  V  —  L\>'-:-  M  •+■  Ni, 

<36)  I  U  =     pii'^q  y^     p^'^q 


(JoU  -^  Po  —  'hv  -^  po 

qui  sont  encore  du  même  type  que  les  opéi'ations  (32).  nuiis  dans 
l'ordre  inverse,  et  avec  des  coelïicients  numériques  difierents. 

Donc  renq)lacer  (?/.»')  par  (U,  \)  revient  d'abord,  si  l'on 
adopte  la  forme  (36),  à  remplacer  (?/,  r)  par  (u',  i'')  ;  la  surface  S 
est  alors  remplacée  par  un<'  surface  S  dépendant  des  constantes 
L,  M,  ]N  qui  sont  des  paramètres  de  forme  et  non  plus  des  para- 
mètres de  déplacement  ;  quand  on  remplace  ensuite  (a'.  <' ) 
par  (LJ,  V),  la  surfat^e  S  ne  sul)il  j)lus  qu'un  déplacement,  trans- 
foimation  banale. 

Nous  nous  sommes  donc  débarrassés  des  trois  paramètres  de 
déplacement  qui  entrent  en  jeu  dans  (.')i)  cl  il  ne  nous  reste  plus 
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que  li'ois  paramèUes  de  loinie.  Celle  réduclion  sérail  ptjssible  de 
bien  d'autres  façons  :  on  aurail  pu.  par  exemple,  dire  qu'un 
déplacemenl  imaginaire  lel  que  (3i)  revienl  à  une  première 
rolation  réelle  d'amplitude  arbitraire  autour  d'un  diamètre  réel 
arl)ilraire  de  la  sphère  suivie  d'une  seconde  rotation  cV amplitude 
imaginaire  pure  autour  d'un  nouveau  diamèli'e  réel  arbitraire  de 
la  sphère;  ces  deu\  opérations  peuvent,  d'ailleurs,  être  remplacées 
par  deux  opérations  de  même  espèce,  mais  prises  en  ordre  inverse. 
L'opération  que  j'ai  conservée 

u  =  Lu'-^  M  -r-  N  t.  v  =  Lf'~  M  -^  \  i, 

où  L,  M,  N  sont  réelles,  est  peut-être  plus  appropriée  au  problème 
actuel  (  '  ).  En  tous  les  cas,  le  résultat  fondamental  est  établi  :  Toute 
surface  S  applicable  sur  le  paraboloïde  ^J?  fait  connaître 
immédiatement  une  nouvelle  série  de  surfaces  S  applicables 
sur  <f,  non  égales  à  la  .surface  initiale,  dépendant  de  trois 
paramètres  de  forme.  I>c  /dus,  la  surface  S  correspondant  à 
des  valeurs  données  de  L,  M,  N  s'obtient,  rjuand  S  est  connue, 
sans  intégration,  précisément  par  les  opérations  énoncées  au 
paragra/fhe  précédent  ;  les  coordonnées  de  chaque  point 
de  S  s'obtiennent  algébriquement  au  moyen  des  coordonnées 
du  point  correspondant  de  S.  Si  donc  S  est  algébrique,  S  Vesi 
aussi  et  réciproquement . 

En  effet,  S  étant  connue,  nous  asons  eu  successivement 
p,  c,  c  ,  c",  C(,  c\,  c\  et  le  réseau  des  courbes  de  translation 
tracées  sur  1\  On  a  ensuite 


I  -+-  c" 


Les  formules  (-1.)  données  au   paragraphe  \\  donnent,  jiour  une 


('  )  .M.  (loiirsal.  aux  Acla  inalliernalica.  t.  XI,  a  précisénu-nt  éliidié  celle  même 
Iransformalion  u|)pli((iiéc  aux  surfai  es  ininiina.  I>'aulie  part,  S  fait  coiinailrc  un 
couple  lies  surfaces  inininia  se  corrcspontlanl  rntiiinc  focales  d'une  même  con 
giuence  reclilif,'nc,  avec  conscrvalion-des  asyniplotiques  et  des  lignes  de  longueur 
nulle.  Les  surfaces  S  fournissenl  alors  les  divers  couples  de  surfaces  niiniina  qui 
se  déduisenl  du  premier  par  la  iransformalion  de  M.  (.ioursat. 
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('ourbe  (.-A.)  de  S, 


1   —  IH> 

.  1  -f-  »^'              „ 

a  ~-  <" 

u V 

u  —  t 

u  —  t' 

X  -+-  iy  =  - 

^  (■'-  du,  H-  u"  dv 

X  —  iy  = 

r  du  -r-  dv 

(37) 


r  u  dv  -r-  V  du 
^  =       'J       {u-vY     ■ 

Cheminons  donc  sur  la  surface  ^  connue,  le  long  d'une  (;ourbe  {^X^), 
ce  qui  esl  possible,  ces  courbes  étant  connues,  on  a 


I  ^  "'"  ^.y      C  '"^  ^"  ^  "'  ^^^ 

i       —-      ~J         (u  —  v)-- 
1  .r  —  i  y  r  du  -+-  dv 


ic         r  (•■ 


du  —  u"-  di 


(  u  —  V  r- 


I  y         f  du  -h  dv  c  —  ic'  _    /*  dv  —  du 

(38)  /  — ---  =  1  jj-:—^^  -^  -J  („_,).' 

u  dv  -I-  V  du  „  r  "  '/''  —  ^  ^" 

(«-^)' 


r  u  dv  -I-  c  (/»  „     _  r 

J     ("  — '\)-    '  J 


On  en  conclut,  par  addition  et  soustraction,  la  \aleur  des   six 


intégrales  : 


3o) 


v-  du 


r       du  r      V  du  r     v-a 

J    (  u  —  v)''-  '      J    (  M  —  V  )2  '      J    (u  — 

r      dv  r     u  dv  r    w'  dv 

J    (  u  —  V y-  '      J    (  u  —  vy-  '      J    (  u  —  t.-;- 

Pour  ol)tenir  la  surface  S  il  suflit  de  savoir  calcider  les  coor- 
données d'un  |)oinl  de  la  courbe  (  .l>  ).  c'esl-à-dire  les  intégrales 
analogues  à  (09)  où  //  el  e  sont  remplacées  par  u'  et  v'  :  or,  on 
constate  imniédiatemenl  que  cliacune  des  six  intégrales 

r     du'  r    v' du' 

j  {u'—v'y'    J  {u'—vy' 

est  une  expression  linéaire  à  coeflicienls  constants  des  inté- 
grales ('^^(j);  lii  [proposition  est  donc  établie. 
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__         CHAPITIU:  II. 

KTUDK    SPÉCULR     DKS    SL'HFACES    AUiKBBigUES.    SYMKTRIKS.    POINTS    A     LI.M-IM. 
SURI-ACKS    THANSCKNDANTES    DE    RÉVOLUTIO.N    OU    HÉLICOÏDALKS. 

1.  Je  Mie  horiierai  (Jcsorinais  aux  surfaces  S  ou  S' non  seulemenl 
ii'elles,  mais  algébriques.  Les  résultats  du  paragraphe  9  du  Cha- 
j>ilre  précédent  prouvent  bien  que  S.  S'.  S  sont  ensemble  algé- 
biKjues  ou  trctns('endanlcs.  La  condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  que  ces  trois  surfaces  soient  algébriques  esl  que  la  courbe  (tl) 
soit  algébrique  elle-même  :  autrement  dit.  la  courbe  (>'!'),  ou  le 
cône  (^,  non  seulement  sont  algébricpies,  mais  satisfont  encore  aux 
conditions  que  j'ai  étudiées  au  Mémoire  déjà  cité  sur  les  courbes 
à  torsion  constante  (  '). 

Les  résultats  obtenus  confirment  une  fois  de  plus  la  nécessité 
de  distinguer  le  cas  où  (itl)  et  (  itî/ )  sont  distinctes  et  celui  où 
elles  ne  fornient  qu  une  méuie  courbe  analyticpjement  indécom- 
posable. 

Soit  d  al)or(l  le  premier  cas  :  à  un  point  M  de  S  s'associent  les 
points  /??(<?,  c',  c")  de  (  »i!.  )  cl  ///,(c,,  c',,  c\]  de  (ii'.>,  )  ou  bien  les 
deux  j)oints  diainclralcmcnl  opposés  m  et  nî^  de  (  iH/ )  et  (l'î»,  )• 
Ado[)tons  pai'  exemple  m,  m,  ;  décrivons  sur  .S  à  partir  de  M  un 
circuit  fermé  continu  quelconque  :  les  points  m,  m,  suivis  par 
continuité  restent  sur  (  ii!.  )  et  (  n!),  )  ^ans  pouvoir  passer  sur  (ii!.'i 
ou  (<'i>,);  donc,  au  retoui-  en  M,  on  retrouve  le  couple  ///.  /?/ ,  ; 
portons    sur   la    normale    en    M    un    xccteur    Mil    de    projections 

<--\-c,,  r'-f-c, .  c'-j-c,  et  par  suite  de  longueur  y/:>,  (  II  ^  i  )  :  si  le 
circuit  fermé  est  léeL  <•<•  xeclcui'  ne  s"am\ule  pas,  et.  siii\i  par 
continuité,  se  retrouve  au  retour  poité  sur  la  direction  initiale  et 
non  sur  la  Jlreetion  opposée.  Il  résulte  de  là,  qu'au  point  de  \ue 
réel,  la  surface  S  ;i  deux  cotés  bien  distincts;  au  point  de  \  uc; 
analytique   pur.  cela   n'est    pas  né(M'ssairement   viai.  car  le  ladical 

yll  -I- I  n(;  sera  pas.  en  général,  une  expression  rationnelle  pai- 
l'apport  aux  cooi"donné(;s  de  M. 


(')    Annales    de    l'Kcnle    Normale  sufterieiiri'.    i<)ii);    voir    en    particulier    le 
Cliapilir  II  (le  rr  .Mémoire,  p.    '- .<  i\    io'i. 
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Pour  la  surface  S',  je  considère  de  même  le  vecteur  /(c,  —  c), 
i{c\  —  c'),  /(c'j  —  c"),  soit  JVrU',  de  longueur  y/2(  H  —  i);  pour 
les  points'  réels  de  S  et  S',  nous  savons  que  H  est  positif"  et  supé- 
rieur à  1,  sauf  le  cas  où  la  courbe  (iil))  admet  un  ou  plusieurs 
points  réels,  qui  lui  sont  communs  ave<'  (  iii»)  ).  Si  donc  nous  suppo- 
sons que  (  il!>)  n'admet  aucun  point  réel,  la  surface  S'  a,  comme  S, 
deux  côtés  distincts  au  point  de  vue  réel,  mais  non  au  point  de 
vue  analytique.  Si  (»t!)),  sans  être  réelle  au  sens  vulgaire,  admet 
des  points  réels,  chacun  de  ces  points  donne  un  point  réel  et 
régulier  de  S,  un  point  réel  et  singulier  de  S';  nous  pourrons 
éviter  de  faire  passer  le  circuit  fermé  de  S  ou  'S'  par  ces  points, 
en  nombre  fini,  et  alors'  une  telle  circulation  ne  change  pas  le 
sens  de  demi-normale  adopté  pour  S'.  Si  la  courbe  (  ill> )  est  réelle 
au  sens  vulgaire,  chacune  des  surfaces  S  et  S'  admet  un  même 
point  réel  (o  pour  centre  de  symétrie,  co  étant  point  conique 
de  S  et  S';  les  deux  côtés  de  S  sont  encore  distincts  au  point  de 
vue  pratique.  Quant  à  S',  exactement  comme  dans  le  cas  où  (  iil>  ) 
admet  des  points  réels  isolés,  ce  ne  sera  j)lus  que  par  convention 
que  les  deux  côtés  de  la  surface  seront  distingués  par  le  vecteur  M' U' . 
Je  reviendrai  sur  ce  cas. 

2.  On  obtient  des  résultats  bien  distincts  si  le  cône  C.  cl  par 
suite,  le  cône  conjugué  C|  coupent  la  sphère  a.'- -^  y- -\- z-- =  \ 
suivant  une  courbe  indécomposable  (').  Nous  a\ons  d'abord 
lemarqué  que  S  et  S'  constituent  les  deux  nappes  d'une  même 
surface  analytique  (supposée  de  plus,  ici,  algébrique).  Ces  deux 
nappes  se  distinguent  pratiquement  par  ce  fait  que  S  peut  recou- 
vrir $,  tandis  que  S'  ne  le  peut.  Nous  trouverons  bientôt  d'autres 
raisons  plus  intuitives,  à  simple  aspect.  Considérons  maintenant 
un  point  M  réel  de  S,  qui  correspond  à  un  point  m  de  (itï>i  et  au 
j)oint  /;<,,  imaginaire  conjugué  de  /»,  pris  sur  (  iil.,  )  ou  encore  au 


(')  La  siufaco  S  élant  couniic.  en  siiivaiU  la  marche  du  paragrapiïe  !)  du 
Cliapilre  précédent,  on  fornme  les  expressions  M;  m- -(- r- 4- tv^ ;  u'--i-  v'^-^-  iv"^  qui 
sont  rationnelles  par  rapport  aux  coordonn(>es  de  M.  l'our  que  (t'I))  et  (  Itî)' ) 
soient   analytiqucinent  distinctes,  il    faut    et    il    suffit   que    les  deux  expressions 

H-i  .  H-+-I  .         ,  .      „ 

— ; ; ;  et  — ; 7- soient  les  carres  d  expressions  rationnelles  conve- 

U'-hV'-\-W'  U'^-+-  V- -i-  W- 

nablcinent  choisies. 
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couple  des  deii.v  points  diamétralement  opposés  ni  et  in\.  Les 
coordonnées  c,  c' ,  c'  du  point  m  étant  fonctions  du  paramétrer 
(complexe  a^je  joins,  dans  le  plan  de  cette  variable  complexe  a, 
les  points  figuratifs  de  ///  et  m'  par  une  courbe  arbitraire;  nous 
supposons  que  ni  décrive  l'arc  sphérique  correspondant,  mi  restant 
le  conjugué  de  /// ;  nous  décrivons  sur  S  un  circuit  réel  partant 
de  Vf  et  y  revenant;  au  relotir,  nous  obtenons  pour  c,  c',  c"  suivies 
par  continuité  les  déterminations  opposées;  le  vecteur  MU  déjà 
considéré,  porté  sur  la  normale,  de  longueur  y/2  (  H  -t-i  )  toujours 
non  nulle,  est  retrouvé  au  retour,  avec  des  projections  égales  et 
de  signe  contraire  :  donc  ce  circuit,  continu  et  réel,  tracé  sur  S. 
a  <-hangé  le  sens  de  la  demi-normale  suivie  par  continuité;  la 
surface  S  n'a  donc  qn  un  côté. 

Pour  S',  le  résultat  est  le  même,  la  démonstration  est  identique, 
si  (i)l>)  n'a  qu'un  nombre  Uni  ou  nul  de  points  réels  :  on  trace  le 
circuit  dans  le  plan  (a)  de  façon  à  éviter  ces  points,  de  sorte 
que  y/H  —  1  ne  s'annule  pas.  Si  (il!))  est  une  courbe  réelle  au  sens 
vulgaire,  comme  précédemment  S  et  S'  admettent  un  centre 
«•ommun  et  le  résultat  i-elatif  à  S'  aura  besoin  d'être  revu  à  part. 

Les  exemples  les  plus  simples  sont  donnés  dans  mon  Mémoire 
de  V Ecole  Normale  :  page  336,  cône  C  réel  du  degré  (\.  coupant  la 
sphère  sui\ant  deux  courbes  (  iil' )  et  (il''>')  distinctes  de  degré  6; 
page  33 1.  cône  C  réel  de  degré  5  coupant  la  sphère  suivant  une 
courbe  unique  de  degré  10;  page  008,  en  courbes  sphériques 
imaginaires,  cubique  de  M.  Lyon,  qui  sera  étudiée  plus  loin  en 
détail,  (  iil)  )  et  (  illi')  sont  deux  courbes  distinctes  du  second  degré; 
pages  332  à  .)35  divers  exemples  de  cônes  du  degré  .')  donnant  une 
courbe  (  ii!i  )  indécomposable  du  degré  10  et  imaginaire. 


lî.  Revenons  au  premier  cas  :  (ill))  distincte  île  (^ii!>');  S  et  S' 
sont  analjtiquemeut  distinctes,  chacune  est  connexe,  ainsi  que  S 
(rappelons  que  nous  supposons  S  et  S'  réelles  et  algébriques).  En 
eUet.  à  un  point  M  quelconque  de  S  correspond  un  point  et  un 
seul  m  de  ^s\>^,  de  même  à  un  point  N  correspond  \n\  point  //  ; 
r,  c  .  c'  étant  fon(;tion>  de  la  \iinal)le  e(>m|)le\e  a,  manpions  dans 
le  plan  (a)  les  points  ligiiratifs  de  ///  et  //  :  il  existe  manifestement 
une   infinité   de  chemins  linis  et    continus  joignant  tu  à  n  et  par 
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suite  une  infiiiilé  de  chemins  réels  liais  reliant  sur  S  les  points 
réels  M  et  N  s;uis  quitter  S.  Même  remarque  pour  S'  et  ï. 

Si  (i)i>)  nest  pas  analytiquemenl  dislincte  de  (iti)'),  S  et  S'  ne 
sont  pas  aualytiquenient  distineles  :  soient  M  et  M  deux,  points 
réels  associés  de  S  et  S';  à  ce  couple  correspondent  un  prenii(;r 
couple  de  points  ima<;finaires  conjugués  m  et  mi  sur  (\U))  et  (>•$><) 
el  le  second  couple  in\  ni\.  On  j)eut  dire  (Chap.  I,  ^  3) 
que  M  correspond  à  m  et  m,  ou  bien  à  m'  et  m\;  mais  on  |)eul 
dire  aussi  que  M'  correspond  (avec  e^zz-j-i)  à  m  ci  in\  ou  à  ///' 
et  m,.  Mais  alors,  pour  passer  d'un  chemin  continu  de  M  à  M',  il 
faut  disposer  de  a  et  |j  de  façon  : 

Soit  à  partir  de  m  sur  (iil>)  et  ni,  sur  (»•'.>!  )  pour  aboutir  respec- 
tivement à  /n  et  ni\  ; 

Soit  à  partir  de  m  et  m,  pour  aboutir  à  m'  et  m,  ; 

Soit  à  décrire  sur  (  \ii))  et  (  l'iii)  les  arcs  diamétralement  opposés 
à  ceux  que  nous  venons  de  considérer. 

Dans  aucun  des  cas,  les  arcs  décrits  sur  (iiî>)  et  (ii'.>i)  rie  sont 
imaginaires  conjugués  l'un  de  l'autre;  donc  on  a  bien,  sur  la  sur- 
face analyti(jue  (S,  S'  ),  circulé  d'une  façon  continue  de  M  en  ^I' 
sans  quitter  cette  surlace,  mais  le  chemin  est  nécessairement  ima- 
ginaire sur  une  certaine  étendue.  S  et  S'  sont  donc  bien  deux, 
nappes  de  surface  distinctes,  séparées  l'une  de  l'autre;  si  elles 
sont  réalisées  matériellement,  (-e  fait  sautera  aux  veux,  l^llo 
peuvent  peut  être  se  traverser  soit  le  long  d'une  ligne  double,  soit 
en  un  point  conique  (dans  le  cas  d'un  centre  de  symétrie,  \r<xv 
exemple),  mais  la  variation  continue  du  plan  tangent  permettra, 
si  cet  accident  se  produit,  de  discriuiiner  S  et  S'.  En  tout  cas  la 
même  démonstration  que  précédemment  montre  que  l'on  p(;ul 
joindre  d'un  trait  continu  sur  S  deux  points  réels  quelconques  M 
et  N  de  celte  nappe  S;  de  même  sur  S'.  Et  11  est  clair  qu'un  point 
réel  M  de  S  et  un  point  réel  TN'  de  S'  ne  peuvent  être  joints  par  un 
arc  réel.  Nous  avons  vu,  plus  haut,  (ju'il  y  avait  lieu  sur  S  ik'  dis- 
tinguer deux  sortes  de  circuits  fernu';s  :  ceux  qui  ne  changent  |)a> 
le  sens  de  la  demi-normale  et  ceux  qui  le  changent. 

i.  Clierclions  maintenant  à  (juelles  conditions  S,  S',  ï  admcllcnl 
un  centre,  un  plan  ou  un  axe  de  symétrie  ou  encore  un  axe  de 
rotation. 


j 
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il  iullil  de  songer  à  la  congrueuce  des  droites  MM  pour  voir 
qu'une  telle  propriété  ne  peut  appartenir  à  lune  des  trois  sur- 
faces, sans  appartenir  aussi  aux  deux  autres. 

Je  mettrai  à  contribution  le  beau  Mémoire  de  M.  Goursat 
{Annales  de  l  Ecole  Normale,  i<^^7)  sur  les  surfaces  admettant 
les  symétries  d'un  poljédre  régulier.  Je  généraliserai  d'abord  la 
notion  de  surfaces  simples  ou  doubles  de  cet  auteur  :  il  réserve 
le  nom  de  surfaces  simples  à  celles,  telles  que  la  sphère,  le  tore, 
les  surfaces  minima  simples,  etc.,  dont  on  j>eut  séparer  analytique- 
ment,  en  chaque  point,  les  deux  directions  opposées  portées  par 
la  normale.  Sur  les  surfaces  doubles,  au  contraire,  une  circulation 
convenablement  choisie,  à  partir  d'un  point  quelconque  pour  y 
revenir,  échange  ces  deux  directions  :  mais  pour  les  unes,  telles 
que  les  surfaces  minima  algébriques  doubles,  ou  la  surface  réglée 
d'équation 

cette  circonstance  peut  se  réaliser  avec  des  circuits  réels,  tandis 
que  pour  les  antres,  tel  l'ellipsoïde,  elle  ne  se  réalise  qu'avec  des 
circuits  imaginaires.  En  me  plaçant  cette  fois  au  point  de  vue  du 
profane,  je  pourrai  donc  convenir  de  faire  passer  dans  la  catégorie 
des  surfaces  simples  les  surfaces  doubles  dont  le  sens  de  la  nor- 
male reste  inalléré  par  les  circulations  réelles.  C'/est  cettt;  nouvelle 
définition  que  j'adopte  maintenant. 

Soit  alors  une  surfa(;e  simple,  qui  admet  un  centre  (  ou  un  jilan, 
ou  un  axe)  de  symétrie.  (Considérons  en  chaque  point  la  normale 
dirigée  du  côté  adopté  une  fois  pour  toutes  sur  toute  l'étendue  de 
la  surface;  soient  deux  points  M,  \  qui  se  correspondent  dans 
celle  svmélric  Si  les  deux  demi-normales  en  M,  N  résultent  cfiec- 
tivement  l'une  de  l'autre  par  cette  svniélrie,  je.  dirai  que  la 
symétrie  est  de  première  espèce;  si  au  conliain;  la  symétri(jue  de  la 
demi-normale  en  M  est  directement  opposée  à  la  demi-normale 
de  -N,je  dirai  que  la  symétrie  est  de  deuxième  espèce,  (icci  est 
d'ailleurs  la  définition  et  le  langage  de  M.  (ioursat  transposés  ici. 
On  retrouve  les  mêmes  conséquences  :  par  exemple,  si  une  sur- 
face simple  S  athnct  un  |)lan  de  symétrie  1*  et  si  l'un  des  morceaux 
de  rint(n-se<iiou  de  S  et  l*  est  géodésique  pour  S,  I*  est  plan  dt> 
symétrie  de  première  espèce;  l'intersection  d'une  surfoce  simple  S 
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avec  un  plan  de  symétrie  de  deuxième  espèce  est  nécessairement 
ligne  multiple,  etc. 

J'adopte  aussi  les  conventions  de  M.  Goursat  pour  l'emploi  des 
mots  :  fonction  réelle^  ligne  ou  surface  réelle.  Une  surface  est 
dite  réelle.,  si  elle  est  identique  à  sa  conjuguée  :  le  cône  iso- 
trope x--\-y--\-  z--^o  au  point  de  vue  de  M.  Goursat  est  réel. 
(}uand  ce  sera  nécessaire,  j'adopterai  l'écriture  :  réel  (t-)  ou 
réel  ((/)  quand  il  s'agira  de  la  réalité  au  sens  du  profane  ou  de  la 
réalité  au  sens  de  M.  Goursat. 

5.  Cela  nous  guidei'a  dans  l'étude  de  la  symétrie  par  rapport  à 
un  point  w. 

i\ous  savons  que  le  rayon  de  torsion  d'une  courbe  est  une 
quantité  possédant  un  signe  propre  :  une  symétrie  par  rapport  à 
vin  point  ou  un  plan  en  change  le  signe,  une  symétrie  par  rapport 
à  une  droite  le  laisse  inaltéré. 

Soient  donc  les  trois  points  associés  M,  M',  ijl  de  S,  S'  '^  et  les 
symétriques  respectifs  N,  N',  v  par  rapport  au  centre  to.  En  [x  se 
croisent  sur  i^  deux  courbes  [A^-)  et  (ol>'^)  de  i-ayon  de  torsion  — 

et—; — '-  respectivement;  en  v  se  croisent  deux  courbes  à  torsion 
constante  symétriques,  dans  leur  ensemble,  des  précédentes  par 
rapport  à  tu.  La  remarque  précédente  nous  montre  donc  que  {A>\^-) 
a  pour  symétri(jue  (-l/j  ).  La  symétrie  remplace  la  normale  {c  +  C| , 
r'-f-c, ,  c" -\- c\)  pai"  une  droite,  parallèle  de  mèuie  sens  ou  non. 
ou  en  conclut  donc  qu'elle  produit  l'un  des  deux  échanges 
ci-dessous  : 

(0 
ou 

(■■0 


-,         c ,        <■  ;  Cl, 

'-I,     —  '•', .     —  c",  :         —  c. 


La  courbe  (>''->),  lieu  du  point  (c,  c',  c'),  se  trouve,  dans  le 
premier  cas,  lieu  également  du  point  (  C|,  c, ,  c\)  et  coïncide  donc 
avec  (\iî)i  );  dans  le  second  cas  elle  coïncide  avec  (ill),  ).  De  toutes 
façons,  G  et  d  coïncident,  G  est  réel  (c)  ou  ((j). 

(^)uand  le  cône  C  est  réel  (p),  la  courbe  (  it!»  )  est  réelle  (i),  donc 
coïncide  nécessairement  avec  (i'Îm);  si  (iil>)  et  (l'I'')  sont  distinctes. 


I 
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le  fait  que  (ilî))  coïncide  avec  (^î»,)  et  non  (itl>))  entraîne  que  C 
soit  réel  (()')  seulement.  Mais  si  le  cône  C  est  réel  (()'),  il  peut 
arriver,  suivant  le  cas,  que  (ilî')  coïncide  soit  avec  (i'Im)?  soit 
avec  (il!/,). 

Réciproquement,  supposons  C  et  C,  coïncidant  :  les  surfaces  S, 
S',  ^^ pourK>u  qu'elles  soieiiL  algébriques^  ont  un  centre  commun 
de  sjmélrie.  Considérons  la  section  a  do  (]  par  le  plan  5  =  i  et 
le  point  P(s5  '^1,  0  où  la  droite  Om  perce  le  plan  5  =  1.  J'écris 
pour  S,  S'  ou  i] 

'  <>f,  fZ      f  lit.  Z  l~  ,     ,    „  „    ,   ■ 

-, z /     r. ^ ' ^^  ^  -  '^  ^'  ^' 

OÙ  Q  est  un  point  fixe  de  7,  (^,  le  point  coujuj^ué,  situé  aussi  sur  a 

'  c       c'        \ 

en    vertu    de    l'hypothèse;    P  et    1^    sont   les   points    /-,  —„,  ij 

/Ci      c',        \ 
et  [-y,  -^ ,  il  conjugues  sur  a. 

Echangeons    P   avec   l*,,   nous  avons   un  nouveau   point  de  la 
surface 

/  /  N                  '  ~    /'  ''         ^n                '"^    f  ^         dr,  si-.      ,   „  „   ,  ^ 

()        ^1=—/       -, z /      7- :, —<r  c^  —  c"(■\). 

En  ajoutant 

'-i   /■''      r^'      /•■'■      r^^'i         r^' 

(5)  .  +  .r.^-     /     ^/      -./      -./         -_=/./      . 

'-     (  ./q  ./,,  ./y  .7,.^         )  e/y 

Ceci   prouve   que  x  +  .r,    est    une   conslaiilc,   d'ailleurs   réelle, 

car    ^       a    pour  conjuguée    /     >  de   sorte  que    /       est  une  imagi- 

naire  pure.  Le  raisonnement  est  le  même  pour  k+J'i;  :;-|-:;i; 
donc  nous  avons  bien  vérifié  l'existence  d'un  centre  comniun  aux 
trois  surfaces.  La  démonstration  siqipose  bien  (pie  les  intégrales 
curvilignes  n'aient  qu'une  détermination,  les  limites  étant  données; 
si  les  surfaces  étaient  transcendantes,  notre  raisonnement  serait 
en  défaut,  au  moins  dans  certains  cas.  Il  existe  des  surfaces  trans- 
cendantes à  centre  (surfaces  de  révolution);  pour  de  telles  sur- 
faces il  est  toujours  nécessaire,  nuùs  non  suffisant,  que  (î  soit 
réel  (v)  ou  (  j). 

Revenons  aux  surfaces  algébriques  et  supposons  C  réel  (i).  Les 
xu\.  la 
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points  m  et  m^  peuvent,  sans  cesser  d'èti-e  conjugués,  tendre  vers 
un  même  point  réel  de  la  courbe  (»il))  :  quand  m  et  m,  sont 
contondus,  les  trois  points  M,  M',  jji  se  trouvent  confondus  tous 
avec  (.)  ;  la  normale  en  M  à  S  est  devenue  la  parallèle  à  la  droite  0/n, 
binorinale  de  [X).  Donc  le  centre  (o  est  un  point  conique  de  S,  le 
cône  des  tangentes  en  oj  étant  constitué  par  les  parallèles  aux  tan- 
gentes de  la  courbe  (A>)  (ou  supplémentaire  de  C);  quant  à  la 
surface  S',  la  normale,  étant  toujours  parallèle  à  la  droite  mniij 
devient  à  la  limite  parallèle  à  ,1a  tangente  en  m  à  (>th)  :  cette  tan- 
gente est  parallèle  à  la  normale  principale  de  (cjU)  :  doncle  point  o) 
est  aussi  conique  pour  S',  le  cône  des  tangentes  est  supplémentaire 
du  cône  directeur  des  normales  principales  de  (JVo)  [ou  du  cône 
directeur  des  tangentes  de  (>•!>)]■  (^uant  au  plan  tangent  à  ï,  tant 
que  m  et  a//,  sont  distincts  ou  non  diamétralement  opposés,  le 
plan  tangent  à  S  est  parallèle  aux  tangentes  en  (al,)  aux  points  cor- 
respondants à  /n  et  777 1  :  à  la  limite  on  trouve  donc  le  plan  oscula- 
teur,  donc  lu  est  aussi  conique  pour  ^  et  le  cône  circonscrit  à  S  au 
point  10  est  celui  déjà  trouvé  pour  S. 

Dans  l'hypothèse  qui  vient  d'être  examinée,  C  réel  (r),  peu 
importe  que  (  iHi  )  soit  ou  non  distincte  de  (\i!'');  le  point  to  est 
point  conique  réel  non  isolé  de  S,  S',  et  ï.  Si  nous  supposons 
maintenant  (  itï>  )  réelle  (Ç)  seulement,  distincte  ou  non  de  (iil>'), 
(a  aussi  est  réel  ((/)  seulement,  le  point  (o,  toujours  réel,  est  point 
conique  isolé  de  S,  S',  et  S,  les  cônes  des  tangentes  étant  toujours 
ceux  que  nous  avons  indiqués. 

La  dernière  hypothèse,  enfin,  est  que  (tt!>)  coïncide  avec  ('''•'',  ). 
mais  non  avec  (iI'-m),  ce  qui  entraîne  que  (»i!))  et  (>•!>')  soient  dis- 
tinctes; C  est  encore  réel  {{j)',  le  point  oj,  réel,  est  conique  isol(^ 
encore  pour  S,  S',  S  :  mais  cette  fois  le  cône  supplémentaire  de  C 
ayant  to  pour  sommet  est  circonscrit  en  to  à  S'  et  non  à  S,  il  reste 
circonsciit  à  ï  et  le  cône  directeur  des  tangentes  de  (\ii>)  est  cir- 
conscrit à  S  et  non  S'. 

6.  Si  nous  supj)osons  (  til>)  et  (  ii'.<' )  distinctes  de  sorte  que  S  et  S' 
soient  surfac'es  siuiples,  la  considération  des  vecteurs  MU  el  M'D' 
suivis  par  continuité  jusqu'à  \i\  position  NV  ou  1S'\\  qu'ils 
prennent  en  N  et  N',  montre  que  la  symétrie  est  de  première  espèce 
pour  S'  el  de  seconde  pour  S  si  (\t!,)  coïncide  avec  (^ »•!><),  qu'elle 
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soit  réelle  (ii  ou  (CJ).  Si  (ni.)  coïncide  avee  (»'''',).  c'est  l'inverse 
qui  a  lieu  :  première  espèce  pour  S,  seconde  pour  S'. 

Si  nous  supposons  que  (\il>)  est  réelle  au  sens  vulgaire,  les 
cosinus  c,  c',  c'  s(jnt  fonctions  d'une  variable  complexe  a  :=X 4- [J-t 
que  nous  pouvons  supposer  choisie  de  sorte  que  les  points  réels 
de  (ii!>)  correspondent  aux  valeurs  réelles  de  a;  de  la  sorte  un 
point  réel  M  de  S  étant  figuré,  comme  nous  l'avons  dit,  par  le 
point  (À,  |JL  )  dans  le  plan  (a),  le  point  symétrique  N  est  figuré  par 
le  point  (A.  — |JL).  Si  donc  nous  circulons  sur  S  depuis  M  jus- 
qu'en N,  nous  circulons  dans  le  plan  (a)  depuis  le  point  (X,  a) 
jusqu'au  point  {).,  —  a),  donc  nous  rencontrons  nécessairement 
l'axe  réel  du  plan  (a)  et  sur  S  nous  passons  en  o)  ;  de  même  sur  S' 
on  ne  peut  passer  de  M'  à  N'  sans  passer  en  w.  Le  centre  to  partage 
donc  S  (  ou  S'  )  en  deux  régions  symétriques  l'une  de  l'autre, 
telles  que  deux  points  de  chacune  peuvent  être  joints  par  un 
chemin  réel,  fini,  restant  toujours  sur  cette  région,  tandis  que 
pour  aller  d'un  point  de  l'une  à  un  point  de  l'autre,  on  doit  néces- 
sairement passer  au  point  lo. 

Au  paragraphe  2  de  ce  Chapitre  j'ai  signalé  une  certaine  diffi- 
culté à  définir  un  côté  sur  la  surface  S',  quand  (iiî>)  est  réelle  (v)^ 
parce  que  le  vecteur  M'U'  de  projections  i(ct  —  c),  i{c\  —  c'), 
i(c\  —  c")  s'annule  précisément  en  passant  en  w  :  en  tout  cas, 
chacune  des  deux  régions  définies  sur  S'  et  séparées  par  lo  a  un 
côté  l)ien  défini  au  point  de  vue  du  profane,  qui  est  celui  à  adopter 
ici  :  l'une  de  ces  régions  correspond  sur  le  plan  (a)  au  demi- 
plan  [JL  >■  o,  l'autre  au  d('nu-|)lan  ;j.  •<  O.  Si  j'introduis  donc  celte 
convention,  peut-être  un  peu  ai-hitraire,  que  le  côté  de  la  surface 
est  défini  en  chaque  point  par  ce  vecteur  M'U',  la  définition  ne 
cesse  de  valoir  (juen  oj  ;  dans  ces  conditions  je  peux  continuer  à 
définir  res()è(e  de  In  svmétrie  pour  S'  sans  introduire  de  contra- 
diction. 

Remarqucujs  quCn  un  point  voisin  de  (.)  sur  S,  l'expres- 
sion y/'R'H'  ou  T(H-f-i)  tend  vers  at  ou  p  quand  ce  point  tend 
vers  w;  sur  S',  la  même  expression  ^/R'R"  tend  vers  zéro  et  ceci 
peut  expli(|ucr  pourquoi  o)  est,  si  Ion  peut  dire,  plus  singulier 
sur  S'  que  sur  S. 

7.    Il    import<'   maintenanl   «le  voir  conimenl,  en  supposant  (  ii'.>) 
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unicursale,  nous  reconnaîtrons  si  (iil))  coïncide  avec  (ii!>i).  Rappe- 
lons que  sur  la  sphère  x--\-y^-\-z-^=i  les  coordonnées  d'un 
point  (c,  c',  c")  peuvent  s'exprimer  au  mojen  de  deux  arbi- 
traires (a,  ^)  ou  (a,  t)  par  les  formules 


(6) 


(7) 


c 

IC 

a(î. 


c  -\-   IC    ^=    T-,  c  <C    =    -p:  1  c     = 

I  H-  a[i 

c  -+-  ic'          I  -I-  c" 
w  = ^    =   1—,  J 


c  -^  IC   =^ 


I  —  c  c  —  IC 

1UV 


c. 

c 

—  IC 

l-' 

—  c' 

c' 

= 

1 

2p 

V 

c  -1-  ic' 

I  -H  c" 

, 

•2 

On  a  évidemment  a=  w,  ^3  = ;  suivant  le  cas  il  y  a  avan- 
tage à  employer  (a,  (i)  ou  (a,  v). 

Soient  ao,  Po,  Wq,  r,,  les  conjuguées  de  a,  ^,  m,  r.  Quand  on 
passe  d'un  point  m  (c,  c\  c")  au  point  conjugué  mi  (C|,  c',,  c",  ),  il 

faut  remplacer  (a,  fj)  par  (P„,  ao)  ou  (a,  t)  par  (-7—'  —  )  • 

Dire  que  (»li>)  est  unicursale,  c'est  dire  que  l'on  peut  regarder 
.(a,  ^)  comme  les  coordonnées  d'un  point  d'une  certaine  courbe 
plane  unicursale;  on  aura 

où  /  et  o  sont  des  fractions  rationnelles  dune  variable  q\  appe- 
lons ^0  l'imaginaire  conjuguée  de  (ji  fo  et  q^  les  fractions  ration- 
nelles obtenues  en  remplaçant  dans  f  et  ç  les  coefficients  des 
diverses  puissances  de  q  par  les  coefficients  conjugués;  on  a 

Dire  que  (\iiO  coïncide  avec  (>i!>i),  c'est  dire  que  la  courbe 
plane  (a,  p)  et  la  courbe  plane  (  [i„,  a„)  coïncident.  Ceci  entraîne 

A,  B,  C,  D  étant  des  constantes  numériques  telles  que 

AD  — BCj^o. 
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SI  Ao,  Bq.  Co,  D„  sont  les  conjuguées  de  A,  B,  C,  D,  on  a  aussi 

Enliii.    dans    (8),   remplaçons  rj  par-; -^y  ce   qui   revient   à 

meltre  les  identités  (8)  sous  la  forme  équivalente 

La  comparaison  de  (g)  et  (lo)  donne 

Comme  la  représentation  paramétrique  {/{(])■,  '-^{q)]  est  sup- 
posée normale,  les  identités  (i  i),  on  q  est  quelconque^  entraînent 

B-Dy  ^   Ao7-h-Bo ^ 
Cy  —  A  ~  Co^  +  Do 

11   est   donc  nécessaire   et  suffisant  que   la  courbe   (a,'  |ij)   soit 
donnée  par  les  formules 

/  •■^-■^-Icy-Ay'' 
où  les  constantes  A,  B,  C,  D  salisfoiil  n\i\  irlations 

j  _  A  _  -D  _  jl  _  £ 
(i3)  j  "07  ~  ^^7  "  B„  ~  c„' 

(  A I  )       BC  /  o. 

Le  point  (c,  6-',  c").  correspondant  à  q  [a=/(*7),  |î  =  cp(//)],  a 
pour  conjUf;iié   le  poiiil    ( '-50(^0)? /o('7o  l]  q"',   d"a|)r("'s  notre  point 

de  départ  (8),  correspond  à  —^ — -  :  j)onr  que  la  courbe  {c,c',c"), 

qui  est  réelle,  d'après  lr>  conditions  (1?/)  et  (i^^)  soit   réelle  (i^),  il 
faut  et  il  suffit  que  légalité 

>A«7o-4-B 
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admette  une  infîniré  de  solulions  {q.  cjq)^  où  q  et  y„  sont  conju- 
guées; sinon  la  courl)e  (\)l))  sera  simplement  réelle  (t,').  Les  con- 
ditions (i3)  sont  faciles  à  résoudre,  mais  la  remarque  taite  sur 
Tégalité  (i4)  va  nous  permettre  de  trouver  d'une  façon  intuitive 
les  formes  canoniques  réduites  des  écjuations  (12)  et  (i3).  Remar- 
quons c|ue  AAo  =  DDo  prouve  que  A  et  D  ont  même  module; 
chacun  des  rapports  (i3)  a  pour  module  l'unité:  multiplions  A,, 
B,  C,  D  par  e'^  où  a  est  un  argument  réel;  Ao,  B,,,  C„,  D»  sont 
nudtipliées  par  e~'*,  donc  chacun  des  rapports  (  i3)  est  multiplié 
par  e-'*  et  l'on  peut  disposer  de  a  pour  que  la  valeur  commune 
des  rapports  (i3)  soit  l'unité,  d'où  D  =  —  A„,  B  et  C  réels. 
L'égalité  (i 4)  devient  donc  C^^,,  —  A,,^  —  A^o — B  =  o.  Si  donc, 
dans  le  plan  de  la  variable  complexe  q^  on  pose 

q  =  x-^  iy,  (j,,  =  X  —  iy, 

on  peut  écrire,  au  lieu  de  (  i4  )i 

(i5)  C(a7^  +  ^2)-(A  +  Ao;ar-/(A  — Ao)r-B  =  o, 

équation  à  coefficients  réels  en  x^  y  :  si  cette  équation  représente 

un  cercle  réel  [(p)  bien  entendu],  à  chaque  point  {x.  y)  de  ce 

cercle  correspond  une  valeur   de  q.   {x-\-iy).  donnant  un  point 

réel  de  la  courbe  (aI!>);  si   l'équation  (i5)  représente  un  (cercle 

imaginaire,  la  courbe  (\i!i)  est  réelle  ((/)  simplement. 

Or   on   peut  toujours,   sur  le   paramètre    q  adopté,    faire   une 

....                 ,  .            ...             '^  Q  -+-  u        ^ 
substitution  nomoeraphiquc  arbitraire  (i  =z  —zr ^.ou  A,u,v.  osont 

OIT  /  ,^Q_i.p  il 

des  constantes  arbitraires,  rrelles  on  non.  Si  l'on  ^ose  q  =^ x -\- iy , 
Q  =  X-+-tY,  cette  transformation  établit  entre  les  deux  pians 
(x,  y),  (X,  Y)  une  correspondance  ponctuelle  réelle  bien  connue 
transformant  un  cende  en  cercle;  les  droites  de  l'un  ou  l'autre 
j)lan  se  transforment  également  en  cercles.  Etant  donnés  deux 
plans,  choisissant  dans  l'un  liois  points  ^/,  h,  c  arbitrairement, 
dans  l'autre  trois  points  \,  B,  C  arl)ili'air(Muent.  on  détermine 
d'une  façon  unique  les  coefficients  de  la  substitutitm  homogra- 
phique  X,  u,  v,  c  en  écrivant  que  a  et  A  se  correspondent,  ainsi 
que  b  et  B  ou  c  et  C,  et  le  cercle  circonscrit  au  triangle  ahc  i\ 
pour  transformé  le  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC. 

Si  donc  la  courbe  (ni))  est  réelle   (c),   on  fera    correspondre  le 
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cercle  (i5)  à  Taxe  réel  du  plan  (X,  Y)  ou,  si  l'on  prélère.  suppo- 
sons puremenl  et  simplement  ce  cercle  déjà  réduit  à  l'axe  réel  : 
on  a  B=T  C=3  0,  A  imaginaire  pure  et  par  suite,  la  forme  i-éduite 

(i6)  y.^f(q).  ?=/o'>y). 

Si  la  courbe  (iili)  est  réelle  ((j'),  le  cercle  (if))  est  imaginaire 
(mais  à  coefficients  réels)  et  on  peut  lui  faire  correspondre  par  la 
même  transformation  réelle  le  cercle  \2  _j_  \  2_|_  , -_  ^j.  q^^  peut 
donc  simplement  supposer  A=:Ao=o,  B  =  —  (!i,  et  l'on  a  la 
forme  réduite 


('7) 


Avec  les  équations  (i6),  si  l'on  a  posé  q  ^=  x-\-yi^  le>  points 
M,  M',  'S.  qui  correspondent  au  système  (x,  y')  ont  pour  symé- 
triques les  points  N,  N',  v  qui  correspondent  au  système  (.r,  —  y). 
Avec  les  équations  (17),  deux  points  conjugués  sur  (  ii'..  )  corres- 
pondent aux  valeurs  (j  et  — ;  si  donc  on  considère  encore  l'en- 
semble   M,   M',  ijl  qui   c-orrespond  au  système  (^x^  y'),  l'ensemble 

symétrique  N,  jN',  v  correspond  au  système  — ; — — 7  >  -- — 

''  *  '  ■^       .        X''- -^  y^      x--^y- 

On  peut  encore  remarquer  que,  dans  le  cas  où  la  courbe  (iti>) 
est  réelle  (i'),  on  peut  être  amené  à  supposer  que  le  cercle  (i5)  se 
réduit  non  à  l'axe  réel  j'=o,  mais  au  cercle  x--\-y- — 1  =  0, 
auquel  cas  on  trouve  une  forme  réduite  équivalente  à  (lOi,  soil 


('6')  a=/(y),  M/o(^- 

En  posant  toujours  f/ =  x -\- iy^  le  système  {x,  y)  correspond 

à  M,  M',  a  et  le  système  —^ -,  —-^ — ^  au  système  N,  N'.  v. 

Enfin,  dans  une  étude,  où  interviendraient  plusieurs  >éries  de 
symétries,  on  pounail  erre  conduit  à  gardei- la  forme  grM<iale(  iri), 
qui  s'écrirait 

où  B  el   ('-  sont   réels,  A  et  A„  imaginaires  conjugués  :   si  l'on  a 
AAo-|-BC,>o.    il   s'agil   d'une   courbe  (iH.j  réelle  (c);   si   l'ou  a 
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AAo+BC<^  o,  il  s'agit  d'une  courbe  (ilî>)  réelle  (Çj).  Cette  quan- 

tité   AAo+BC  ne  peut  être  nulle;  les  points  a  et  j^-^ — 7-  sont 

L>  qo  —  Ao 

conjugués  sur  (iti');  dans  le  plan  de  la  variable  q,  les  points  symé- 
triques sont  figurés  par  deux  points  inverses  par  rapport  au 
cercle  (iS-). 

Quant  aux  exemples  de  surfaces  algébriques  S,  S',  S  à  centre 
de  ce  tjpe,  je  ne  puis  que  renvoyer  à  mon  Mémoire  de  l'Ecole 
Normale  :  toutes  les  courbes  à  torsion  constante  réelle  (r)  qui  v 
sont  déterminées  donnent  autant  de  surfaces  du  type  (i(>).  J'ai  de 
plus  indiqué,  page  ^i-iÇ)^  un  type 

(.8)  ^  =  ^''tê^;         '^^-'    ■^^■^■■'>- 


B,7'«+G,'  '^         qp     B,-4-C,7"' 

où  m  est  un  entier  pair,  p  un  entier  impair,  rentrant  dans  le  type 
canonique  (17);  page  346,  il  y  a  encore  un  autre  exemple  du 
même  type,  où  le  cône  C  est  du  degré  6. 

8.  Voyons  maintenant  le  cas  où  (il',')  coïncide  avec  (>'i'j),  mais 
non  (i)l>,).  Soit  l,e  tableau  des  coordonnées  (a,  [i^  ou  [a,  c)  des 
points  m,  m';  nif,  jn\  : 

m...         y.  [j       u      p,  «i|...       [îu         «0       

,           —  I      —  1  , 

m  ..  .      —T—     i'      // ,  /«,... 

[3  a 

Les   courbes    planes    unicursales    (a,  ^)   et  i- >  "r~  )  doivent 

coïncider.  Si  l'on  a  posé  a:=y'(Y),  [i^'-3((7),  où  /"et  es  sont  des 
fractions  rationnelles,  nous  obtenons  comme  plus  haut  une  série 
d'identités 

A  r/  -4-  B  \  —  I      _      /  A  <yr  ~t-  H 


*^0 

«0 

•  1 

■0 

—  1 

—  1 

Mo 

—  1 

puis 


^       Cg-H-A/'         '  ■ '^  ' '"V— <'5'  + A.. 

^''■'*^  r,      ^^/Ao9+^îo\  ,  /Aoy  +  Bo\    _ 
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T  •  .  •   1  •     -        '         X  D7  —  B 

La    comparaison    des  ideuliles  (20)   montre  que  — 7^ r    et 

'  ^      '   .  ^        —  G  7  -h  A 

Ao<7-i-Bo       ..       •  j  1-     .    -1      .      1  11  Aa-+-B 

rr^ pr-  coïncident,  d  ou  il  résulte  comme  plus  haut  crue  ~ =r 

Co^  -H  Ho     - — ' —  '  ^       C7-1-D 

peut  être  ramenée  à  la  forme  «y  ou .  La  forme  q  est  inaccep- 
table ici,  parce  que  le  produity'(^)/*o  [q)  est  nécessairement  positif 
pour  ^  réel;  il  ne  reste  donc  que  la  forme  canonique  correspon- 
dant aux  deux  identités 


(211  /(y)/o(^— -j==-'.  ?(5')rol 

Dans  le  plan  de  la  xariahle  q{([  z:=  x  -\-  iy)^  deux  [)oints  symé- 
triques sur  une  de  nos  surfaces  correspondent  à  deux  points  x^  y 

et  — •»  — — ■ — ,    qui    se    correspondent  dans   une  inversion   de 

.r--î-jK      x--\-y-     ^  ' 

pôle  origine  et  de  puissance  égale  à  —  1 . 

La    solution    générale    de   l'identité   (21)   s'obtient   en  prenant 
pour  /'  une  fraction  do  la  forme 

(2.J  f^q,>       V./"'+A,y"-.+...+  A,„ 


A'_A',f/-^...H-(-i)'«A;„^' 


OÙ  p  et  m  sont  deux  entiers  quelconques  de  pai-ité  dilTérente 
et  A/,  A^  deux  constantes  conjuguées;  O  est  une  fraction  ration- 
nelle du  même  tjpe  j)our  laquelle  on  prend  les  entiers  p^,  ///, 
distincts  ou  non  de  p  et  m.  Bien  entendu,  il  reste  à  écrire  que  la 
courbe  (-1.)  est  algébrique.  Dans  le  Mémoire  de  VEcole  Normale. 
page  32(S,  le  lecteur  trouvera  un  exemple  de  ce  type.  J'ai  indiqué 
au  Chapitre  V  (')  une  courbe  de  cette  espèce,  de  genre  arbitrai- 
rement grand,  possédant  à  cet  égard  des  propriétés  curieuses. 

1).  .Soit  inainlt-naMl  à  étudier  la  symétrie  par  lapporl  à  un  plan 
que  nous  prendrons  pour  plan  zOx.  Comme  |)récéd('mment,  on 
veiTa  qu'en  passant  de  M,  M  ,  jj.  aux  points  symétriques  N,  JN',  v, 
on  a  l'un  des  deux  échanges 

(    c,         c',         c";      Cl,       c'i ,        c",: 
C|,     —  c,,     c,  ;      c,       —  c  ,      c 


(')   Voir  pages  i36-i38  du  Tome  de  1920  des  Annales  de  V Écrtlo  ?soiinale. 
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ou 

le  c',        (■":  Cl,       c', ,       c",  ; 

'   — C|,     <•', ,     — c",  ;      — c,     r',       —  c". 

Les  deux  cônes  C,  C|  sont  sjiiiélriques  l'un  de  l'autre  par  rap- 
|)Oit  au  plan  zOx  et  à  l'axe  Or.  Si  (ilï>)  et  (ti'.>  )  sont  distinctes, 
la  condition  est  plus  précise  et  entraîne  que  (\il>)  et  (  »>l'i)  soient 
symétriques  l'une  .de  l'autre,  soit  par  rapport  à  zOx.  soit  par 
rapport  à  Oy.  La  réciproque  se  démontre  comme  plus  haut,  en 
supposant  S  et  S'  algébriques.  Quand  (  \ili  )  et  (  ii!>')  sont  distinctes, 
on  a  pour  l'espèce  de  la  symétrie  le  résultat  suivant  : 

(\i!))  et  (ii''i  j  symétriques  par  l'apport  à  xOz;  ce  plan  est  plan 
de  symétrie  de  première  espèce  pour  S,  de  deuxième  pour  S'. 

((Il))  et  (ii!>,  )  symétriques  par  rapport  à  Oy;  les  genres  de  symé- 
trie pour  S  ou  S'  sont  inversés. 

Cherchons  les  conditions  analytiques  qui  expriuienl  que  (  ii!») 
et  (iii)|  )  sont  symétriques  l'une  de  l'autre  par  rapport  à  zOx;  le 
point  m  a  pour  coordonnées  (a,  S),  le  point  /i  symétrique  de  m 
par  rapport  à  xOz  a  pour  coordonnées  (|3,  a),  le  point  /«,  pour 
coordonnées  (j^o?  ^-o)-  Ici  le  point  /t  et  le  point  w,  doivent  décrire 
tous  deux  ('i'>();  autrement  dit,  la  courbe  plane  (  a,  ^  )  coïncide 
avec  la  courbe  plane  (a,,,  p,,).  S'il  s'agit  de  courbes  unicursales, 
on  aura  a:=y'(^y),  ji  = '.^(^y)  et  le  raisonnement  déjà  employé 
montre  que  l'on  peut  se  borner  à  deux  types  canoniques  carac- 
térisés par  les  identités 

ou 

{■>■!)  /o('?)-/(^^-)'  ?"^'/)-9(^ 

Dans  le  premier  cas,  les  fractions  /"  et  o  ont  leurs  coeflicients 
réels  et  prennent  des  valeurs  réelles  pour  les  valeurs  réelles  de  q\ 
pour  ces  valeurs  réelles  de  ^y,  c  et  c"  sont  réelles,  c'est  une  imagi- 
naire pure;  la  courbe  (iil>)  a  poui-  projection  sur  le  plan  xA) z  une 
courbe  réelle  [v)  dont  la  totalité  ou  une  partie  est  extérieure  au 
cercle  x'^-\-z-=z\^  et  cette  partie  extérieure  donne  sur  S  une 
géodéslque  située  dans  le  plan  de  symétrie  ,rO^  et  sur  S  une 
ligne    de    rebroussement    tout    entière    dans    ce    plan.    En   posant 
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q=iX-\-iy^  le  couple  {x^y)  et  le  couple  {x,  ~ y)  fournissent 
les  points  symétriques.  Dans  le  second  cas,  la  géodésique  réelle  et 
l'arête  de  rebroussement  réelle  disparaissent  sur  S  ou  S';  leur 
intersection  avec  le  plan  de  symétrie  se  compose  uniquement  de 
lignes  multiples;   en  posant  g  =  .r -f- y^,  les  points  symétriques 

correspondent  a  (  j?,  r  )  et  —; ,  :^-—  • 

1  •  -'  x^-\-y'     x'^  —  y- 

Comme    exemple    du    premier    cas,   je    citerai    la    cubique    de 

M.  Lyon,  dérivant  delà  courbe  (iti))  définie  en  coordonnées  (a,  i-) 

par  les  expressions  paramétriques  «  =  /-|-K,  f^f-{-K,   où   K 

est  une  constante  réelle.  Dans  un  autre  exemple,  déjà  cité  ici, 


\/^q* —  1  \fbq-—  q"^ 

il  se  trouve  que  la  fonction  'j(<7)  satisfait,  de  plus,  à  l'identité 

ce  qui  prouve  symétrie  par  rapport  à  l'origine;  la  courbe  (c,  c' ^  c") 
est  réelle;  la  courbe  (r,  c")  projection  sura^Os  donne  une  portion 
réelle  obtenue  pour  q  ^=  e'^  intérieure  au    cercle  a^- +  :;''^  =  i    et 
une  portion  réelle  obtenue  pour  q  réel  extérieure  à  ce  cercle. 
Comme  exemple  du  second  cas,  je  donnerai 


g/a  g  _   : ^  ^ 

où  A  et  y.  sont  des  constantes  réelles  quelconques;  on  é\iicra 
pour  y.  les  valeurs  kr:,  où  /.   est  un  entier  quelconque,  car,   pour 

une    telle    valeur,    en    posant    q =  ^    f^ii    aurait     seulement 

11  =  A ,  i'  =  At  qui  no.  rentre  plus  dans  le  type  cano- 
nique {^■'j)i  mais  (26);  il  n'y  a  pas  contradiction,  parce  que  nos 
raisonnements  supposent  essentiellement  la  représentation  para- 
métrique pro|)rc. 

On  peut   remarquer  que,  poui-  le  premier  type,  caractérisé-  j)ar 
ce   fait    ([ue   (a,  3)   ou  (u,  r)  sont    des  fonctions   réelles  du  para- 
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mètre  ^y,  la  substitution  u  =  LU  +  M,  v  =  hY  -\-  M,  où  L  et  M 
sont  réels,  introduit  deux  paramètres  de  forme  et  laisse  subsister 
la  symétrie  par  ra[)port  à  xOz. 

10.  Supposons  maintenant  que  (  (iï<)  et  (>lï>,  )  soient  symétriques 
par  rapport  à  Oy.  Soit  un  point  m  de  (ill)),  qui  a  pour  coor- 
données sur  la  sphère  (a,  [i)   ou  (a,  v)\  le  symétrique  de  m  par 

rapport  k  xOz  a  pour  coordonnées  (j3,  a)  ou  (^-'  ),  donc  le 

symétrique  de  m  par  rapport  àOia  pour  coordonnées  i  —  >  -n-j 
ou  (  — -^'  ~~  )•  '-'^  point  7??i,  conjugué  de  m.  a  pour  coordonnées 

(Bo,  a,,)   ou  (^^j  ~~)-   I^f>us  voyons  donc  l'avantage  des  coor- 

données  (a,  p)  :  tout  revient  à  exprimer  que  la  courbe  plane  (f/,  v) 
coïncide  avec  la  courbe  plane  (co,  ?/o)-  O^"  ^c  problème  a  été 
résolu  précisément  dans  l'étude  de  la  symétrie  par  rapport  à  un 
point,  les  coordonnées  (a,  (3)  conduisant  alors  à  ce  même  pro- 
blème. Bornons-nous  aux  courbes  unicursales;  nous  avons  deux 
types  canoniques  réduits 

(3o)  «=_/■(  y),  i>=/o(q), 


Gomme  plus  haut,  si  l'on  pose  tj  =z  x  -\-  iy,  deux  points  symé- 
triques sur  une  même  surface  correspondent  à  {x,y)  et  [x,  —  }') 

<lans  le  type  (3o)  et  à  (x^y)  et  (    _.~  "^  .,  »     ~_^ ^.^  )  dans  le  type  (3i). 

Quand  le  type  (3o)  est  réalisé,  on  voit  que  les  valeurs  refiles  de  ^ 
donnent  c'  réelle,  c  et  c"  imaginaires  pures,  la  courbe  obtenue 
sur  S  dans  le  plan  zOx  est  ligne  de  rebroussement;  la  ligne 
obtenue  sur  S'  est,  au  contraire,  géodésique.  Dans  le  cas  (3i), 
ces  lignes  réelles,  de  rebroussement  ou  géodésiques,  dispa- 
raissent. 

Il  est  facile  de  donner  des  exemples  :  la  cubique  de  M.  l-yon 
donne  cette  disposition,  |)ar  rapport  à^'O;.  il  est  vrai;  si  nous 
écrivons 

«  =  /  H-  K.         V  =  t  —  K, 
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faisons  tourner  la  courbe  de  -^  autour  de  O^,  ce  qui  revient  à 
multiplier  u  et  c  par  /  et  remplaçons  en  même  temps  it  par  rj  ;  on 
a  alors,  dans  la  nouvelle  position, 

a  =  g.^  Ki.         i>  =  (/  —  K«, 

et  comme  on  a  suj)posé  K  réel,  on  a  bien  un  exemple  du  type  (3o). 
J'ai  d'autre  part  signalé  aux  Comptes  rendus  (22  janvier  1917) 
et  développé  aux  i\ouvelLes  Annales  de  Maihématiques  (1919) 
comment  on  peut  trouver  explicitement  la  solution  générale  de 
l'identité  de  Bezout  (AD  —  BC  =  i)  en  poljnomes  entiers  en  :c. 
A  une  solution  (A,  B,  C,  D)  de  cette  identité  correspondent  une 
infinité  de  courbes  imaginaires  à  torsion  constante  et  de  surfaces 
applicables  sur  le  paraboloïde  par  les  tornuiles  suivantes  : 

(32) 

r33) 

(34) 

^^^^  '  '~~  B-HDm'  '   ~  B-4-  !)//<" 

OÙ  m  et  m'  sont  deux  constantes  dififérentcs  ;  à  chacune  des  courbes 
ainsi  obtenues,  on  peut  appliquer  la  transformation 

déjà  signalée;  d'ailleurs,  si  m  tend  vers  zéro,  ainsi  que  — ;,  la 
courbe  (3/|)  se  réduit  à  la  courbe  (33)  et  la  courbe  (35)  à  la 
courbe  (32).  Nous  ol)tenons  ainsi  deux  séries  de  surfaces  dépen- 
dant de  paramètres  réels  de  forme.  Supposons  maintenant  les 
poljnomes  A,  H,  C,  D  à  coefficients  réels;  pour  ///  et  ///'  réels,  les 
quatre  courbes  écrites  de  (32)  à  (35)  conduiNcni  à  des  surfaces 
admettant  xOz  comme  plan  de  symétrie  et  rruiraiit  dans  le  type 
canonique  (26);  il  en  sera  encore  de  même  eu  prcuaut  ensuite  N 
nul.  Si  A,  B,  C,  D  sont  réels  et  si  lu  cl  ///'  xtiil  piis  imaginaires 
conjuguées,  la  condition  m' ^  m  empêchera  que  la  partie  imagi- 
naire de  m  ou  m'  soit  null<;;  alors  les  deux  courbes  (34)  et  (35) 
donneront  des   surfaces  aduveltant  xO  z   poui-  plan  de  symétrie, 


A 

"=B' 

G 

A 

B 

A  -4-  B  m 
G-^D/n' 

A  ^  B  m' 

^  ~  G  +  D  m" 

A  -i-  G  m 

A  -f-  G  m' 
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mais  du  type  (3o),  et  cela  subsistera  encore  ensuite  si  l'on  prend 
N  =  o. 

11  me  reste  à  donner  un  exemple  précis  du  type  (3i).  Quelques 
tâtonnements  m'ont  conduit  à  essayer  une  courbe 


A^4-f-  B92 


A'+  B'q'-^Cq'' 


OÙ  A  et  A'  sont  deux  constantes  conjuguées,  ainsi  que  B  et  B'. 
(]  étant  réel  ;  ry  =  o,  ^  =  00  donne  sur  la  courbe  (dli)  deux  cycles 
isotropes  d'indice  2  exactement,  pour  lesquels,  d'après  mes  résul- 
tats sur  les  courbes  à  torsion  constante,  il  n'y  a  plus  aucune  con- 
dition à  écrire.  En  écrivant  que  les  autres  cycles  isotropes  sont 
obtenus  uniquement  pour  ^^-f-/ou  — t  et  ont  pour  indice  6, 
toutes  les  conditions  d'indice  ou  de  résidu  donnent  aisément  la 
courbe 


7' 


(3(5). 


j  -+-  8  i 


1/3-)"' 


2  -+-  8/1 


-»'\/\- 


1  -+-  8  i 


1  r 


9' 


L'axe  des  c  étant  axe  de  symétrie  pour  ()i!>)  et  par  suite  pour 
S,  S',  ^,  on  en  déduit  que  le  planyO^  lui  aussi  est  plan  de  symé- 
trie de  S,  S',  S;  effectivement,  en  remplaçant //,  r,  g  par  iu,  /r,  iq, 
ce  qui  revient  à  faire   tourner  les  axes  de  90"  autour  de  O5,  les 

nouvelles  équations  (36)  sont  de  la  forme  u  =  f(q),  i>  =^/u  {  -  ), 

ce  qui   correspond  au  type  canonique  (3o  )  sous  une  forme  équi- 
valente. 


11.  11  ne  reste  plus  à  étudier  que  le  cas  où  S,  S',  ï  admettent  un 

axe  de   rotation,   autour  duquel  une  rotation  d'amplitude  —  les 

^  ^  m 

reproduit,  m  étant  un  entier  supérieur  ou  égal  à  2.  l*our  m  =  2, 

on  a  un  axe  de  symétrie.  Cette  fois  une  rotation  ne  changeant  pas 

le  signe   de  la   torsion,  si  l'on  considère  les  trois  |)oinls  associés 

M,    M',    a  et  les  points  N,   N',  v  s'en  déduisant  par  la  rotation,  la 

courbe  (-V'*)  vient  coïncider  avec  la  courbe  (-1'')?  donc,  la  courbe 
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(idi)  ou  bien  se  reproduit  parla  rotation  '—  autour  de  laxe,  ou  bien 

vient  se  superposer  à  (ii!>').  Ces  deux  cas  ne  se  distinguent  que  si 
(ii!>)  est  distincte  de  («'i)  );  dans  le  premier  cas,  avec  notre  termi- 
nologie, la  rotation  est  de  première  espèce;  seconde  espèce  dans  le 
second  cas.  Or  j'ai  étudié  en  détail  ces  propriétés  pour  les  courbes 
à  torsion  constante.  Nous  avons  vu  que  la  forme  canonique  pour  la 
rotation  de  première  espèce  est.  en  supposant  Taxe  pris  pour  O:;, 

(37)  11  =  qi>f(q>"),  v  ^  qP'^(q"'  )^ 

où  p  est  un  entier  premier  avec  ni^  J  el  'z>  deux  fractions  ration- 
nelles, en  se  bornant  aux  courbes  unicursales.  Dans  le  cas  de 
rotation  de  seconde  espèce,  la  rotation  répétée  i,  2,  ...  fois 
reproduit  alternativement  (  ii!> )  et  (>ii'');  or  m  fois  équivalent  à  une 
rotation  d'amplitude  2t.  qui  donne  (>''•');  donc(\iî>)  ne  coïncidant 
pas  avec  (  <i!.  ),  m  est  un  entier  pair;  soit  m  =  2m  .  la  forme  cano- 
nique est  alors 

(  38  )  ti  =  <//'/(  q'"'  ),  ('  =  qf'f( —  q'"'  ), 

OÙ  p  est  un  nombre  entier  quelconque  im[)air  preuiier  avec  m' . 

Le  cas  de  m  :=  2  dans  le  cas  de  la  rotation  de  seconde  espèce 
demande  une  étude  spéciale,  car  le  raisonnement  conduisant  à  la 
forme  canonique  (38)  suppose //i'>- 1  ;  pour  le  cas  de  première 
espèce,  il  n'y  a  rien  à  changer.  Donc,  dans  le  cas  de  la  symétrie 
par  ra|)pori  à  l'axe  des  c-,  il  y  a  deux  cas  à  distinguer  quand  (\i!>) 
est  distincte  de  (ni)')  suivant  que  (iiî))  est  à  elle-même  sa  symétrique 
par  rapport  à  O  ;  ou  bien  est  symétrique  de  (  iiî>')  par  rajjport  à  O  z, 
auquel  cas  elle  est  symétrique  delle-mèuie  par  rapport  hxOy  :  j'ai 
étudié  en  détail  la  symétrie  des  courbes  (iiî>)  par  rapport  à  un 
plan  dans  le  Mémoire  de  V Ecole  Xonnale :  je  n'y  reviens  pas. 

La  ('ubi(|ue  de  \L  Lyon,  par  exemple,  admet  le  plan  xOy  pour 
plan  de  symétri(;.  donc,  S  et  S'  admettent  Os  pour  axe  de  symé- 
trie de  seconde  espèce.  L'identité  de  Bezout,  déjà  employée  avec 
succès  pour  des  symétries  planes,  donne  encore  des  résultats  inté- 
ressants. Pour  la  symétrie  de  première  es|>èce  par  rapport  à  Os, 
j'aurai  (lo>  S(»liitu)ns  particulières  en  écrixant 

,■       ^    A  (  Q  )  ^  yC(Q) 

(3ç,)  "       7"5'Q/  '  -    0(Q)  ' 

(   AD  — 0.|{(;  =  i.  Q  =  r/î, 
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A,  B,  C,  D  étant  des  polynômes  en  Q.  La  solution  la  plus  simple 

correspond  à 

B  =  C  =  D  =  i,        A  =  i-^  Q, 

d'où 

i-f-  o2 

u=  ^—)  v  =  q. 

9 

On  aura  une  symétrie  de  seconde  espèce  en  écrivant,  avec  ces  mêmes 
polynômes, 

car  le  changement  de  ^  en  —  q  remplace  (m.  v)  par  ( —  i-,  —  u); 
ce  dernier  point  est  diamétralement  opposé  au  point  ( —  //,  — v). 
Les  mêmes  polynômes  A(Q),  B(Q),  C(Q),  D(Q)  donneront 
encore,  en  posant  cette  fois  Q  =  ^'", 

A,Q)  C(Q) 

^ '^  ry'B(Q)'  "^  D(Q)' 

une  rotation  de  première  espèce  d'amplitude  —■>  pourvu  que /■  soit 

un  entier  premier  avec  m;  la  solution  précédemment  indiquée 
donne 

I  4-  7"' 


Comme  exemple   intéressant  qui  condense  les  résultats  obtenus 
pour  la  symétrie   relative  à  un  point,  un  plan,  un  axe  ou  pour  une 

rotation    d'amplitude   —  >   je    rappelle    l'exemple,     connu    depuis 

M.  Fabry,  que  j'ai  repris  et  étudié  en  détail  (rî/ina/es  de  l'Eco/c, 
1919,  p.  32.3  et  suiv.)  : 


qm^  1/ ^ 

(42)  U=^qP ,    , —->  V  =  qi' 


\    ni  —  p 


—  q'" 

/m 

-1- 

P 

m 

— 

P 

Vl 

^p 

q'" 

-+- 

I 

OÙ  m  et  p  sont  deux  entiers  premiers  entre  eux;  si  m'^p,  la 
courbe  ((ll>)  est  réelle  (i^);  suivant  les  parités  de  p  et  m,  on  obtient 
diverses  combinaisons  intéressantes  que  je  ne  reproduirai  pas  ici  : 
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on   obtient   en    tout  cas    des  exemples  précis  d'une  rotation  de 
première  ou  seconde  espèce. 

Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  eu  des  exemples  possédant 
diverses  symétries  et.  par  suite,  aussi  celles  qui  en  résultent  par 
leur  composition.  Représentons  par  exemple  par  (O)  la  symétrie 
par  rapport  au  point  O,  par  (Ox)  la  symétrie  par  rapport  à  O^, 
par  (yOz)  la  symétrie  par  rapport  au  plan  yOz.  Si  la  surface 
étudiée  possède  à  la  fois  deux  symétries,, écrivons  l'égalité  symbo- 
lique qui  résulte  de  leur  composition;  par  exemple  * 

{0)(xOz)  =  {Oy)        ou         {xOz){0)  =  {Oy). 

Si  maintenant  nous  remplaçons  chaque  parenthèse  de  symétrie 
par  le  nombre  +  i  ou  —  \  suivant  qu'il  s'agit  d'une  symétrie  de 
première  espèce  ou  de  seconde  espèce,  on  voit  immédiatement 
que  l'égalité  symbolique  subsiste;  cette  règle  servira  à  donner 
l'espèce  d'une  symétrie  obtenue  par  composition  de  deux  autres 
d'espèce  connue. 

12.  Disons  quelques  mots  des  singularités  des  surfaces  S  et  S'. 
Il  y  a  lieu  de  considérer  les  singularités  des  courbes  (-1)  ou  (it!>). 
Ceci  rentre  dans  l'étude  spéciale  des  courbes  à  torsion  constante. 

D'autre  part,  S  ou  S' peuvent  présenter  des  lignes  multiples;  nous 
l'avons  déjà  reconnu  en  étudiant  les  symétries  planes,  qui  mettent 
en  évidence  des  lignes  multiples  sur  l'une  au  moins  des  deux  sur- 
faces S  et  S'. 

Un  autre  exemple  intéressant  est  fourni  par  un  point  commun 
aux  deux  courbes  (itS)  et  (ilï),  );  le  cas  où  ces  deux  courbes  coïn- 
cident a  été  étudié,  on  a  eu  un  centre,  point  conique,  je  n'y 
reviens  pas.  Nous  supposons  (\i!>)  et  (>t!>i)  distinctes;  elles  ont  par 
hypothèse  un  point  m  commun  où  nous  supposons  de  plus  les 
tangentes  distinctes;  soient  un  point  n  de  (ili))  qui  tend  vers  w, 
n,  un  point  de  (il!),)  qui  tend  vers  m;  soient  N  et  N'  les  points  de  S 
et  S'  obtenus  en  associant  n  et  w,  ;  quand  n  et  n^  tendent  tous  deux 
vers  m,  IN  et  K  tendent  vers  des  positions  limites  M  et  M'  :  la 
normale  en  M  à  S  est  parallèle  à  la  droite  0//<,  la  normale  en  N'  à 
S',  qui  était  parallèle  à  /</^,,  est  susceptible  d'avoir  une  positiou 
limite  parallèle  à  telle  direction  (jue  l'on  voudra  du  plan  taugent  à 
la  sphère  en  ni  ;  le  point  M  est  régulier  sur  S,  mais  singulier  sur 
XLIX.  i3 
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S'  (').  Ce  raisonnement  est  indépendant  de  la  réalité  de  S,  S'  ou 
de  M,  M'.  Il  s'applique  donc  aussi  aux  points  communs  à  (  ii!>)  et 
(i(!>,'),  en  échangeant  les  rôles  de  S  et  S'.  Si  l'on  se  borne  aux  sur- 
faces réelles,  (\\U)  et  (i'S>i)  sont  conjuguées;  les  points  commuiis  à 
(  1)1))  et  (il!)',  )  donnent  des  points  singuliers  de  S  nécessairement 
imaginaires;  un  point  commun  à  (ii!>)  et  (dS,)  donnera  un  point 
singulier  réel  sur  S',  s'il  est  à  lui-même  son  conjugué,  autrement 
dit  s'il  est  réel.  C'est  ce  qui  arrive  en  particulier  pour  la  cubique 
dk  M.  Lyon  : 

w       '■- — Tir-'      '■  =  '     .K     '      '  =  K' 

iK  '  .).  K  '        K 


OÙ  K  est  réel  ;  si  K  >-  i ,  les  deux  valeurs  t  =z±  ^/K-  —  i  donnent 
deux  points  réels  communs  à  (ii!>)  et  (>il),  )  donnant  deux  points 
singuliers  réels  de  S'. 

13.  Il  reste  maintenant  à  étudier  les  points  à  l'infini  des  surfaces 
S,  S',  ï.  La  discussion  complète  est  très  longue,  mais  le  résultat 
obtenu  est  fort  simple  :  marquons  sur  le  cercle  de  Tinfini  les  traces 
des  génératrices  isotropes  de  C  ou  C|  ;  les  tangentes  à  ce  cercle  aux 
points  correspondants  donnent  l'intersection  complète  de  S  et  S, 
par  le  plan  de  l'infini.  Pour  la  surface  -,  nous  avons  l'intersection 
complète  en  joignant  de  toutes  les  façons  possibles  une  trace  de  la 
première  série  à  une  trace  de  la  seconde;  si  donc  C  et  C|  ont  une 
génératrice  isotrope  commune,  la  tangente  au  cercle  de  l'infini  au 
point  correspondant  figure  parmi  les  droites  relatives  à  S. 

Pour  la  surface  S.  il  suftit  de  répéter  mot  à  mot  le  raisonnement 
de  Darboux  pour  les  surfaces  minima  (-).  S  est  en  effet  le  lien  des 
milieux  des  cordes  s'appujant  sur  deux  courbes  à  torsion  constante 
et  les  points  à  l'infini  de  ces  deux  courbes  sont,  à  l'exclusion  de 
tout  autre,  tous  les  points  communs  au   cercle  de  l'infini  et  à  (»il>) 

et  (m,,). 


(')  tlompiirons  au  tore,  en  supposant  l'axe  de  révolution  tanj;enl  à  la  circon- 
férence méridienne.  Le  point  de  contiict  est  alors  une  singularité  analogue  à  celle 
signalée  dans  le  texte  pour  S'. 

C)   Théorie  des  Surfaces,  t.  I,  r  édition,  p.   '(34. 


—  IbS  — 
Rappelons  qu'en  posant  ^  =  — >  y,  =  — ,  A  =  ^-\-ir^,  |J>-  =  ^  —  l'^t] 
i<  =  4,  .     . ,  il  y  a  avantage  à  employer  les  intégrales 

r    cD.  r    dix  ,        r\dix  —  i±dx 

'  1    —      /    V >  I  ,   =:      /    ; ,  13=1     r ; 


r 


et  Ton  pourra  écrire  pour  définir  S  et  S' 

[   T-+-iy  =       -  (I,  _  l'i  )  +  il  [(c  -H  ic'  )c'\  —  c"(ci  -h  ic\  ,], 

1  -l 

(44)  '  a?  —  /jK  =  (i.,—  I2)H [(c,  — fc',)c"  — c';(c   —ic')], 

l. 

'-2  =  ([.j_  l'j  -t-        [(c  — <C')(C,  +  {C',)  — (c-i-ic')(ci— te',)]. 

4  4 

Les  points  à  l'infini  de  S,  S'  proviennent  exclusivement  des 
génératrices  isotropes  de  G  et  G)  ;  soit  G  une  génératrice  isotrope 
de  G  ou  du  moins  un  des  cycles  isotropes  portés  par  G,  si  G  est  le 
support  de  j)lusieurs  cycles  isotropes.  J'étudie  les  points,  aussi  bien 
imaginaires  que  réels,  de  S  et  S'  ;  d'ailleurs  la  discussion  est  la  même 
que  l'on  suppose  S  réelle  ou  imaginaire.  Donc  nous  distinguons 
plusieurs  cas  : 

i°Le  point  variable  m  qui  décrit  ()i!)),  ou,  si  l'on  préfère,  le 
point  variablr  P  qui  décrit  la  courbe  plane  (ç,  Tj,  i)  est  venu 
se  placer  sur  un  cycle  isotrope  (i,  tandis  que  //î,  vient  sur  une 
génératrice  non  isotrope  de  G(.  La  discussion  de  ce  cas  s'étendra 
évidemment  à  celui  qui  s'obtient  en  renversant  les  rôles  de 
G  et  G,. 

2"  m  esl  venu  sur  un  cycle  isotrope  G,  et  nl^  est  venu  sur  un 
cycle  isotrope  G|,  (î  et  G(  étant  supposés  conjugués. 

3"  m  et  /?/,  viennent   sur  deux  cycles  isotropes  non  conjugués. 

i^a  méthode  à  suivre  est  la  même  (buis  tous  les  cas;  |e  me  con- 
tente, pour  abn'-ger,  d'incUrpier  les  résultats  dans  le  cas  où  la  véri- 
fication est  facile  à  edeetuer.  Dans  les  deux  premières  hypothèses 
je  prends  pour  plan  xOy  le  plan  déteruiiné  par  G  et  la  droite  con- 
juguée.   La    droite    (i    a    pour    équations    c  =  o,    X-\-iy^=^o.    La 
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section  du  cône  C  par  le  plan  z  =  i  est  représentée  (il  ne  s'agit,  je 
le  répète,  que  de  surfaces  algébriques)  par  un  développement  qui 

a  la  forme 

X  =  B  ti'+-'  -1-  Bi  ^/'+^+i  -H .  .  . ,      . 

(45)  {  1^=-+^+..., 

I  -H  X  [JL  =  I  -+-  AB  <*"  -f- . . . 


ou 


X  =  B«/^+  Bii!/^+» 


(46)  {.  [.=.A  +  A.+...  (AB=-0, 

-H  X  |ji  =  K^'-f- Kl  </^-^» -i- . . . 

j9,  5,  r  sont  des  entiers  positifs  non  nuls  dont  j'ai  montré  l'impor- 
tance dans  le  Mémoire  de  V École  Normale  (Chap.  II).  Si  la  surface 
S  est  réelle,  la  section  de  C,  par  le  plan  z  =  i  sera  représentée  par 
les  développements  analogues  au  moyen  de  ^,,  variable  conjuguée 
de  t\  \^  est  la  fonction  conjuguée  de  [j,  et  y-\  celle  de  A.  L'équation 
du  plan  tangent  en  un  point  M  de  S  pourra,  par  analogie  avec  les 
expressions  ponctuelles  (44)?  se  mettre  sous  la  forme 


(47) 


[c— ic'4-ci  — tVi][X+«Y]-i-[c-i- Jc'+Ci-f-jc'i][X — tY]-t-2(c"-(-c",)Z, 
:[c — i'c'+Ci —  ic'i]  [ar-l-iy]  -r-[c-i-ic'-l-Ci+tc',]  [x  —  iy\->ri(c"-\-c\)z. 


14.  Cela  posé,  soit  le  premier  cas.  Le  point  m  s'éloigne  à  l'infini 
{t  =  o),  et  m^  reste  à  distance  finie.  Les  termes  I,,  L,  I3,  c.  c',  c" 
présentent  seuls  une  singularité  polaire.  Si  le  cycle  ^  :=  o  est  du 
type  (45)  (degré  p  et  classe  p -\- s)^  on  obtient  sur  S  et  S'  les 
divers  points  à  l'infini  de  la  droite  suivant  laquelle  le  plan 
X  -\-iy  =  o  tangent  le  long  de  G  au  cône  C  coupe  le  plan  de  l'infini  ; 
ce  plan  x  -[-  iy  :=:  o  est  isotrope.  Le  plan  tangent  à  S  ou  S'  se 
déplace  parallèlement  au  plan  x  -\-  iy  =  0  quand  le  point  de  con- 
tact varie  sur  cette  droite.  Si  le  cycle  ^  =  0  est  du  type  (46) 
(degré  et  classe  égaux  à  p,  indice  égal  à  ip  +/),  on  n'obtient  sur 
S  ou  S'  que  le  point  à  l'infini  de  la  génératrice  G,  le  plan  tangent 
en  ce  point  étant  le  plan  de  l'infini. 

Soit  maintenant  le  second  cas;  nous  avons  associé  sur  les  deux 
cônes  les  cycles  G  et  G»  conjugués;  je  me  borne  au  cas  où  S  et  S' 
sont  réelles,  de  sorte  que  C  et  C,  sont  conjugués.  Les  deux  cycles 


i 
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sont  donc  du  même  type  :  si  c'est  le  type  (45),  nous  obtenons 
simplement  le  point  à  l'infini  dans  la  direction  a:  =  o,  j'  i=  o  per- 
pendiculaire au  plan  G  G, .  le  plan  tangent  étant  le  plan  de  l'infini  ; 
remarquons  que  ce  point  réel  à  l'infini  est  à  l'intersection  des  deux 
droites  obtenues  dans  le  plan  de  l'infini,  pour  les  cycles  de  celte 
espèce,  par  la  considération  de  m  ou  /?«,  isolément.  Si  les  deux 
cycles  sont  du  type  (46),  nous  obtenons  les  deux  tangentes  au 
cercle  de  l'infini  à  l'extrémité  de  G  et  G,,  le  plan  tangent  étant  le 
plan  de  l'infini.  Je  donne  la  démonstration  dans  ce  dernier  cas,  en 
me  bornant  même  à  supposer  r  >  2/>,  car  il  faudrait  pour  être 
complet  envisager  successivement  r  >- 2/>,  /•=2/>,  r  <;  2yo.  Les 
conjuguées  de  A,  A,,  . . . ,  B.  B,,  . . .,  K  étant  A',  A|,  . . .,  R',  on 
a  (Mémoire  de  V École  Normale^  p.  279  et  suiv.) 


B/, 


(4.8) 
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Rappelons  en  passant  que  la  détermination  de  \K  peut  être  prise 
arbitrairement;  si  l'on  prend  pour  y/K' le  nombre  conjugué  de 
celui  qui  est  adopté  pour  y  K,  ^1,  cj,  c','  se  rapportent  bien  à  la 
courbe  (»''->i)  et  les  formules  (44)  où  e=-hi  donnent  S;  mais  si 
l'on  prend  pour  y/K'  la  détermination  égale  et  de  signe  contraire  à 
celle  précédemment  cbolsle,  c,,  c[,  c'[  se  rapportent  à  (iti>|)  et  les 
formules  (  44  )i  où  z  désigne  toujours  -f-  1 ,  se  rap|)()rtent  à  S'  et  non 
à  S;  de  la  sorte,  bornons-nous  à  spécifier  que  K  et  K'  sont  conju- 
guées, mais  ne  précisons  pas  les  déterminations  ado|)tées  pour  y/K 
et  y/K'  :    nous  étudierons  du   même   coup  S   et  S'.  Cela  posé,   la 
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réunion  des  formules  (44)  et  (48)  donue 


-{x-^iy) 


(  p  —  r)Kt'-'P        ip  —  r)K't'{+'' 
B  I  A' 


V^v/K'      ^,^-p  /Kv/K'      ^-^P 

2        _   .       ^  H> Xp 

1^^       ^-^  '        ( j9  —  r  )  K'  ^',-  /'        (  /?  -H  r  )  K  </'+'" 
(49)  (  B'  I  A  I 


v/Ky/K'      ^'ô^'i-/'  v/K/K'      ^'â^/'  +  'i 


2^9  2/? 


AA'  I  BB' 


Dans  ces  formules,  on  a  mis  en  évidence  au  second  membre' que 
le  terme  de  plus  haut  degré  polaire  parmi  ceux  qui  contiennent 
soit  t  seul,  soit  /,  seul,  soit  t  et  f,  simultanément. 

On  voit  alors  que  si  l  et  t^  tendent  vers  zéro  en  restant  du  même 
ordre  infinitésimal,  x  H-  iy  el  x  —  iy  sont  par  rapport  à  Tinfini- 
ment  petit  t  d'ordre  polaire  p  +  ;•,  et  2  d'ordre  2p-\-r\  ou  obtient 
donc  le  point  à  l'infini  sur  l'axe  des  z  ;  d'ailleurs,  si  l'on  se  borne 
aux  points  réels  de  S  et  S',  t  et  t^  devant  rester  conjugués  sont  du 
même  ordre  infinitésimal.  Supposons  maintenant  t  et  /,  infiniment 
petits  d'ordre  différent;  nous  supposons  t  et  ^,  fonctions  d'une 
même  variable  auxiliaire;  t  sera  donc  infiniment  petit  d'ordre  a 
et  i,  d'ordre  a,;  supposons  a>-0!,.  J'inscris  en  regard  de 
X  -{-  iy,  X  —  iy  et  s  les  degrés  des  termes  polaires  mis  en  évi- 
dence : 

x-+-iy;    (r—-p)a;    (r-f-/J)a,;    ( pja-h-ai;      (- -h  p\  a:^  -  a; 

X  —  iy  ;    (/•  —  p)ci\\    (r-\-p)a  ;   (-— /?)«iH o  ;        I     -hpja  -i — aj; 

z  ra;  raj  ;  (p-Jr-ja-\-(p-^-]ai. 

On    voit    immédiatement    qu'en    vertu    de    «>«,,    le    terme 
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[r-\- p)a  est  le  plus  grand  des  nombres  de  la  première  et  seconde 
li^ne  ;  il  suffira  donc  de  comparer  [r  -h p)a  avec 

pour  oblcnir  le   rrsullat   suivant  :  «  >  (  --f  -f-  i  )«(,  t>n  ohlienl  le 

point  à  l'infini  de  OG,  [x  -\-  iy  =  o,  z-  =  o);  a  ^  i  —  H-  i  ja,, 
on  obtient  la  droite  à  l'infini  du  plan 

/on  \ 

X  ~h  ly  =  Q\  — — h  I  )  ai  >  a  >  ai 


on  obtient  le  point  à  l'infini  de  O:;.  Finalement,  a^Ut  donne  tous 
les  points  à  l'infini  du  plan  x -+- iy  =^  (^  et  cif^a  donne  tous  les 
points  à  l'infini  du  j)lan  x  —  iyz=o.  Quant  au  plan  tangent,  dont 
les  coordonnées  langenlielles  sont  mises  en  évidence  par 
l'équation  (^~),  le  niême  procédé  prouve  que  c'est  le  plan  de 
l'infini. 

lo.  J'arrive  au  troisième  cas  qui.  nous  le  savons,  ne  peut  donner 
que  des  points  imaginaires.  C'est  de  beaucoup  le  plus  pénible  et  le 
plus  long  à  discuter.  Je  suppose  que  le  point  m  de  (u'.i)  tend  vers 
un  point  à  l'infini  relatif  à  un  cycle  isotrope  O^  de  C,  tandis  que 
le  point  m,  pris  sur  (\\U,  )  tend  vers  une  position  relative  à  un  cycle 
isotrope  OG,  de  C,,  le  cycle  OG(  étant  distinct  du  cycle  O^i  con- 
jugué de  Oa'  ;  je  considère  en  même  temps  le  cycle  OG  de  C  con- 
jugué de  OG|.  La  droite  0G|  est  distincte  de  Oi,'i,  si  la  droite  O^*- 
ne  porte  (juun  cycle;  bornons-nous  au  cas  où  les  droites  OG| 
et  O  I,' ,  sont  distinctes.  I^a  droite  0G|  pourrait  coïncider  avec  O^ 
et  par  suite  0(j  avec  O  »•,,  si  le  cône  C  admettait  des  couples  de 
génératrices  isotropes  conjuguées;  en  particulier,  ceci  arrivera 
fatalement  si  C  est  réel  (c)  ou  (G).  Supposons  encore  OG, 
distincte  de  O/,'.  Les  quatre  génératrices  isotropes  O^,  O^ty 
OG,  OG,  sont  donc  quatre  droites  distinctes  {/Ig^.  a).  Je  considère 
la  droite  Oz  perpendiculaire  au  plan  Oggi  de  sorte  cjue  zOgy 
zOg,  soient  l(îs  deux  plans  isotropes  tangents  respectivement 
à  C  le  long  de  O^'  et  C|  le  long  de  O^',  :  je  considère  de  même 
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les  plans  analogues  OZG,  OZG|.  Les  plans  Oo^i    et  OGG,  sont 
réels,    leur   intersection   sera   la    droite    Oy;    Oz  est  une  droite 


réelle,   je    définis   ainsi   un  trièdre  de  coordonnées  réel  {fig-ij') 
Oxyz,    dans   lequel   Oi>    a   pour   équations   2  =  0,    x-\-riy  =  o. 


Fig.  b. 


Je  prends  maintenant  OY  coïncidant  avec  la  direction  Oy;  |)uls  la 
droite  indéfinie  OZ  déjà  citée  et  la  droite  indélinie  0\  perpendi- 
culaire au  plan  ZOY;  les  sens  positifs  seront  définis  sans  ambiguïté 
sur  OX  et  OZ  par  cette  condition  que  OG,.  dans  le  système 
OXYZ.  ait  pour  équations  XH-fY  =  o,  Z^o  et  que  les  deux 
triédres  OXYZel  Oxyz  aient  même  disposition.  On  aura.  0  étant 
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l'angle  (G.-.  OZ)  : 

I    a:  =  XcosO  —  ZsinO,  X  =  cos6 -i- ^  sinB, 

(5o)  /    v=  Y,  Y  =jK, 

'  z  =  XsinO-^Z  cos6,  Z  =  —  arsinO-i-z  cos6  ; 

d'où  l'an  déduit,  par  exemple, 

^-f-  tv  =  (X  4-  jY)cos2 (X  — J  Y)sin2 Z  sinô, 

•>.  .1 

fl                                   A 
(,31)  /   a:— /  V  =  (  X  — /Y)cos2 (X-4-tY)sin2 ZsinO, 

\  -2  2 

I  (X-i-/Y)sinO  (X  — n)siiiO 

f  z  =    i -I-   ■ -+-ZcosO. 


Or  les  coordonnées  d'un  point  d'une  surface  S  ou  S'  résultent 
de  la  composition  de  trois  vecteurs  (A),  (B),  (C)  : 

1         —    /  c"  de'  —  c'  de", 

(A)  '         ~  I  ^"  '^^  — c''dc, 


—    je'  de  —  c  de'  ; 

[ I  c,  de,  —  c.  ac,, 

\  -i  J 

(  B  I  ' /  Cl  dc'\  —  c",  dci, 


^V^' 


dci  —  Cl  de\  ; 


(  c'  c",  —  c"c'i  ), 
(C)  •  ^(  c'ci  —  c  c",  ), 


Tt 


—  [ce,  —  c  Cl  ). 


J'introduis  alors  les  coordonnées  c,  c',  c"  d'un  point  //i  de  (ii'.<) 
et  les  projections  de  (A)  dans  le  système  Oxyz  parles  formules 
déjà  données  (43)  première  ligne  : 

<A|  X -h  l'y  ^  -II,  X—  l'y  =—  -It,  z  =  -^  Ij, 
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À,  [JL  étant  données  par  (  '{5)  ou  (  i6);  le  paramètre  t  est  celui  qui 
tend  vers  zéro  quand  m  s'éloigne  à  l'infini  sur  O^. 

Je  définis  de  mêuie  les  coordonnées  C,  G',  G"  d'un  point  m,  de 
(ilb,)  et  les  projections  de  (B)  dans  le  système  OXYZ  ;  il  suffit  de 
désigner  par  L,  M  les  quantités  analogues  à  A,  u. 

G  +  .-C  _  C--/C/ 

par  l'j,  r^,  r,  les  intégrales 

dL  .,         r     cm  .,         rhdM  —  Mdh 


'  -   r_^!l_  V  -    C     ^^^^  I'  -    r  L^i^ 


de  la  sorte  (B)  est  défini  dans  le  système  OX\Z  par  les  formules 

(B)  x  +  i\=l^\,       x-jY  =  Ji;,       z=îr3. 

Les  quantités  L,  M  sont  définies  par  des  développements  du 
type  (45)  ou  (46)  en  fonction  d'un  paramètre  ti  qui  tend  vers  zéro 
quand  ln^  s'éloigne  à  l'inlini;  t^  n'est  plus  une  variable  conjuguée 
de  t.  Les  formules  (5i  )  permettent  ensuite  d'avoir  les  projections 
de  (B)dans  le  système  Oxj)':;.  Quant  au  vecteur  G,  j'appelle  C|,  c', ,  c", 
les  coordonnées  dans  Oxyz  du  point  m,  :  les  formules  (5  i  ). donnent 
C(,  c', ,  c\  en  fonction  de  G,  G',  G'.  Par  suite,  nous  avons  tous  les 
éléments  géométriques;  pour  le  plan  tangent  on  emploie  la  formule 
(47).  Les  développements  en  série  sont  donnés  dans  le  Mémoire  de 
V Ecole  Normale  (p.  278-28'î).  Le  reste  n'est  plus  qu'une  question 
de  patience  et  se  traite  par  la  méthode  que  j'ai  donnée  un  peu  plus 
haut.  Il  faut  encore  distinguer  plusieurs  cas  suivant  que  le  cycle  O^ 
et  le  cycle  OGj  sont  tous  deux  du  type  (45)?  ou  du  type  (46),  ou 
l'un  d'un  type,  l'autre  de  l'autre. 

Si  l'on  suppose  les  deux  cycles  du  type  (15)  (classe  supt'-rieure 
au  degré),  on  n'obtient  sur  S  ou  S'  que  le  point  à  l'inlini  sur  la 
droite  d'intersection  des  deux  plans  isotrojîcs  cO,;»  et  Z(^G|  ;  le 
plan  tangent  est  le  plan  de  l'infini. 

Si  l'on  suppose  les  deux  cycles  du  type  (46)  (classe  et  degré 
égaux),  on  obtient  tous  les  points  à  l'infini  des  deux  plans  ^O^"  et 
ZOG|,  le  plan  langent  est  le  plan  de  l'infini. 

Si  l'on  suppose  que  le  cycle  O^»- soit  du  type  ('{5).  tandis  (pie  OG, 
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est  du  type  (46),  on  oblicnl  tous  les  points  à  l'infini  du  plan  iso- 
trope zOg. 

INous  pouvons  remarquer  que  l'on  a  avantage  ici  à  introduire  un 
troisième  trièdre  de  référence,  imaginaire  cette  fois,  dont  les  trois 
faces  sont  :  le  plan  O^Gi,  le  plan  isotrope  zOg-.,  le  plan  isotrope 
ZrOG(  :  un  seul  changement  de  coordonnées  appliqué  aux  trois 
vecteurs  A,  B,  C  donne  les  projections  de  ces  vecteurs  dans  le 
trièdre  en  question. 

Que  OGi  coïncide  avec  Ogt,  cela  au  fond  importe  peu,  ce  qui 
précède  s'applique;  d'ailleurs,  dans  ce  cas,  on  peut  se  dispenser  de 
tout  changement  d'axes. 

Mais  que  OG,  coïncide  avec  Og.,  tout  ce  qui  précède  ne  subsiste 
plus;  dans  ce  cas,  on  n'a  pas  besoin  de  changements  d'axes;  on 
reconnaît  aisément  qu'on  obtient  le  point  à  l'infini  de  la  droite  Og. 

La  discussion  a  donc  fourni  le  résultat  suivant  :  les  sur/aces  S 
et  S' étant  supposées  algébriques,  les  cônes  C  etC,  ont  des  géné- 
ratrices isotropes  ;  suivant  chacune  d'elles  ils  sont  tangents  au  cône 
isotrope  de  même  sommet;  ces  plans  tangents  isotropes  communs 
coupent  le  plan  de  l'infini  suivant  des  droites  qui  constituent,  par 
leur  ensemble,  le  total  de  la  section  de  S  et  S'  parle  plan  de  l'infini. 
Le  plan  langent  à  l'un  de  ces  points  à  l'infini  est  toujours  le  jjlan 
de  l'infini,  sauf  pour  les  droites  provenant  d'un  cycle  isotrope 
dont  la  classe  surpasse  le  degré. 

Les  seuls  points  réels  à  l'infini  des  surfaces  S  et  S(  sont  sur  les 
axes  des  plans  réels  obtenus  en  associant  une  génératrice  isotrope 
de  C  à  la  génératrice  conjuguée  de  C,  ;  en  un  tel  point,  le  plan 
tangent  est  rejeté  à  l'infini. 

16.  Parmi  les  surfaces  applicables  sur  le  paraboloïde,  il  v  en  a 
une  qui  joue  un  rôle  un  peu  exceptionnel,  c'est  préciséuient  le 
paraboloïde  lui-même.  Les  points  à  l'infini  offrent  la  configuration 
trouvée  précédemment.  En  prenant  pour  (»it>)  la  droite  isotrope 
X  —  ij)^=o,  2  =  1  et  pour  courbe  (>•!><)  la  droite  conjuguée 
X  -\-  iy  =:  o,  z  ^  I ,  on  obtient  le  paraboloïde  ^.  La  surface  S'  se 
réduit  à  l'axe  des  s,  la  surface  ï  au  plan  z  =  o.  Les  courbes  (-l>)  et 
(-1.,  )  sont  les  droites  isotropes  x  —  iy  =  const.  ou  x  -{-  /^-^consi. 
(lu  |)lan  z  =  (>.  On  peut  remarquer  (pie  h;  c(")ue  C  se  réduisant  à  un 
plan  cl  la  section  a  à  un(î  droite,  on  jx-ut  parler  du  degré  d'un  cvcle 
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porté  par  cetle  droite,  mais  non  de  la  classe  de  ce  cycle;  c'est  la 
raison  pour  laquelle  le  paraboloïde  joue  ce  rôle  exceptionnel.  Le 
fait  que  (ilb)  et  (l'I'i)  sont  symétriques  l'une  de  l'autre  par  rapport 
à  tous  les  plans  contenant  O:;  ou  encore  que  chacune  d'elles  reste 
invariante  dans  une  rotation  autour  de  Oz  entraîne  bien  la  consé- 
quence que  ^£  admette  tous  ces  plans  pour  plans  de  symétrie  de 
première  espèce  et  O:;  pour  axe  de  rotation. 

Ceci  conduit  à  pai-ler  rapidement  des  surfaces  de  révolution  et 
des  hélicoïdes  applicables  sur  ^f;  les  surfaces  de  révolution  ou 
hélicoïdales  applicables  sur  une  surface  de  révolution  donnée 
s'obtiennent,  comme  on  sait,  par  des  quadratures,  ici,  elles  sont 
immédiates,  et  il  est  même  assez  curieux  qu'aucun  géomètre  n'ait 
remarqué  que  l'on  obtient,  suivant  le  cas,  des  surfaces  applicables 
effectivement  sur  ^J?,  ou  des  surfaces  dont  l'élément  linéaire  se 
présente  bien  sous  la  même  forme  6! écriture^  si  l'on  peut  dire,  bien 
que  ces  surfaces  ne  puissent  recouvrir  aucune  région  du  paraboloïde. 
Dans  le  cas  actuel,  les  propriétés  de  ces  surfaces  particulières,  en 
réalité  très  voisines  des  surfaces  algébriques,  se  rattachent  étroite- 
ment aux  propriétés  étudiées  dans  tout  ce  Chapitre.  L'existence 
d'un  mouvement  de  révolution  ou  d'un  mouvement  hélicoïdal  lais- 
saut  la  surface  invariante  entraîne  que  (iiî))  soit  de  révolution 
autour  de  l'axe^  du  mouvement,  donc  que  (ili))  soit  un  cercle  réel 
\{v)  ou  (G)]  ou  imaginaire  de  la  sphère;  si  la  surface  S  est  réelle, 
l'axe  est  nécessairement  réel,  nous  le  prenons  pour  axe  Os  et  nous 
épuisons  tous  les  cas  possibles  en  prenant  (a  et  ^  désignant  deux 
constantes  réelles) 

1    c  =  siii(a  -4-  6<  )  cos(?/  -(-  iv  ), 
(52)  •.    c' =  sin(a  H- 6t  j  siii  (  «< -t- jV). 

(   c"=  cos(a  -4-  bi  ). 

Nous  avons  aisément  : 


(S) 


X  =:  —  9,-  cosa  ch6[      sin  a  ch  6  cosa  shp  -H  cosa  sli  />  sin  «  ch  f  ], 
y  =       2Tcosa  ch6[ —  sinachôsinashc  -t-  cosashAcosMchf], 

z  ^=       -  [p(i  —  cos'?.a  ch  ib)-^  asiii  2rtsli  ib  -i-(sin"^a  -f-  sh26)sh2«']; 

,r  =       9T  sin  a  sh  b  [sin  a  cli  b  sin  m  ch  p  —  cos«  sh  b  cos  u  sh  v], 

,„,    }  V  —  —  9,t  sina  sli  ^  Tsinat  cil  6  cos  K  ch  p -I- cosa  sh  A  sin  M  sh  ri, 

(S  )  <  -^  ^  ^  ^ 

=;       -  ft'f  I  —  cosia  chïb)  -+■  usiniashib  —  (  sin^a  -f-  sli2è)sh  2^1. 
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Les  courbes  v  =^  const.  sont  des  hélices  circulaires  d'axe  O;  et 
de  pas  égal  à  'z-  sin  2«  sh  2h;  les  surfaces  sont  donc  de  révolution 
si  sin2a  sh  26  ^  o,  ce  qui  entraîne  trois  cas  : 

i*"  b  =  0;  c"  =  cosa;  la  courbe  (\i!>  )  est  un  cercle  réel  (p)  de  la 
sphère;  S  est  de  révolution,  S'  se  réduit  à  O5.  L'origine  est  centre 
de  S  et  en  même  temps  point  conique  de  S  ;  (>tl))  coïncide  avec(itl,,), 
la  symétrie  par  rapport  à  l'origine  est  de  seconde  espèce;  le  plan 
xOy  est  plan  de  symétrie  de  seconde  espèce  pour  S  et  ne  la  coupe 
pas. 

2"  a  =  o;  c"  =  c\ib;  la  courbe  (iiï>)  est  un  cercle  imaginaire, 
mais  réel  ((j);  S'  est  encore  réduite  à  O^,  S  étant  encore  appli- 
cable physiquement  sur  y?,  admettant  l'origine  pour  centre  et  point 
conique  isolé  (symétrie  de  seconde  espèce)  ;  le  plan  xOy  est  encore 
plan  de  symétrie  de  seconde  espèce  pour  S  et  la  touche  suivant  un 
parallèle  de  rebroussemenl. 

3"  a  =  -;  c"  = — tsh^;  la  courbe  (\iî))  est  l'un  des  deux  cercles 

d'intersection  de  la  sphère  avec  un  cylindre  de  révolution  réel  (v) 
d'axe  O:;  et  de  rayon  ch/v  supérieur  à  i  ;  (\i!»)  et  {\^*u)  sont  symé- 
triques l'une  de  l'autre,  soit  par  rapport  à  l'origine,  soit  par  rapport 
au  plan  xOy.  La  surface  S  se  réduit  cette  fois  à  l'axe  des  z;  S'  est 
de  révolution,  mais  ne  recouvre  pas  Oi*  physiquement.  L'origine  est 
centre  de  symétrie  de  seconde  espèce  pour  S';  le  plan  équatorial 
xOy  est  plan  de  symétrie  de  seconde  espèce  pour  S'  et  la  coupe 
suivant  un  [)arallèle  de  rebroussement. 

Dans  un  Mémoire  complémentaire,  qui  paraîtra  jirochainemént 
dans  ce  même  Recueil,  j'étudierai  les  surfaces  déduites  delà  cul)ique 
de  Lyon  et  montrerai  les  conséquences  curieuses  que  l'on  jjvut 
déduire  du  travail  de  M.  Thybaut. 
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SUR  CERTAINES  SOLUTIONS  EXCEPTIONNELLES 
D'UNE  ÉQUATION  LINÉAIRE  AUX  DIFFÉRENCES  FINIES  ; 


Par  m.   h.    Galbrun. 


Les  résultais  que  je  développe  ici  ont  fait  l'objet  de  deux  Notes 
parues  aux  Comptes  rendus  de  V Académie  des  Sciences  (t.  loO 
et  loi,  i()io);  ils  constituent  la  suite  d'un  article  des  .Jc^a  malhe- 
inatica  (t.  XXXVI,  igiS),  où  j'ai  étudié,  au  moyen  de  la  transfor- 
mation de  Laplace,  les  solutions  d'une  équation  linéaire  aux  difTé- 
rences  finies  dont  les  coefficients  sont  des  polynômes  et  où  j'ai" 
formé  des  séries  les  représentant  asymptotiquement  dans  certains 
angles  du  plan;  employant  la  même  méthode,  je  montre  ici  ce  que 
deviennent  ces  séries  dans  un  cas  particulier  (  '  ). 

Considérons  l'équation  aux  différences  finies  linéaire  d'ordre  /• 

(i)       ¥\f{x)]^\<sf{x-^r)  +  Ai/(ar  + /•-!)  +  ...+ A,. /(^)  =  o, 

où  f{x)  est  une  fonction  inconnue  de  la  variable  x  et  où  Aq,  A,, 
A2,  .  .  . ,  A;-  sont  des  polynômes  de  degré  q.  En  désignant  par  le 
symbole  [x  -\-  k\P  \e  produit  de  p  facteurs 

(  07  -h-  A- )  (  ar  4-  A -  +  I  ) .  . .  (  ./■  -(-  /i  -t-  /J  —  I  ), 

ces  polynômes  peuvent  se  mettre  sous  la  forme 

An  =  «0,0  [-p -t-  '■]''  H- ao,i  [^  + /-j'/^'  -h.  .  .-H  «0,,, 

Al  =  a|,o  {-T  H-  '■  —  1]'/  -+-  «1,1  [^  -!-/•  —  i]'/-i   -+-...-+-  «),,/, 

(2)         / ' 

^■p=  a,,^Q\x  -^-  r  —jo  ]'/-!-  a^j  [a-  -+-/•—/)]'/-!  +  ...  H-  a,,^,j, 

\^  =  a,..o[.r]'/  -i-a;.,,  [ar]'/-i  _(_,.. ^-a^^. 

Si   l'on   efïectue    sur   le  premier  membre  de  l'équation  (1)  la 


(  '  )  Sur  le  même  sujet,  M.  Norluiid  a  publié  d'importants  travaux  :  C .  /•*.  Acad. 
Se,  t.  147,  1906;  t.  liO,  1909;  t.  155,  1912;  t.  156,  igi'i;  Acta  math.,l.  XXXIV, 
1910;  t.  XL,  1915;  ./.  Math,  pures  et  appL.  fi'  série,  t.  IX,  igiS. 
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transformation  de  Laplace, 


d'J-^  o 


B„p 


Ci) 

il  vient 

+  M[»(3)]-M[o(a)], 
en  jjosani 

.  ..-t-  a,.,,  ], 


^r 


(4) 


et 


(5)    M['r(/,»]  = 


I],  =  (—1)'?-'  [a«,,  7'- -h  a,,,  7'- 


'    dyi-^         dy    dyi-"^ 
di-H:,        d'^  di-^C, 


dy'i   2  dy    dy'i-^ 


dl^  G 
.  +  (_,,,^.^C, 


+  çC,/-l, 


avec 


(6) 


i  G,      =(— i//-ijK^+?  2B,, 


Quand  '-5(>')  est  une  solution  de  l'équation  différentielle 


on  a  donc"  (inaloinent 

(8;  F[/(:r)|  =  \I[cp(fî)]-.M[o(a)]. 

Ainsi,  jDour  form(;r  d(;s  solutions  de  l'équation  (i),  il  suffit  de 
choisir  la  lij^ne,  le  lonj^  de  laquelle  est  prise  rintéf;rale  fi<;urant 
dans  le  deuxième  memhr(;  de  (.i),  de  telle  sorte  que  la  dillV-icnce 
figurant  dans  le  second  membre  de  (8)  soit  nulle. 

A  chaque  racine  a/  du  jxiljnome  M^,  au  v«)isinaj;c  de  laquelle 
les   s<)luli(>n>   de   (7)   sonl    ré-^ulières,  on   pcul    faire  ainsi  corres- 
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pondre  une  fonction  méromorphe  fj{x)^  solution  de  l'équation 
aux  différences  finies  ('  ).  Pour  les  grandes  valeurs  de  la  variable, 
ces  fonctions  sont  représentées  asjmptotiquement  par  des  séries 
de  la  forme 


(9) 


X^t   L  X  X"  J 


Nous  examinerons  ici  ce  que  deviennent  ces  résultats  quand  le 
polynôme  Bo  admet  une  racine  double  au  voisinage  de  laquelle  les 
solutions  de  (7)  sont  irrégulièrès. 

I. 

Il  nous  faut  tout  d'abord  rappeler  comment  se  comportent  les 
solutions  de  l'équation  diff'érenlielle  (7)  au  voisinage  de  cette 
racine  double  (2). 

Posons 

(10)  y  =  a—j,  u>(j)  =  4<(/). 

On  a 

(11)  -~  =  hn  O^^^-H-  -^bnA  t^-"-^  -1 r    -+-..• 

^     ^       du"^  '  dt"  '  dl"^ 

'^  dt"^i>  dt 

les  coefficients  hn,p  étant  définis  par  la  formule 

(12)  bn,,,=  — ■. '  {n  —  \Mn-  1) .  .  .  {n  —  p). 

p\ 

L'équation  (7)  devient  ainsi 

d'i^  di    '^  <\) 

(.3)  Mo^+M,  -^+...+  M,4.  =  o, 


(')  Voit-  Sur  la  représentation  des  solutions  d'une  équation  aux  différences 
finies  linéaire  pour  les  grandes  valeurs  de  la  variable  {Acta  niat/tematica, 
t.  XXXVI). 

(')  Voir  PoiNCAUK,  5m/'  les  intégrales  irrégulièrès  des  équations  linéaires 
{Acta  mathematica,  l.  VIll,  1886). 
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où  les  coefllcionts  M  sont  donnés  par  les  formules 

M,  =/9-i  [6,,,Co+^'./-i,oC.l, 


M,  =  C^, 
dans  lesquelles  les  C  se  déduisent  des  B  par  la  relation 

r  ,  .       ^    B"-)('a)1 

(15)    C„(t)  =  (at-  1)1-1'    B,,(a)tr-  \i'„(a)t'-'  .  .  .  (-  O''      ^,       J  » 

en  désignant  par  les  lettres  accentuées  les  dérivées  de  i^p{y)  par 
rapport  à  y.  Comme  a  est  une  racine  double  de  Bo,  on  voit  que 
les  polynômes  Mo  et  M,  sont  de  degré  ary  -h  <  —  2  par  rapporta  <; 
les  polynômes  M;,,  .  .  . ,  M^_,,  M,,  sont  respectivement  de  degré 

•2«7 -f- /  —  3,     •>.(] -\- r — 4-     ••••     </ -^ '•     ''. 
Sur  l'équation  (\?>)  on  fait  la  transformation 

(If.)  ^{t)=   fe->'^-/{z)<lz. 

Les  points  singuliers  de  l'équation  dilïérentielle  en  -/{z)  sont 
les  racines  d'un  polynôme  qui,  dans  le  cas  actuel,  s'écrit 

(17)  So  =  (-  i//-'  a'i-^  z'i-^  \-  h,,^,a  ^^^^  z  ^  Vi,o  B,  (o  )]. 

Ce  sont  donc  l'origine  et  un  point  b  : 

.  ^  _  ^-^v  1.0  B|(a) 

On  forme  niois  ^  solutuuis  iiulé|)çndantes  de  (i3)  de  la  façon 
suivante  : 

On  clioisil  la  soliiliou  y  {  :■  )  cpii  correspond  à  la  racine  non 
entière  ^jl  de  rccpialiou  (iclcrniinanlc  relative  au  point  b  et  qui 
s'annule  en  b  comme  (  ;:  //)!^  ;  le  contour  d'intégration  L  est  un 
lacet  formé  par  ini  pctil  <;ercle  entourant  le  point  b  cl  la  portion  de 
la  demi-droite  ()/>.  couiprise  entre  le  point  b  ci  l'inlini.  La  fonc- 
tion '\>\{f)  déduite  dans  ces  conditions  de  la  relation  (lO)  est  une 

XLIX.  l_\ 
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première  solution  de  l'équation  (i3).  On  choisit  les  q —  i  solu- 
tions •/(-;)  correspondant  aux  q  —  i  racines  non  entières  de 
l'équation  déterminante  relative  à  l'origine;  le  contour  d'intégration 
se  compose  d'un  lacet  formé  par  un  petit  cercle  entourant  l'origine 
et  de  la  demi-droite  O^;  on  évite  le  point  h  par  un  demi-cercle 
tourné  soit  du  côté  des  arguments  croissants,  soit  du  côté  des 
arguments  décroissants.  Les  [q  —  i)  fonctions  '\{t)  déduites 
ainsi  de  la  relation  (16)  sont  solutions  de  l'équation  (i3  ). 

Au  total  on  a  formé  q  solutions  de  (i3)  qui  sont  indépendantes. 
De  plus,  on  sait  former  des  séries,  en  général  divergentes,  qui 
représentent  ces  q  fonctions  pour  les  grandes  valeurs  de  t. 

Si  l'on  désigne  par  —  (o  l'argument  avec  lequel  t  devient  infini 
dans  son  plan,  par  [3  l'argument  de  6,  la  fonction  'i'ilO  ^^^  repré- 
sentée asymptotiquement  par  ; 


(■8) 


<hx{l)  = aoH h...-) \ 


quand  Targumenl  to  reste  dans  les  limites 

,371  .         37r" 

3 •  <  ro  <  [3  H 

D'autre  part,  les  fonctions  '}(0?  déduites  de  l'intégration  le 
long  du  lacet  entourant  l'origine,  sont  représentées  |iar  des  séries 
analogues,  où  h  est  nul,  quand  l'argument  w  reste  dans  les  limites 

Les  dérivées  des  fonctions  '}(<)  sont  représentées  asjmptollqiie- 
ment  par  des  séries  analogues. 

Dans  le  plan  des  y  considérons  un  petit  cercle  ayant  le  point  a 
pour  centre;  soit  d  le  point  situé  entre  l'origine  et  le  point  n.  où 
ce  cercle  coupe  la  droite  0«;  on  a 


V  —  a 


Quand  le  point  t  s'éloigne  à  l'iiiliiii  dans  son  plan  avec  l'argu- 
ment —  to,   le  point  j>'  décrit  un  ra\on  du  cercle  et  tend  vers  le 
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point  a  ;  l'argument  w'  de  y  —  a  est 

oj'  =  t:  -H  w. 


Considérons  un  rayon  ac  du  cercle  tel  que 
c'est-à-dire  tel  que 


<  OJ  <  fî  H : 

2  Vi 


r  ^Tt  ,  ,  3lt 

P-^TI_  <W'<   [î  +  TH 

2  2 


A  la  fonction -i/j^^)  correspond  parle  changement  de  variable  (lo) 
une  fonction  cp,(  v),  telle  que,  quand  y  tend  vers  a  le  long  de  ac^ 
on  ait 

'''     (  y — a)!^--^' 
yi(7)  =^  g''"'      g/uiixM)     [«0  — ^!(7  — q)-.-(-i)"a/,(jK  — ^y-f-  £(^-a)"]. 

Si  le  rayon  ac  est  choisi  de  telle  sorte  que 

P-Ht: <a,'<P-4---H  -, 

le   module  de  ^^[y)^  ainsi  que  celui  de  ses  difTérentes  dérivées, 

// 

tend    vers  zéro  comme  e   '  ,   h  étant  un   nombre   |)ositif  et  /•  le 
module  de  )'  —  rt,  qui  tend  vers  zéro. 


II. 

Pour  former  une  sohition  de  l  écjualion  aux  diirt-rcnccs  (iuies, 
on  peut  donc  procéder  de  hi  façon  suivante  : 

Le  conloiir  d'inlé^ralion  S)   est  constitué  par  le  ravon  (n\  1  arc 
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de  cercle  cd  parcouru  en  sens  direct  et  la  portion  de  droite  de 
[Jig-  I  ].  Si  II  est  la  fonction  de  x  définie  par 

F[I,]  =  M[cp,(e)]. 


on  a 


Supposons  que  le  point  e  soit  suffisamment  voisin  de  l'origine 
pour  que  le  cercle  F  de  rajon  Oe,  ayant  l'origine  pour  centre,  ne 
contienne  à  son  intérieur  aucune  racine  finie  de  Bq. 

Quand  l'équation  fondamentale  relative  là  l'origine,  pour  l'équa- 
tion (^),  admet  les  q  racines  simples  rn,,  ctsi  •••i  ^(/i  on  peut 
former  g  solutions  indépendantes  de  (7)  r,,  Vo,  .  .  .,  i\,i  qui  par 
une  rotation  dans  le  sens  direct  le  long  de  F  deviennent  respec- 
tivement i^i,  i^2-i  •  '  • -,  ^V  tels  que 

Quand  l'équation  fondamentale  admet  des  racines  multiples,  on 
peut  former  q  solutions  indépendantes  <•,,  .  .  .,  r,/,  qui  se  répar- 
tissent en  autant  de  groupes  qu'il  j  a  de  racines  distinctes  et  les 
/solutions  du  groupe,  correspondant  à  la  racine  t7t<  d'ordre  de  mul- 
tiplicité /,  deviennent  par  une  rotation  le  long  de  F  dans  le  sens 
direct 

t'i  =  ^i^'i,  f'î  =  ^-2.1 ''1 -1- ^1 ''s,  •••)  i-V  =  nT/,1  «'1 -(-... -H  HTi  f/. 

Dans  les  deux  cas,  on  peut  former  q  solutions  indépendantes  Vy, 
qui,  par  une  rotation  autour  de  l'origine  le  long  de  F  dans  le  sens 
direct,  deviennent  Vy  tel  que 

Ces  fonctions  \  y  sont  des  fonctions  linéaires  des  cy,  dont  les 
coefficients  s'expriment  rationnellement  en  fonction  de  e^''"*".  Ces 
coefficients  ne  contiennent  en  dénominateur  que  des  expressions 
de  la  forme  ro/g-"^'' —  '  (  '  )• 

On  a  donc 

>j[v,]-Al[V,]  =  M[.y]: 

(')  Acta  mathematica,  t.  \X\VI. 
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et  si  ron  pose 

•T 

il  vienl 

V\\2\  =  'S\[cxi>i{e)  -\-CiVi(  e)-ir. .  .-^  c,,vq(e)\. 

Si  les  constantes  c,,  Co,  ...,  Cq  sont  choisies  de  telle  sorte, 
qu'au  voisinage  de  ^,  on  ait 

<f  1  (\r  )   =  C,  P-i -h  C2  t'2 -4- .  .  . -h  C^  f ,, 

la  fonction 

(19)  /i(3r)  =  I,-l., 

est  une  solution  de  l'équation  aux  différences  finies  (i). 

On  aurait  pu,  au  lieu  du  contour  S(,  choisir  le  contour  Sa  cons- 
titué par  le  même  rayon  ac,  l'arc  c^/ joignant  le  point  c  au  point  f^ 
sur  la  circonférence  parcourue  cette  fois  en  sens  inverse  et  la 
portion  de  droite  de;  la  valeur  de  S,  (  ))  au  point  e  est  alors 


?i  (>')  =  c'i  f  I -»- c'j  P2 -t- . . . -H  c;,  (^,/, 

et  la  fonction y.j  {x) 

est  une  seconde  solution  de  l'équation  aux  différences  finies. 

Les  fonclionsy")  (x)  et  f-,  (.réjouissent  manifesicmcnt  des  pro- 
priétés générales  des  différentes  solutions /y  (  .r)  de  l'équation  aux 
différences  finies  correspondant  aux  racines  ay  de  B„  au  voisinage 
desquelles  les  solutions  de  (7)  sont  régulières;  elles  sont  inéro- 
morphes  et  leurs  pôles,  racines  de  l'équation 

M  f  *'Tt.'-  =1=0, 

où  (0   est    une   racine  de  l'équation  fondamentale  de  (-)  relative  à 
l'origine,  sont  situés  sur  des  parallèles  à  l'axe  des  abscisses. 

Il  reste  à  rechercher  la  façon  dont  elles  se  comi^ortcnt  quand  le 
point  X  s'éloigne  à  l'inlini. 

III. 

Pour  étudier- les  fonctionsy,  (x)  et  /".^  [x).  nous  diviserons  les 
contours  d  intégration  tels  (pie  S,  en  plusieurs  parties. 
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Considérons    tout   d'abord  une   région  du  plan  des  )'.  voisine 
de  a,  et  dans  laquelle  un  a 

h 

?i(jk)  =  «^'""(JK—  a)!J[ao-4-  «1(7— a)  -H...+  a„(y  —  a)" -4-  £(j'  —  «)"], 

et  posons 

j/  =  a(i  -H  e''^z)', 

il  vient 


avec 


Posons 


k^t. 


z=  \  -\    u. 


et  désignons  par  Zq  et  yo  Is  point  du  plan  des  z  et  celui  du  plan 
des  y  correspondant  à  m  ^  i . 

Quand  le  point  a:  s'éloigne  à  l'infini,  le  point  )'„  tend  vers  le 

point  a  et  le  module  de  yo  —  <^  tend  vers  zéro  comme  —  »  0  étant 
le  module  de  x;  il  vient 

ri"    />^\^  T'"    -(v)^r        /A\«       L 

XI       i  —  (  -  1    f<  uH'  «  ao  —  a,  rt  (  —  1     «  + .  .  .     af/. 

L'intégrale  du  premier  membre  sera  prise  sur  une  portion  de 
droite  contenant  le  point  Yq]  l'intégrale  du  second  membre  sera  prise 
alors  sur  une  portion  de  droite  contenant  le  point  i;  or  nous  serons 
amené  à  poser 

u  =  i  -^  V, 

le  module  maximum  de  v  sur  le  chemin  d'intégration  tendant  vers 
zéro  comme  une  puissance  négative  de  p,  (juand  p  augmente  indé- 
finiment. 
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Le  module  de  a  reste  done  fini  sur  tout  le  contour  d'intégration  et 
quand  p  est  suffisamment  grand,  on  a 


['-iïï" 


[■ 


b„iu) 


la  série  du  second  membre  étant  convergente.  Le  coefficient  ^„  (  a) 

est  un  polynôme  en  a  dont  les  termes  ont  tous  un  degré  de  même 

parité  que  n]  le  terme  de  plus  haut  degré  est  de  degré  3/î   et  le 

terme  de  plus  has  degré  est  de  degré  n-\--i.  De  même,  quand  p  est 

i 

suffisamment  grand,  la  fon('tion     i  - —  i-\    u\      se  développe  sui- 
vant les  puissances  croissantes  de  —  ;  on  a  donc 


[      ci(u: 


c„  (  u  ) 


Le  coefficient  c„(u)  est  un  polynôme  en  u  de  degré  3n.  ne  con- 
tenant que  des  termes  dont  le  degré  a  même  parité  (jue  n  ;  son 
terme  de  plus  bas  degré  est  de  degré  n-\-2;  le  reste  de  cette  série 
convergente  s'écrit 


R„=- 


.(u) 


Quand  o  augmente  indéfiniment,  les  termes  de  la  série  con\ergente 
entre  parenthèses  tendent  vers  zéro  sur  tout  le  parcours  d'intégra- 
tion puis(pie  t(  reste  fini;  on  a  donc 


R„=  - 


et 


1     T'-I  I  Ah' 


-'*'•'"- -rf,  I  ^■('O 


Cn(u) 


5] 


En  multipliant  parla  série  asymptolique  (iguranl  sous  le  si^^ne    / 
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il  vient  finalement 


/• 


}2!L       r 
2  u^     ao 


d\{u) 


d„{u) 


dx. 


la  quantité  z  tendant  uniformément  vers  zéro  sur  tout  le  parcours 
d'intégration.  D'autre  part,  le  polynôme  dni")  est  de  degré  3/i, 
ne  contient  que  des  ternies  dont  le  degré  a  même  parité  que  n.  et  est 
au  moins  égal  à  n.  On  peut  d'ailleurs  remarquer  que  ce  résultat 
serait  encore  valable  si  le  module  de  //,  au  lieu  de  rester  fini  sur 
le  contour  d'intégration,  était  seulement  astreint  à  rester  inférieur 

à  p^,  V  étant  un  nombre  positif  Inférieur  à   -   et  ne  dépendant  que 

de  n.  En  posant 

a  =  I  -4- 1', 


il  vient 


/. 


y.  +  i 


y''-^'i\{y)dy  = 


/-iAm 

[ 


A     . 


(H-  P)!J- 


X     ao-1- 


^i(n-f) 


ti„(i  -f-  (') 


-1  dv. 


et  en  posant 
il  vient 

avec 

(9.0) 


Jy.r    ^o{y)dy=?  j'fO-)d). 


\>.  +  \ 


X 


fK'J.  —  iyt.xVi- 


{kxy 


Le  module  de  A  sur  le  contour  (rinlégration  est  au  plus  égal  à  z' . 

V  étant  un  nombre  positif  inférit;ur  à  -;  le  module  de  r  reste  donc 

4 

inférieur  à  l'unité  dès  (pie  p  est  suffisamment  grand  et  l'on  |>eul 


écrire 


217  — 


—  (kxy- (v-i-^iv) 


=  —{kx)''v'^[l  —  r-H,;2_..  .] [,,Î_H2(;] 


ou 


—  (kxf^ 


k-^ 


=  -ÀM  I 


■{v--\-  ÏV) 


À  2 


{kx)'        (kx)'' 


À  2 


kx*        (kx) 


mais  on  a 


1' 


e,  ('l  ) 


e„(>.) 


X* 


le  polynôme  e„  (X)  est  de  déféré  3/?,  ne  contient  que  des  termes 
dont  le  dei;ré  au  moins  égal  à  n+  2  est  de  même  parité  que  n. 
De  même. 


k  /  î\  >,» 


\-h  ki-^  -^ko( ~ 


x'* 


les  coefficients  /., .  k> /.„.  .  ,  .  étant  indépendants  de  ).. 

Le  terme  (  i  -\ ^—  \     se  développe  également  en  série  ordonnée 

V  kx'^J 

suivant  les  puissances  croissantes  de  —y. 
Finalement  on  a 


(!  +  (>)(*=  e-"     I-+ 


t 


/.  (  >.  ) 


/«(>0 


Le  polynôme  f„  (X)  est  de;  degré  .i/j.  ne  contient  que  des  termes 
dont  le  de<;ré  au  moins  égal  à  n  est  de  même  parité  que  n.  Le  reste 
R;i  s'écrit 


..=j[. 


P 
x^ 
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Si  le  nombre  v  est  tel  que 


3v(«  -H/?)  —  -  <  o, 

2 


le  rapport    •    "^^'^  tend  vers  zéro;  par  conséquent,  si  le  nombre  v 

est  choisi  de  telle  sorte  que 


3v(rt  H-  i) <  o, 

2 


il  est  clair  que  tous  les  termes  de  la  parenthèse  tendent  vers  zéro 
quand  p  augmente  indéfiniment,  et  Ton  peut  écrire 


e'  tendant  uniformément  vers  zéro  sur  tout  le  parcours  d'intégra- 
tion. 

D'autre  part,  le  polynôme 


X 


(kx)''' 


s'ordonne  par  rapport  aux  puissances  croissantes  de  (  — ^  \  ;   son 

terme  de  plus  haut  degré  est  de  degré  dp;  il  est  multiplié  dans  la 
série    asymptoti(jue    figurant    sous    le    signe    /    par  —   qui  peut 


s'écrire  ——  •  On  a  donc 

-p 


(L  (  II.  ■) 


dn ( U)  £ 


ao 


A'-i^>^)        A'-2C^) 


,•?■«'(>>)    ,     e" 


X* 


,r' 


Le  polynôme  g'pQ^)  ne   contient  que  des  termes  de  même  parité 
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que/?.  La  quantité  sous  le  signe    /    s'écrit  donc  finalement 

,    G,  (À)       Gj(/)    ,  Gp(X)    ,  G„(À)         ( 


x^ 


^*  .. 


Gp  (a)  étant  un  polynôme  ne  contenant  que  des  termes  dont  le 
degré  a  même  parité  que  p  et  t  tendant  uniformément  vers  zéro  sur 
tout  le  contour  d'intégration,  si  le  module  de  A  j  reste  au  plus 
égal  à  p'^,  V  étant  un  nombre  positif  inférieur  à  un  nombre  v,  qui 
ne  dépend  que  de  /j,  le  nombre  v^  est  sûrement  inférieur  à  y 


On  a  alors 


«0 


G.(X) 


X* 


GnO^) 


dl, 


l'intégrale  du  second  membre  est  prise  dans  le  plan  des  À  sur  une 
portion  de  droite  passant  par  l'origine  comprise  entre  deux  points 
situés  de  part  et  d'autre  de  l'origine  à  une  distance  égale  à  p^;  si 
sur  cette  droite  l'argument  de  A^  est  tel  que  son  cosinus  soit  positif, 
ce  second  membre  devient,  quand  o  augmente  indéfiniment, 


(21)  fy''-'ft(r)dj  =  p 

en  posant 


Ao-l- 


2  p  =  II. 


r 


On  voit  que  les  termes  contenant  les  puissances  impaires  de  —   dis- 

paraissent.  La  quantité  s  tend  uniformément  vers  zéro  quand  l'argu- 
ment de  A-  varie  entre  des  limites,  telles  que  son  cosinus  demeure 
constamment  positif. 

Au  lieu  de  considérer  un  chemin  d'intégration  constilu»':  par  une 
petite  droite  j)assaiil  par  le  point  m  z=  i ,  on  j)eMt  |)reiidre  jïour  con- 
tour d'intégration  une  petite  poilion  de  droite  passant  j)ar  le  point 


On  pose  alors 


u  =  e"'>'^(  I  —  i'  )  =  —  1  -H  r, 


m  étant  un  nombre  impair  positil  ou  négatif. 


520 


On  peut  écrire 

//c\    2 
=  _  a-ï+P-    - 

X      e  ^     " 


gin'j.  g2i/..>-.2 

1    /  ii-hl     •■       /m' 


^    uV-     a 


d,(u) 


dn(u)     ,       £ 


■] 


|X  +  1 


=  a'^+V- 


/c  \      ■'  2  (/,  .n-i 1-  ini  TtU- 

—  pinu.  p  2  "^ 


</' 


■|A-.«-)2  . 


■k^il-..: 


(l-l')!J. 


Si  Ton  pose 


X  =^  X  e- 


l'exposant  d 


exposant  ae  e  sous 


le  signe    /   s'écrit 


(kx')^ (v^ — 7.v). 

I  —  f  2 


D'autre  part,  le  polynôme  dp{u)  ne  contient  que  des  termes  de 
même  parité  que/?. 

On  a  donc 

d,,le'"''^{\  —  i>)]  =  e'/"«n  d,,{\  —  v), 
d'où 

d„\e'"'^(i  —  i')]        d„i\-i') 


Si  l'on  pose 


{kx'y  =  \. 


on  aura  donc  sous  le  signe  /  une  fonction  se  déduisant  de  celle 
qui  a  été  considérée  dans  le  cas  précédent  en  y  changeant  x  en  x' 
et  À  en  — X;  il  vient  ainsi 


/ 


yX-\  (f^(y)dy=   I 


>'/.-■- ^«0 


G,(-À) 


x"" 


G„(-x: 


+  —  \d}. 


i] 


—  221  — 
avec 


[X-l-l 


(22)  P'  =  —  a-^-^î^e'^P-f  -  i  ;■  e  ^ 

On  a  donc  finalement 


(23 


L  ^'^  x'-        x'^  A 


IV. 

Etant  donné  un  nombre  positif  m  aussi  petit  que  l'on  veut,  on 
peut  toujours  tracer  dans  le  plan.des  y  un  cercle  C  de  centre  a  et 
(le  rayon  assez  petit  pour  que  Ton  ait 

<pifr)  =  e^""(jK  — a;l^[ao-4-T,], 

Y,  restant  inférieur  à  /n,  quand  le  point  j^  reste  à  l'intérieur  de  ce 
cercle  dans  une  région,  telle  que  l'argument  vs'  àe  y —  a  soit  com- 

pris  entre  [ii  +  t: '-  et  ^S-h"  H •  Considérons  d'autre  part  un 

cercle  C  de  centre  a.,  dont  le  ra^on  tend  vers  zéro  comme  —  •  Dès 

?" 
que  p  est  suffisamment  grand,  il  est  intérieur  au  cercle  C  et  l'on 

peut  écrire 


/ 


ya-\  ':)^{y)dy 

l'intégrale  étant  prise  sur  un  chemin  d'intégration  situé  tout  entier 
à  l'intérieur  du  cercle  C  dans  une  région  telle  que  l'argument  ro' 
reste  compris  entre  les  limites  |)récédernment  déterminées. 
Désignons  pai-  a  riirgumcnl  de  a  et  posons 

l'argument  de  c  est  nr' —  a  —  -  et  Ton  peut  écrire 

u  =  r  e-'Y 


—  'i'H  — 

avec 

S  —  a  —  <T 

y  ■=  —  nj-f-a-t-it-i- 

i 

Si  /»'  désigne  le  module  de  k,  on  voit  que  la  partie  réelle  de  l'ex- 
pression 


est 


en  posant 


et 


(pA')-  [;  cosô  +  T)  sin  ô], 


I 

T  J  =    W  H —   2 

II 


^  _   [3  —  a  -f-  a 


Ce  dernier  angle  n'est  autre  que  l'argument  de  '{ kx)- . 
On  a  donc 


(24) 


Considérons  ^  et  r,  comme  les  coordonnées  rectangulaires  d'un 
point  du  j)lan  ;  tjuand  /■  reste  fixe  et  que  y  varie  seul,  autrement  dit 
quand  le  j)ointjK  décrit  un  cercle  de  centre  ((,  le  point  (i,7,)  décrit 
une  ellipse  ayant  pour  foyer  l'origine  et  le  point  —  4  tl*^  l'axe  des 
abscisses  ;  si  y  reste  fixe  et  si  /•  varie  seul,  autrement  dit  si  le  point  j' 
décrit  un  rayon  issu  du  point  c/,  le  point  ç,  "ï]  décrit  une  hyperbole 
de  mêmes  foyers. 

Le  contour  du   plan   des  y^  sur  lequel  on  intègre,  se  déforme 

quand  o  augmente  indéfiniment,  de  telle  sorte  que  la  distance  de 

_  1 

chacun  de  ces  points  au  point  a  tende  vers  zéro  comme  p  '  ;  sur 
ce  contour  la  variable  u  conserve  un  module  inférieur  à  une  quan- 
tité positive  fixe;  si  le  point  ^, '^  dé(u-il  alors  dans  son  plan  une 
courbe;  telle  que  la  projection  sur  la  direction  o  du  vecteur  qui  a 
pour  or'igine  l'origine  des  coordonnées  et  pourextriMuité  le  point  c,  y, 


I 
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reste  su[)érieur  à  un  nombre  posilif  fixe,  le  niçdule  de  l'intégrale 

i ,  ii  —  i  '    A//' 


Ce    "^  '"'     "     '        2   u\>{ko^r^)du 


tend  vers  zéx'o  eomme  e       ^.  h  ''tanl  positif. 

On  est  ainsi  amené  à  étudier  les  courbes  décrites  parle  point  ç,  tj 
dans  son  plan,  quand  le  point  j'  décrit  la  portion  du  contour  d'in- 
tégration comprise  à  l'intérieur  du  cercle  C  dont  le  rajon  t(;nd 

I 
vers  zéro  comme  —  • 

?^ 
Considérons  maintenant  la  portion  d'un  rayon  du  cercle  C  com- 
prise entre  le  point />  situé  sur  C  et  le  point  q  situé  sur  C. 
On  a 

Mais  le  l'acteur  (\  ^  z)  reste  fini  et 

Le  module  de  r,  devient  inférieur  à  toute;   (piantité  positive  don- 
née à  l'avance,  si  le  rajon  du  cercle  C  est  suffisamment  petit. 
Posant  alors 

z  — 


M(  // )  i('>laiil  liui  ;  or  si  l'on  pose 


cl 

I  '       I  '  -     -  J- 


-  2U 
et  finalement 


1" 


1  +  '01  +  ■ 


<"  g— (p*')^  (^  cosÔ  +  rj  sinô  — ;■£] 


Le  module  /■  de  u  varie  depuis  une  valeur  très  grande  correspon- 
dant au  point  q  situé  sur  C  jusqu'à  une  valeur  qui  devient  inlinie 

1 
comme  p^  correspondant  au  point  yj  situé  sur  C. 

La  quantité 

^  coso  -(-  Tj  sin  0 

est,  sur  tout  le  parcours  d'intégration,  de  la  forme 

/•  cos(ô  —  y)  +  '^) 

B  restant  fini. 

Si  cos  (o  —  y)  reste  positif  quand  le  point  ç,  r^  décrit  la  couibe 
correspondante  dans  son  plan,  on  pourra  toujours  choisir  ;•  assez 
petit  pour  que  la  différence 

cos(o  —  y)  —  £ 


soit    positive.    Dans    ces    conditions,    l'intégrale    tend    vers   zéro 

comme  e       ',  /i  étant  positif. 
Au  point  M  =  I   on  a 


d'où 


TO,,  =  a  4-  t: 


Considérons  dans  le  plan  des  u  une  droite  D  passant  par  le  j)()int 
a  =  I.  Sur  cette  di-oitc  on  prend  poui-  direction  positive  celle  vers 
laquelle  se  déplace  le  point  M,  (juand  l'angle  v  de  la  direction  OM 
et  de  l'axe  des  abscisses  cr(ùt.  Si  m  est  la  distance  du  point  i  au 
point  M  comptée  positivement  dans  le  sens  ainsi  défini  et  si  ^  est 
l'angle  de  cette  direction  positive  et  de  la  direction  positive  de 
l'axe  des  abscisses,  on  a 

m  siii  (^  —  V  )  =  si  11  V 
et 
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En  s  appiiyanl  sur  ces  deux  formules  cL  en  remarquant  que 

Y  —  —  nr'  +  ro'o  =  —  raô  —  '-'  -^  ^0  =  —  ''> 
on  démonlre  que,  lorsque  le  point  M  décrit  la  portion  de  droite  D 

l-ig.  •.. 


voisine  du  point  i ,  le  point  ;,  y,  décrit  une  courbe  admettant  à  l'ori- 
gine un  point  de  rcbroussement  ;  en  développant  ç  et  r,  suivant  les 
puissances  croissantes  de  /;?,  il  vient 

ç=       m- cosiZ -r- t\.\  rn'"' -^. .  . , 
Tj  =  —  /n-  siii'i^  ■+-  Hi  rn^  -\-  . .  . . 

Cette  reaiarcpie  nous  sera  utile  dans  la  suite. 


Dans  la  rec^lierclie  des  séries,  qui  représentent  asymptotiquement 
les  fon(;tions  /,  (x)  et  /..(.î^),  interviennent  les  valeurs  relatives 
des  angles  a  et  ^ j  ;  pour  fixer  les  id(''es  nous  supposons  que 

'/  <  3  <a  -H  -. 

Dans  le  plan  d<'s  )•  traçons  alors  la  droite  ([ui  passe  par  le  point  a 
et  fait  avec  la  direction  positive  de  l'angle  des  abscisses  l'angle  [3. 

La  direction  y.-\-n-\ est  donc  la  direction  (/c  de  la  bissec- 
trice de  celte  droite  et  de  Oti. 

Supposons  tout  (l'al)or(l  (|ue  le  j)oint  ./•  s'i-loigne  à  l'infini  avec 
un  argument  nul,  et  prenons  pour  contour  d'intégration  S,  le  con- 

XIJX.  IJ 
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tour  formé  par  la  portion  de  droite   ac^  l'arc  de  cercle  cd  et  la 
portion  de  droite  de;  la  dislance  ac  tend  vers  zéro  comme  —  ;  mais 


P- 


le  point  c  est  toujours  situé  au  delà  du  point,  qui  correspond  au 
point  I  dans  le  plan  des  u. 

Quand  l'angle  a-  est  voisin  de  zéro,  on  déforme  le  contour  S,  de 


Fig.  3. 


la  façon  suivante  ;  il  est  constitué  par  une  portion  de  droite  ac' 
issue  du  point  a  et  faisant  avec  l'axe  des  x  l'angle  ro^  : 


Cïo   =  a  +  TT  -f- 


p 


en  posant 


^0.1  =  a  +  Ti:  4- 


P 


puis  par  l'arc  de  cercle  c  d  et  enfin  la  portion  de  droite  de. 

La  droite  ac  fait  avec  la  droite  ac  l'anffle • 

Pour  que  le  contour  ainsi  formé  sont  équivalent  au  contour  pri- 
mitif S|,  il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ail 

[i  -+-  TT  —  -    <  nj'o  <  jJ  +  TT  -'r  - 
2  2 

a  —  P  —  Ji<(T-<a  —  p  +  TT. 


ou 


Or  l'angle  a  —  3  est  compris  entre  zéro  et  —  ->    cette    condition 
sera  donc  satisfaite  tant  que 


<a<  - 

2  2 
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Quand  le  point  y  décrit  la  droite  ac'  depuis  le  point  a  jusqu'au 
point  j'o  correspondant  au  point  M  =  i,  le  point  (?,''»)  décrit  la 
partie  positive  de,  l'axe  des  abscisses,  depuis  l'infini  jusqu'à  l'ori- 
gine ;  quand  le  point  v  décrit  la  droite  ac  depuis  le  point  j'^  jus- 
qu'au point  c',  le  point  ;,  tj  décrit  la  partie  positive  de  l'axe  des 
abscisses  depuis  l'origine  jusqu'à  un  point  situé  à  distance  finie  ; 
quand  le  point  y  décrit  l'arc  de  cercle  c'd^  le  point  ;,  yj  décrit  un 
arc  d'ellipse  situé  au-dessus  de  l'axe  des  abscisses,  puisque  y  croît 
quand  in'  décroît. 

Enfin  quand  le  point  y  décrit  la  portion  de  droite  de,  le  point  ^,  r\ 
décrit  un  arc  d'hyperbole  asymptote  à  la  droite,  qui  fait,  avec 
l'axe  des  abscisses,  l'angle 

[3  —  a  —  a 


Y  = 


puisqu'alors  on  a 


ra  =  a  -f-  TT. 


Or  la  direction  de  cette  asymptote  et  la  direction  5 

8  —  a  -f-  a 
0  = 

2 

Fig.  4. 


.....        8  -a        . 
ont  pour  hisseclrice  la  direction  *^— —  qui  est  comprise  entre  zéro 

et  7  >  et  forment  entre  elles  un  angle  aigu,  puisque  t  est  compris 


—  2^28  - 
entre  —-et-.  La  proieclion  sur  la  direction  a  du  vecteur  joignant 

,"22  1         J 

l'origine  au  point  ^,  i\  reste  donc  constamment  supérieure  à  un 
nombre  positif  fixe,  sauf  quand  le  point  ;,  r,  vient  au  voisinage  de 
l'origine. 

Cette  dernière  portion  du  contour,  décrit  par  le  point  ;,  tj,  cor- 
respond à  la  portion  du  contour  d'intégration  voisine  du  point  jo; 
,dans  le  cas  actuel  l'angle  'C,  de  la  droite  D  avec  la  direction  positive 
de  Taxe  des  abscisses  dans  le  plan  des  u  est  nul  ;  on  a 

'  r 

r,  =  o. 

Quand  m  varie  depuis  une  valeur  finie,  mais  petite,  jusqu'à  la 

1 

V . 

valeur  Ap  *,  A  étant  une  constante  positive  convenable  et  v  un 
nombre  positif  inférieur  à  ^  ^  le  point  ç,  ri  décrit  une  portion  de 
l'axe  des  abscisses  situé  entre  un  point  voisin  de  l'origine  et  fixe 

à  un  point  ç'  : 

^'  =  m-  -H  A 1  m"^  -1- .  .  . , 

V-  ' 

où  m  a  la  valeur  Ap  *;  la  projection  du  vecteur  Oç  sur  la  direc- 
tion 0  atteint  son  minimum  pour  le  point  l\  qui  est  l'extrémité  de 
la  portion  de  l'axe  des  abscisses  la  plus  voisine  de  l'origine.  On  a 
donc  pour  toute  celte  partie  du  contour  d'intégration 

1  i 

—  (pA')-($cos8  -h-f]  sinS)  <  —  (p/c' j^l  f'  co-ô  -h  tj'  siii8). 

Or 

(pÂ-')^($' cosô -f- /)■  sinS)  =  Mocosôpîv-i- i\l,  cos8p  *  ...^ 

Si  le  nombre  v  est  suffisamment  petit,  on  a  donc 

(  ofc')'  (^'  cosô  -f-  Tj'  sin  S)  =  Mo  cosSp-^-H  t,, 

T|  tendant  vers  zéro  (|uand  p  augmente  indéfiniment;  or  Mo  est 
positif;  cosG  est  également  positif.  L'exposant  de  e  dans  la  quan- 
tité sous  le  signe    /    devient  donc  infini  comme 

-  /'  p'''  ; 

quand  p  augmente  indéfiniment,  h  étant  positif. 
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Enfin  si,  pour  la  portion  du  contour  d'intégralian,  qui  corres-> 
pond  à  la  portion  de  l'axe  des  abscisses  du  plan  çr,  comprise  entre 
l'origine  et  le  point  ;^,  nous  posons 

M  =  I  -H  c, 

on  voit  que  l'argument  de  A-  n'est  autre  que  o,  dont  le  cosln^is  est 
positif,  et  l'on  obtient,  en  vertu  de  (21), 


X 


j-r--i'^,r7)./.  =  ^ 


A, 


A„ 


s'  tendant  vers  zéro  quand  p  augmente  indéfiniment. 

Il  reste  à  examiner  la  portion  d'intégrale  prise  le  long  de  la  poi- 
tion  de  droite  ef.,  J  étant  voisin  de  l'origine  et  sur  le  cercle  V. 

Au  point 

y  =  r  e'', 

on    fait    correspondre    le    point   y'    de    coordonnées    rectangu- 
laires (L/',  —  .ç),  et  l'on  considère  dans  le  plan  des  j''  l'image  du, 
contour  d'intégration  du  plan  des  r- 
SJ  l'on  pose 

on  constate  facilement  que  le  module  du  rapport 

I 


est  de  la  forme 


/ce-''P+r9\ 


k  étant  un  nombre  fini  cl  //  icstiint  su|)('ii('ur  à  \\n  nombre  positif 
fixe,  si  la  projection  du  vecteur  O)'  sur  la  direction  t  reste  infé- 
rieure à  la  projection  du  vecteur  Oa' ,  a'  étant  limage  de  ^/,  quand 
le  point  )■'  décrit  l'image  du  contour  d'inlc-gration. 

Quand  l'argument  1  est  compris  entre  iji  et  -    -  [ji,  |j.  étant  un 

angle   positif  aussi   jx-tit   (pie   l'on   veut,   on   définit  y,  (^j:)    par  la 
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formule 

Quand  l'argument  a-  est  compris  entre  7  +  p-  et  —  [jl,  on 
définit /<  (5:)  par  la  formule 

-  s, 

le  contour  F  étant  alors  parcouru  à  partir  du  point  /  en  sens 
inverse. 

Dans  les  deux  cas,  le  contour  d'intégration  est  tel  que  la  projection 
du  vecteur  Oy'  reste  inférieure  à  la  projection  du  vecteur  Oa' . 

D'autre  part,  dans  le  premier  cas,  les  coefficients  y  qui  inter- 
viennent dans  les  fonctions  V  tendent  vers  zéro  ou  vers  l'unité  ; 
dans  le  second,  ils  tendent  toujours  vers  zéro;  on  peut  donc  écrire 
finalement 


(25)  Mx)  =  V 


Ao+  —  -+-.. .H j 


i]' 


e  tendant  vers  zéro  quand  p  augmente  indéfiniment. 

Quand  l'angle  a  est  compris  entre  —  ijl  et  [Ji,  les  coefficients  y 
restent  finis  si  le  point  x  s'éloigne  à  l'infini  en  restant  à  distance 
finie  des  pôles  de  J\{x).  En  partant  de  la  première  définition 
de  f\{x)  on  voit  aisément  que  le  rayon  du  cercle  F  peut  être 
choisi  assez  petit,  pour  que  la  projection  de  Oy'  reste  inférieure  à 
la  projection  de  Oa;  l'égalité  précédente  est  encore  vérifiée  sous 
la  seule  restriction  que  le  point  x  reste  à  dislance  finie  des  pôles 
àej\{x). 

Cette  condition  disparaît  quand  les  solutions  de  l'équation  (■j) 
sont  régulières  au  voisinage  de  l'origine;  les  pôles  de  la  fonc- 
tion f\{x)  ne  s'étendent  plus  à  l'infini  dans  la  direction  des 
abscisses  positives,  et  cette  fonction  peut  être  définie  par  la  formule 

/i(^)=  /  j*~'7i(7)^j+ /  y'~^'^\iy)dy. 
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la  seconde  intégrale  étant  prise  sur  la  droite  Oa  depuis  le  point  e 
jusqu'à  l'origine.  On  démontre  toujours  par  la  même  méthode  que 
cette  intégrale  est  représentée  par  une  série  asymptotique  à  termes 
nuls,  abstraction  faite  du  facteur  P;  il  en  résulte  que  l'égalité  (26) 
est  satisfaite  quand  le  point  x  s'éloigne  à  l'infini  de  façon  quel- 
conque avec  un  argument  compris  entre  —  jx  et  u. 

Supposons  que  a-  soit  voisin  de  -;  on  a 

7:  - 

|JL<(J<--4-[J. 

2  2  ' 

Si    UL    est    suffisamment    petit,    l'angle    0    est   encore   compris 

entre et--  On  prolonge  alors  l'arc  de  cercle  c' d  jusqu'au 

point  d',  situé  sur  le  rayon  d' e' ;  le  point  e'  étant,  par  rapport  au 
rayon  Oa,  du  côté  des  arguments  croissants;  au  contour  ej\  F,  on 
substitue  le  contour  e'/',  F;  la  courbe  e'/',  étant  voisine  de  la 
droite  G  a,  est  tout  entière  située,  par  rapporta  celte  droite,  du 
côté  des  arguments  croissants.  On  constate  alors  que,  pour  les 
intégrales  prises  le  long  du  contour  e'f,  F,  tout  ce  qui  a  été 
démontré  dans  le  cas  précédent  est  encore  vrai. 

Il  suffit  donc  d'étudier  l'intégrale  prise  sur  le  contour  S,  ;  or  ce 
dernier  ne  diffère  du  contour  de  môme  nom  du  cas  précédent  qu'en 
ce  que  l'arc  de  cercle  est  prolongé  jusqu'au  point  d'  correspon- 
dant à  l'argument 


TU    =  a  -H  TT  —  V. 

L'arc  d'hyperbole,  image  dans  le  plan  ^,  r,  de  la  droite  de'  est 
alors  asymptote  à  une  droite  de  direction 

&  —  a  —  j 

Y  =  V  4- 

'  ■?. 

La  diflférence  0  —  y  est  donc 

3  —  a-+-<i                S  —  a-i-d 
0  —  Y  =■ V  —  =  ^  —  "'• 


Elle  est  inférieure  à  -  si 


h  |JL  —  V  <   -  , 

2  2 
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a  <;  V. 


Étant  donné  [j.,  il  suffit  donc  de  choisir  un  nombre  v  satisfaisant 
à  cette  inégalité,  pour  que  tout  ce  qui  a  été  dit  dans  le  cas  précé- 
dent subsiste. 

Toutefois  la  déformation  du  contour  cj\  V  n'est  possible  que, 
si  entre  O  et  a  n'existe  aucune  racine  du  polynôme  Bo,  qui  ait  été 
évitée  sur  le  contour  d'intégration  par  un  petit  cercle  situé,  par 
rapport  au  rayon  Oa  du  côté  des  arguments  décroissants. 

S'il  en  existe  une  ou  plusieurs  a,,  a^,  ....  a^,  au  voisinage  des- 
quels les  solutions  de  Bq  sont  régulières,  on  démontre  que  Ton  a 

f\{x)^  i>ru  +  — 1  +  4^rM,+iii+...+  -^FM,,+  ^l 

quand  cr  est  voisin  de  -^j  U  étant  la  série  de  la  formule  (25)  et  les 
séries  M  étant  de  la  forme 


My  =  aoj  H ^  -f- .  .  . 

X  X 


n.j 


Si  y.p  est  celle  des  racines  a  dont  le  module  est  le  plus  faible, 
on  aura 

quand  g-  sera  supérieur  à  -  et  cette  direction  forme  coupure. 


VI. 

Ouand  l'ar<iument  o-  est  compris  entre  tt  et  -.  on  est  amené  à 

<lonner  au  cer(;le  V  un  rayon  supérieur  à  la  distance  Oa.  Le 
contour  d'intégration  au  moyen  duquel  est  définie  la  fonctiony(j;) 
est  construit  de  la  façon  suivante  : 

On  trace  une  circonférence  S  ayant  l'origine  pour  centre  et  de 
rayon  supérieur  à  Oa.  Soient  a,,  as,  .  .  .,  a„,  les  points  racines  du 
polynôme  Bo  situés  à  l'intérieur  de  celte  circonférence  et  rangés 
dans  l'ordre  où  les  rencontre  un  rayon  coïncidant  d'abord  avec  O  a 
et  tournant  autour  de  l'origine  en  sens  direct.  On  désigne  par  a', 
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a^a^j,  .,.,  a',„    les   points   où   la   circonférence   S    rencontre  les 
rayons   Oa,  Oa', ,  ...,  Oa',^;    autour  du   point  ay,   avec  ay  pour 

Fig.  5. 


centre,  on  trace  un  petit  cercle  sj  qui  coupe  Oay  en  a^;  on  choisil 
alors  pour  contour  S|  le  contour  formé  par  un  chemin  allant  à  l'in- 
térieur du  cercle  s  depuis  le  point  a  jusqu'au  point  a"  et  que  nous 
déterminerons  par  la  suite,  la  portion  de  dfoite  a" a'  et  l'arc  a' a.' 
parcourus  en  sens  direct. 

Pour  contour  r  on  prend  le  contour  constitué  par  la  portion  de 
droite  a,  a",,  le  cercle  5,  parcouru  en  sens  inverse,  la  portion  de 
droite  a"a", ,  l'arc  a,  a,,  la  portion  de  droite  a'^a'^,  le  cercle  S2  par- 
couru en  sens  inverse,  la  portion  de  droite  a'^a'^,  et  ainsi  de  suite. 

Ce  contour  se  termine  par  la  portion  de  droite  «'«",  le  cercle  s 
parcouru  en  sens  inverse,  la  portion  de  droite  n'a',  l'arc  a' y.' . 

On  connaît  déjà  la  représentation  asymptotique  des  portions 
d'intégrales  relatives  aux  cercles  s  qui  ont  pour  centre  une  racine 
de  Bo  au  voisinage  de  laquelle  les  solutions  de  l'équation  (-)  sont 
régulières;  il  suffit  donc  ici  d'étudier  la  portion  d'inti'-grale  relative 
à  la  partie  du  contour  S,  et  à  celle  du  contour  I"  (pii  avoisinent  le 
point  a,  racine  double  de  Bq  au  voisinage  de  hujueile  les  solutions 
de  (7)  sont  irrégulières. 

La  méthode  est  toujours  celle  qui  a  été  cmj)loyée  diius  le  Cha- 
pitre précédent;  elle  consiste  à  choisir  convenahletnent  la  portion 
du  contour  d'intégration  au  voisinage  du  pointa  et  à  recherclier  ce 
XLIX.  i5. 
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que  devient  la  portion  d'intégrale  correspondante  en  s'aidant  de 
l'image  de  ce  contour  dans  le  plan  des  (;,  r,  ). 

Je  me  bornerai  ici  à  indiquer  comment  on  peut  choisir  cette 
portion  du  contour  et  le^résultat  que  l'on  obtient.  Si  l'on  a 

-<a<a—  P-i-t:, 
d'où 

2 

le  contour  S,  est  constitué  : 

1°  Par  le  rayon  ac'  correspondant  à  la  valeur  de  to' 

THn  =    a  -t-  TT  -1- 

2 

comme  dans  le  cas  où  a  était  inférieur  à  -;  le  point  c'  a  pour 

image  dans  le  plan  des  u  un  point  dont  le  module  est  supérieur  à 
l'unité; 

'2°  L'arc  de  cercle  c'e,  de  centre  «,  de  rayon  ac',  parcouru  eu 
sens  inverse  jusqu'au  point  e  situé  sur  le  prolongement  de  Oa,  au 
delà  du  point  a; 

3°  Une  portion  ef  du  prolongement  de  Oa. 

Si  l'on  a 

a—  ^-f-ir;  —  [i.<o-<a —  [3-1-7:  + |Ji, 

a  étant  un  très  petit  angle,  on  choisit  le  contour  d'intégration  de 
la  façon  suivante  : 

i'*  Un  rayon  ac'  correspondant  à  la  valeur  de  m' 

U)'  =  w'q  -+-  V, 

l'angle  v   étant  petit,   mais  supérieur  à  -»  le  point  c' ayant  pour 

image  dans  le  plan  des  u  un  point  de  module  inférieur  à  l'unité; 
2°  Une  portion  de  droite  partant  de  c',  passant  par  le  point  Ko 
qui  a  pour  image  dans  le  j)lan  des  u  le  point  i  ;  elle  est  légèrement 
inclinée  sur  la  direction  avo  correspondant  à  la  valeur  ro'^  de  l'ar- 
gument ra'  de  telle  sorte  (jue  l'angle  désigné  par  ^  est  ici  égal 
à  71  —  e,  e  étant  petit  et  positif; 
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3"  Un  arc  de  cercle  de  centre  a  parcouru  en  sens  inverse  jus- 
qu'au point  e; 

4"  La  portion  cf  de  la  droite  Oa. 

Si  l'angle  <t  est  compris  entre  les  limites 

a  —  p-t-j:<!T<r, 

h 
la  direction  rn'^  n'est  plus  comprise  dans  l'angle  où  e^~"  tend  vers 
zéro;  mais  la  direction  ro„-|-7:  se  trouve  comprise  dans  cet  angle. 
Le  contour  est  alors  formé  : 

1°  De  la  droite  ac'  correspondant  à  la  valeur  rs'^  -(-  ~  de  l'argu- 
ment (o',  le  point  c'  ajant  pour  image  dans  le  plan  des  a  un  point 
dont  le  module  est  un  peu  supérieur  à  l'unité; 

2°  Un  arc  de  cercle  ce',  de  centre  a  parcouru  en  sens  inverse; 

3"  Une  petite  portion  de  droite  c\c'^  passant  par  le  point  jo  et 
perpendiculaire  à  la  droite  ay^  ; 

4°  Un  arc  de  cercle  c'^c  de  centre  a  parcouru  en  sens  inverse, 
jusqu'au  point  e  situé  sur  le  prolongement  de  Oa; 

5"  Une  portion  ef  an  cette  droite  Oa. 

Dans  ces  trois  cas,  l'intégrale  prise  le  long  du  contour  ainsi 
défini  donne  naissance  à  la  série  asymptotique  (aS). 

Quand  o-  est  compris  entre  —  ■;-  et  —  t:,  on  choisit  pour  le 
contour  S,  : 

1°  Une  portion  de  droite  ac'  correspondant  à  la  valeur  ra'j,  de 
l'argument  rn' ;  le  point  c'  ajant  pour  image  dans  le  j)lan  dos  //  un 
point  dont  l'argument  est  supérieur  à  l'unité; 

2°  Un  arc  de  cercle  c'  c  de  centre  a  parcouru  cette  fois  en  sens 
direct,  de  telle  sorte  que  son  extrémité  e  située  sur  le  prolonge- 
ment de  Oa  corresponde  à  la  valeur  a  -f-  2  7r  de  l'argument  to'  ; 

3°  Une  portion  ej  de  la  droite  Oa,  puis  un  arc  de  cercle  ajant 
pour  centre  l'origine,  parcouru  en  sens  inverse  jusqu'à  son 
extrémité  située  sur  le  premier  ravon  Oa,„  que  l'on  rencontre  en 
tournant  dans  ce  sens  à  partir  de  Oa  autour  de  l'origine. 

L'intégrale  <!st  encore  représentée  par  la  série  asymplolique  (25). 
Il  nous  reste  à  étudier  la  j)orlion  de  l'intégrale   relative  à  la 
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partie  du  contour  F  qui  est  voisine  du  point  a.  Cette  portion  de 
contour  est  constituée  par  un  lacet  formé  d'une  portion  y'e  de  la 
droite  Oa  située  entre  a  et  aj„,  et  d'un  petit  cercle  s  de  centre  a; 
comme  l'argument  de  y  reste  compris  entre  a  et  a-t-27r,  la  fonc- 
tion »,()')  est  représentée  asymptotlquement  sur  tout  le  contour 
par  la  même  série  asjmptotique  que  dans  le  cas  précédent  en 
vertu  des  hypothèses  faites  sur  les  valeurs  respectives  de  a  et  de  |i. 
On  choisit  le  cercle  s  de  telle  sorte  que  son  image  dans  le 
plan  des  u  est  un  rayon  légèrement  supérieur  à  l'unité.  Quand  a- 
est  compris  entre  —  -  et  a  —  jj  -f-Ti,  on  substitue  à  la  portion  du 
cercle  voisine  du  rayon,  correspondant  à  la  valeur  rn'^j-f-Tî  de  l'ar- 
gument, une  petite  portion  de  droite  perpendiculaire  à  ce  rayon 
et  pastant  par  le  point  )',,  ayant  pour  image  dans  le  plan  des  u  le 
point  —  I.  Après  avoir  fait  les  changements  de  variable,  qui  per- 
mettent d'obtenir  sous  le  signe    /    une  fonction  de  a,  on  multiplie 

cette  fonction  par  e~-'^-*''^  au  lieu  de  e'(*a^^',  comme  dans  les  cas 
précédents;  il  vient  ainsi 


On 


pos( 


'     "     '        2  atJ-(ao-4--n)  du. 


cosy  -(-  2, 
siny, 

et  l'on  forme  l'image  du  contour  d'intégration  dans  le  plan  des  ^'r/. 
En  employant  toujours  le  même  genre  de  raisonnement,  on 
constate  que  l'intégrale  considérée  est  représentée  asymptotlque- 
ment par  la  série 

L  a;'"  .r'-         a-'-'J 

figurant  dans  le  second  membre  de  (23).  v 

Quand  o-  est  compris  entre  a  —  ,3  H-  tî  et  tt,  on  substitue  à  la 
j)ortlon  de  cercle  voisine  du  point  jo?  dont  l'Image  dans  le  plan 
des  u  est  le  point  i,  une  petite  portion  de  droite  perpendiculaire 
au  rayon;  l'intégrale  est  alors  représentée  asymptotlquement  par 
la  série  (  25). 


Quand  <?  esl  voisin  de  a —  ^i-f-'n,  on  forme  le  contour  d'inlé- 
i^ration  de  la  façon  suivante  : 

1°  l  n  arc^de^ cercle  dont  l'origine  e  situé  sur  le  prolonj^enicnl 
de  Oa  correspond  à  la  valeur  a  de  rargumenl  m';  son  rayon  est 
supérieur  à  a)\  : 

2°  Une  petite  portion  de  droite  passant  par  lo  et  inclinée  sur  avo; 

3"  Un  arc  de  cercle  de  rayon  inférieur  à  la  distance  aVf,; 

4"  Une  petite  portion  de  droite  passant  par  le  point  )',  ; 

5°  l.  n  arc  de  cercle  de  rayon  supérieur  à  ay,  et  dontrextrémité 
sur  le  prolongement  de  Oa  correspond  à  la  valeur  a  +  2~  de  l'ar- 
gument <x>' . 

En  formant  l'image  de  la  portion  de  contour  i-elative  aux  valeurs 
de  (JL)',  comprise  entre  a  et  a-f--  dans  le  plan  des  ^,  Tj,  et  celle  de 
la  portion  de  contour  relative  aux  valeurs  de  to',  comprise 
entre  a  -f-  t:  et  a  -h  2-  dans  le  plan  des  ;'r/,  on  trouve  que  l'inté- 
grale est  représentée  asymptotiquement  par  la  somme  des  deux 
séries  (26)  et  (26*). 

11  reste  à  étudier  les  intégrales  le  long  du  contour  entourant  le 
point  a,  qui  portent  sur  l'une  des  q  —  i  fonctions  'fy(^r)j  que  l'on 
associe  à  'j,()'),  pour  obtenir  un  système  de  ^  solutions  indépen- 
dantes de  l'équation  différentielle  (7). 

Ces  fonctions  sont  déduites  de  fonctions  'l^jÇt)  que  l'on  peut 
former  de  deux  façons  différentes. 

Dans  le  [)lan  des  c,  où  est  prise  l'intégrale  servant  à  définir  6j(  t), 
on  prend  pour  contour  d'iutégration  un  lacet  formé  par  un  cercle, 
ayant  l'origine  pour  centre,  et  la  droite  06;  sur  cette  droite,  on 
évite  le  point  b  par  un  demi-cercle,  situé  par  rapport  à  06,  soit 
du  côté  des  arguments  croissants,  soit  du  côté  des  arguments 
décroissants.  Dans  le  premier  cas,  les  fonctions  '^j{t)  sont  repré- 
sentées par  des  séries  asymptotiques,  où  l'exposant  de  a  est  nul, 
tant  que  l'argument  (o  satisfait  aux  inégalités 

[3  —  -  <  M        ';  -t-  7.  t:  -H  -  • 

Les  fonctions  'fy(.)')  correspondantes  sont  r(|)résentées  par  des 
séries  asym|)lotiqucs,  telles  que 

(27)     (y  —  a)\'-[(to-h  aiiy  —  a)  -+-.  ,  .m-  a„{y  —  a)" -h  e(,j  —  a  )"  1- 
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Quand  l'argument  a  franchi  la  valeur  [î  —  f  j  ces  mêmes  fonc- 
tions  sont   représentées   par   la   série   asymptotique,    qui    repré- 

sente  ^t{y)  pour  les  valeurs  de  to'  comprise  entre  ^ ^  et  ^  -h  — > 

multipliée  par  une  constante  convenable. 

Au  voisinage  de  la  direction  singulière,  les  fonctions  ^j{y)  sont 
représentées  par  la  somme  des  deux  séries  précédentes. 

Pour  étudier  les  intégrales  portant  sur  les  fonctions  Oj{y),  on 
effectue  toujours  les  mêmes  transformations;  on  obtient  des 
résultats  analogues  aux  précédents.  Toutefois,  quand  'fy(.r)  est 
représenté  par  une  série  telle  que  (27),  l'exposant  de  e  est  de  la 
forme 


1  Aw' 

2 


de  telle  sorte  que  l'on  pose 


5,  =  rcosY  -t-  2, 
T)i  =  /•  siny. 

L'image  d'un  cercle  du  plan  des  u  ajanl  pour  centre  le  point  a, 
est  dans  le  plan  des  q,Ti,   un  cercle  ayant  pour  centre  le  point  2. 
On  constate  facilement  que  : 

i"  Si  0-  est  compris  entre  -  et  a  —  (S+tt,  ces  intégrales  donnent 

naissance  à  des  séries  asymptotiques  à  termes  nuls,  abstraction 
faite  du  facteur  P; 

2"  Si  0-  est  compris  entre  a —  ^  -j-tî  et  u,  elles  sont  représentées 
asymptotiquement  par  la  série  (27)  multipliée  par  un  facteur 
constant  convenable. 

Quand  o-  est  compris  entre et  —  it,  on  considère  les  fonc- 
tions oj{y)  déduites  des  fondions  '^j{l)  définies  au  moyen  du 
contour,  sur  lequel  le  point  b  est  évité  par  un  aix  de  cercle 
situé,  par  rapport  à  Oft,  du  côté  des  arguments  décroissants;  les 
intégrales  correspondantes  sont  représentées  asymptotiquement 
par  des  séries  à  termes  nuls,  abstraction  faite  du  facteur  P. 
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VII. 


En  résumé,  si  Ton  groupe  les  résultats  qui  viennent  d'être 
démontrés,  et  si  l'on  tient  compte  de  ceux  qui  ont  été  établis  dans 
le  cas  où  les  solutions  de  (7)  sont  régulières  au  voisinage  des 
racines  du  poljnome  Bo,  on  est  amené  aux  conclusions  suivantes  : 

Soient  /•  et  a  le  module  et  l'argument  de  la  racine  a  de  Bq.  On 

marque  dans  un  plan  le  point  a'  de  coordonnées  L;*  et  —  a.  Soit  ay 

une  racine  du  poljnome  Bq,  dont  le  module  est  au  plus  égal  à  /•; 

on  a 

aj  =  rj  e""/, 

l'angle  (oy  étant  compris  entre  a  et  a  +  27:. 

On  marque  les  points  ttj  de  coordonnées  L/"y,  —  Wy  ;  on  marque 
également  le  point  a"  de  coordonnées  Lr,  —  (a-|-2  7z).  On  trace 
la  ligne  polygonale  convexe  ayant  pour  sommets  les  points  a' 
et  a",  certains  des  points  a.'j  et  laissant  à  sa  droite  vers  les  abscisses 
positives  tous  les  autres  points  a'. 

Soient  a',  a'j,  a'j,  .  .  .,  a',„,  a"  les  sommets  de  cette  ligne  dans 
l'ordre  où  on  les  rencontre  partant  du  point  a'  pour  aller  vers  le 
point  a,  et  soient  jai,  [j.2,  ...  les  arguments  des  perpendiculaires 
aux  cotes  a'aj,  x^  a^,  •  •  •  compris  entre  -  et  ir. 

Quand  l'argument  (xdex  varie  depuis  v  petit  et  positif  jusqu'à  jji, , 
la  fonction/, (j:^)  est  représentée  asymptotiquement  par 


(28)  /,(x)  =  P, 


p 


ou 


(^9) 


|i— îiAxcj- 


Quand  a  varie  de  ij.,  à  }jlo,  cette  même  fonction  est  représentée 
asymptotiquement  par  la  série  attachée  au  point  a,  : 

(3o)  /,(:?=  A, -r-'-     ao,o-+-  -^  +•  • --^  "^  +  T     ' 

De  même,  quand  o-  varie  de  [i.2  à  U;,,  la  fonction  y,  (x)  est  repré- 
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sentée  par  la  série  analogue  à  (3o),  attachée  au  point  a,,  et  ainsi 
de  suite. 

Quand  a-  est  compris  entre  — v  et  H-v,  la  fonction /,  (r)  est 
représentée  asyniptotiquement  par  la  formule  (28),  quand  x 
s'éloigne  à  l'infini  en  restant  à  distance  finie  de  ses  pôles;  cette 
dernière  restriction  disparaît  quand  les  pôles  de/,(x)  ne  s'étendent 
pas  à  l'infini  dans  le  sens  des  abscisses  positives. 

Soient  !j.„,,   u.„,_,,  ...    les  arguments  des  perpendiculaires  aux 

côtés  a" a',,,,  a„,a';„_j,  .  .  . ,  oi  compris  entre  —  ^  et  —  tt.  La  fonc- 
tion/,(x)  est  représentée  asymptoliquement  par  la  série  (28), 
quand  t  varie  de  —  va  ^,„- 

Quand  0-  est  compris  entre  u.,„  et  u,,,  ,,  elle  est  représentée  par 
la  série 


a'-^i^         r 

(3i)    /,(^)  =  A,„^i^e-5'-Ha,„,o- 


^] 


attachée  au  point  a,„  ('). 

Quand  a-  est  compris  entre  [jl,„_,  et  [i,„_j,  elle  est  représentée 
par  la  série  analogue  à  (3i)  attachée  au  point  a„,  o,  et  ainsi  de 
suite. 

L'étude  de  la  fonction /o(.r)  se  fait  éviden)ment  parles  mêmes 
méthodes;  la  série 


(32) 


ou 


(33) 


/,(x)=  P\ 


A„- 


A, 


+  ...+  (-1) 


/'^+  ± 


(J.  +  1 


xi' 


~+/7:[i 


joue  pouryo(./)  le  même  rôle  que  la  série  (28)  pour /,(.>t). 

Considérons  enfin  un  point  a^,  racine  du  polynôme  B,,,  au 
voisinage  duquel  les  solutions  de  (7)  sont  régulières.  A  chacune 
d'elles  correspond  une  fonction  fj{x)  solution  de  l'équation  aux 
différences  fiuies  qui  est  représentée  asjmptotiquement  par  une 
série  attachée  au   point  ay  quand  l'argumeut  a-  de  x  est  compris 


(')    Dans   le   second  menil)re,  a„,    csl   pris  avec  rargunient  n,„  coinpris  eiilre  a 
îl  a  +  2t:,  (I'uÙ  le  fadeur  e   •''"■. 
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entre ^  et  +7-  Mais  il  se  peut  que  quand  1  varie  en  dehors 

des  limites  précédentes,  cette  fonclionyy(.r)  soit  rej)résenlée  dans 
un  certain  angle  par  les  séries  attachées  au  point  a  au  voisinage 
duquel  les  solutions  de  ('j)  sont  irrégulières. 

Il  en  est' ainsi  chaque  fois-que  a  ayant  un  module  au  plus  égal 
à  rt.j  son  image  d'  se  trouve  parmi  les  sommets  du  polygone 
convexe  formé  en  partant  de  l'image  a'  de  ay,  comme  le  polygone 
considéré  plus  haut  a  été  formé  en  partant  de  l'image  a'  du 
point  a. 

Si  la  direction  a  —  ^  -f-  r:  n  appartient  pas  à  l'angle  considéré, 
la  fonction  J i{x)  y  est  représentée  soit  par  la  série  (28),  soit  par 
la  série  (•^3j  multipliée  [)ar  une  constante  convenable.  Si  la  direc- 
tion a —  ^  +  7:  ap|)arlient  à  Tangle  considéré,  elle  forme  C()U])ure 
et  le  divise  en  deux  parties;  dans  run('_//(.r)  est  représentée  par 
la  série  (^8),  dans  l'autre  par  la  série  (33). 

Les  deux  développements  asymptotiques  ( 28 j  et  (33)  attachés 
à  la  racine  double  a  de  B„  jouent  dans  la  représentation  des  solu- 
tions de  l'équation  aux  dlfTércnces  finies  le  même  rôle  que  les 
développements  de  la  forme  (3o),  corres[)ondant  aux  racines 
de  B,)  au  voisinage  desquels  les  solutions  de  (7)  sont  régulières 
et  se  permutent  avec  ces  derniers  pour  r.'présenter  les  solutions 
de  l'équation  aux  dinérenccs  finies,  quand  rargumcnl,  avec 
lequel  x  devient  infini,  varie  de  zéro  à  2-. 
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SOCIÉTÉ  MATHÉMATIQUE  DE  FRANCE. 


ÉTAT 

DK  LA  SOCIIÎÏIÎ  MATHIÎMAÏIQUIÎ  DK  l'IiANCK 

AU  COVIMENCEMENT   DE   l/AiNiNÉE    1921  ('). 


Membres  houoraims  <lii   Bureau. 


Membres  du  Conseil  (') 


'  MM.  ANDOYER. 
!  APPEI.L. 

BONAPARTE  (le  Prince). 

DEMOLLIÎV. 

DERUYTS. 

COURSAT. 

HADAMARD. 

HATON  DE  I.A  GOIJI'II.LIÈRE. 

HUMHERT. 

KOeNIGS. 

JORDAN. 

LECORNU. 

MITTAG-LEFILER. 

NEURERG. 

PAIM.EVÉ. 

PICARD. 

VALLÉE  POUSSIN  (i.e  la) 

VOLTERRA. 


Président MM. 

i 
Vice-Présidents < 

Secrétaires 

Vice-Secrétaires ! 

Archiviste 

Trésorier 


BOULANGER. 
CAHEN. 
P.  LÉVY. 
MONTEL. 
SERVANT. 
FLAMANT. 
GALRRUN. 
CHAZY. 
THYRAUT. 
FATOli. 
MALUSKI. 
AURIC,  1922. 
BARRÉ.   1921. 

bkutiuxd  de  iomviolant,  1924. 

BIUCARI),  1922. 
CARTAN,   1924. 
DRACH,  1924. 
GRÉVV,  1923. 
LERESGUE,   192.3. 
LÉVY  (A.),  1922. 
MAILLET,  1922. 
u'OCAGNE,   1923. 
VESSIOT,   1923. 


(')  MM.  les  Membres  de  l:i  Société  sont  iiistnmmeiit  priés  d'adresser  au  Secrétariat 
les  reclificiitioiis  <]\i'\\  y  aurait  lieu  de  faire  à  cette  liste. 

(-)  La  date  qui  suit  le  nom  d'un  membre  du  Conseil  indiijue  l'année  au  com- 
mencement de  la(|uelle  expire  le  mandat  de  ce  membre. 


S.  M.  —  Comptes  rendus. 
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Dans  la  séance  du  i4  janvier  1920,  l'Assemblée  -générale  de  la  Société  mathématique  de 
France,  considérant  que  les  relations  de  la  Société  avec  ceux  de  ses  membres  qui  appar- 
tiennent aux  nations  ennemies  ont  été  suspendues  pendant  la  guerre,  a  décidé  que  ces 
relations  ne  pourraient  être  reprises  qu'à  la  suite  d'une  demande  formelle  des  membres 
susvisés,  demande  qui  serait  soumise  au  vote  du  Conseil;  en  conséquence,  les  noms  de  ces 
membres  ne  figurent  pas  sur  la  liste  ci-dessous  (')  : 

Date 

de 

l'admission. 

19'20.     ABKLIÎV,  professeur  au  lycée  Charlemagne,  rue  de  Paris,  i,  Versailles  (  Scine-el-Oise). 
187'2.     ACHAUD,    ancien    directeur    de    la   Compagnie    d'assurances    sur  la   vie    La  Foncière, 

rue   de    la  Terrasse,  6  his,  à  Paris  (17'' )• 
1900.     ADHEMAIl  (vicomte  Robert  d' ),  place  de  Genevières,  i4,  à  Lille  (Nord). 
1920.     AliBl),  professeur  au  lycée  Jules-Ferry,  rue  de  Berne,  7,  à  Paris  (8°). 
1919.     ALMEKAS,  professeur  au  lycée  Saint-Liuis,  boulevard  Saint-Michel,  à  Paris  (6''). 
1896.      AiVDOVEK,    membre  de    l'inslitut    et    du    Bureau    des    Longitudes,    professeur  à    la 

Faculté  des  Sciences,  rue  du  Val-de-Grâce,  11,  à  Paris  {b'). 
1894.     AMDUVDE,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  de  Villars,  .5,  à  Besançon. 

1918.  ANGELESCO,  professeur  à  l'Université  de  Cluj  (Roumanie). 

1919.  ANTOIiVE,  maître  de  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences,  quai  Zorn,  i5,  à  Stras- 

bourg (  Bas-Rhin  ). 

1920.  AMZEMBEUGER,  professeur  au  lycée,  à  Besançon  (Doubs). 

1879.     APi'ELL,   membre  de   l'Institut  et  du  Bureau  des  Longitudes,  recteur  de  l'Université 

de  Paris,  à  la  Sorbonne,  à  Paris  (5"). 
1910.     ARCIlIliALD (C.-R.),  professeur  à Brown-Université,  Providence,  Rhodelsiand(Ktats-Unis). 

1919.  ARNOU,  ingénieur,  rue  de  Provence,  12G,  à  Paris  (f)''). 

1920.  ARVENGAS,    ingénieur  à  la  poudrerie   de  Sevran-Livry,  Sevran-Livry   (Seiiie-et-Oise) 
1920.     ALBERT,  professeur  au  lycée  Henri  IV,  à  Paris  (5«). 

1900.     Al'RlC,     ingénieur    en    chef    des    ponts    et    chaussées,     rue    du    Val-de-Grâce,    2, 

à  Paris  (5"). 
1920.     AITERBE,  sous-directeur  à  la  C'"  d'assurances  sur  la  vie,  L'Union,  place  Vendôme,  9, 

à   Paris  (  i"'). 
1919.     BACIIRMEU,  maître  de  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Besançon  (Doubs). 

1919.  BAILLAllD,   membre  de  l'Institut  et  du  Bureau   des   Longitudes,  directeur  de  l'Obser- 

vatoire de  Paris  {i\'). 

1900.     BAIRE,    professeur   à    la    Faculté    des    Sciences,   de    Dijon,    en    congé,   place  Saint- 
François,  12,  à  Lausanne  (Suisse). 

1896.     BAKER,  professeui'  ii  l'Université  de  Toronto  (Canada). 

1917.  BARRAI  (J.-A.),  professeur  h  l'Université,  à  Groningcn  (Hollande). 

1905.     BARRÉ,    chef  de  bataillon   du   génie,  docteur  es  scienc.es   mathématiques,   rue   Lho- 
mond,  10,  à  Paris  (5"). 

1918.  BARRIOL  (A.  ).  directeur  des  Services  de  la  comptabilité  aux  chemins  de  fer  du  P.-L.-M., 

rue  Saint-Lazare,  88,  à  Paris  (9').  S.  P.  ('). 

1920.  BAYS,  professeur  agrégé  à  l'Université  de  Fribourg,  rue  Lafontaine,  3g,  à  Paris  (i6"). 

1919.  BÉCIIIIV,  professeur  à  l'École  Navale,  boulevard   Gambetla,  36,  à  Brest  (Finistère). 

1919.  BÉNÉ'/i,  professeur  au  lycée,  à  Cahors  (Lot). 

1920.  BERiVllEIM,  professeur  au  lycée  Louis-le-Grand,  rue  de  Siam,  i5,  à  Paris  (  i6*). 

(  '  )  La  liste  qui   suit  donne  les  noms  des  membres  de  la  Société  à  la  fin  de  l'année  1921 
(')  Les  initiales  S.  P.  indiquent  les  Sociétaires  perpétuels 
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Date 

de 

radmUsIon. 

1891.     BERTRA\D  DE  FO.\TVIOLA\T,  professeur  à  l'École   Centrale   des  Arts  et    Manufactures, 
avenue  de  Wagram,   167,  à  Paris  (17*).  S.  P. 

1910.  BEKI'UWD  (G.),     astronome    à     l'Observatoire     d'Abbadia,    par     Hendaye    (Basses- 

Pyrénées). 
1913.     BILIMrtVITClI,  prival-dozent  a  l'Université  de  Kiew,  rue  Stanislas,  i],  à  Paris  (6'). 
1921.     BIIVOSCIILKDCH,  rue  Monge,  70  bit,  à  Paris  {S'). 
1888.     UIOCIIE,   professeur  au    lycée    Louis-le-Grand,    rue    Notre-Danie-dcs-Ciiamps,    56,    à 

Paris  (6*).  S.  P. 
19'20.     BI.OCII  (Eug.),  professeur  au  lycée  Saint-Louis,  rue  Rataud,  11,  .i  F*aris  (5*). 

1919.  BI.ONDEL  (Ch.),  professeur  de  philosophie  à  l'Université,  quai  des  Pécheurs,  7,  à  Stras- 

bourg (  Bas-Rhin  ). 

1891.  BLUTKL,    inspecteur  général   de   l'Instruction  publique,    luc   Deiifert-Rochereau,    iio, 

à  Paris  (  i4'). 

1902.  BOBERIL  (comte  Roger  du),  rue  d'Antibes,  ii'^,  à  Cannes  (Alpes-Maritimes).  S.  P. 
1907.     BOITKL  DE  DlEiVVAI.,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  au  château  de  Valsery,  à 

Cœuvres  (Aisne).  S.  P. 

1892.  BOXAPABfE  (prince),  membre  de  l'Institut,  av(Miue  diéna,   10,  à  Paris  (16'). 

1920.  BOKCENNE,    professeur   au    lycée   Voltaire,   place    de    la  République,   4>   à   Levallois- 

Perret  (Seine). 

1895.  BOREL  (Emile),  membre  de  l'Institut,  professeur  à  la   F''aculté  des  Sciences,  rue  du 

Bac,  32,  à  Paris  (7-).  S.  P. 
1913.     BORfOliOTTI  (E.),  professeur  à  l'Université  de  Modène,   via    Maggiore,  iS,  à  Bologne 
(Italie). 

1919.  BOSLER,  docteur  es  sciences,  à  l'Observatoire  de  Meudon  (  Seine-et-Oise  ). 

1909.     BOlJliAD  (F.),  ingénieur  au  service  des   ponts  des  chemins  de  fer  de  l'État  égyptien, 
au   Caire  (Egypte). 

1896.  Bt)l)ljA\GER,  professeur  au  Conseryaloire  des  Arts  et  Métiers,   directeur    des  études  h 

l'École  Polytechnique,  rue  Descurtes,  21,  à  Paris'(5'). 
1913.     BOILIGA^D,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Poitiers  (Vienne). 

1921.  BOUiW,  professeur  de  mécanique  a  l'École  des  Mines  de  Mons. 

1903.  BOBTIN,  rue  Lavieuville,  26,  à  Paris  (i8*). 

1904.  BOITROUX  (P.),  professeur  au  Collège  de  France,  à  Paris.  S.  P. 

1920.  BRA\TUT,  ingénieur  en  chef d'arlillfric  navale,   directeur  de  la  Pyrotechnie,  à  Toulon 

(Var). 

1911.  BRATU,  professcnrà   l'Université  stradula   Goliei,  8,  à  Jassy  (  Roumanie  ). 

1897.  BRICARI),  professeur  au  Conservatoire  des  Arts  et  Métiers,  répétiteur  à  l'École  Poly- 

technique, rue  Denfort-Rochereau,   loS,  à  Paris  (  i4'). 

1919.  BRILLOIIX    (M.),    membre  de   l'Institut,  professeur  au   Collège  de  France,   boulevard 

du  Port-Royal,  3i,  à  Paris  (i3*). 

1920.  BBILIiOUli^i  (Léon),  docteur  es  s<'iences,  rue  Boissorinade,   ifl.  à   Paris  (16'). 

191!).      BRIGE,    président   de  la  (Miatnbrc  syndicale  des  constructeurs  en  ciment  armé,  place 

Paul-Verlaine,  3,  à  Paris  (  13"^). 
1873.      BROCARD,    lieutenant-colonel  du    génie    ttu-ritorial,    rue   des   Ducs-de-Bar,  75,  à  Bar- 

le-Uuc.  S.  P. 
1920.     BROCLIE  (de),  square  de  Messine,  9.  à  Paris  (8*). 

1912.  BROWXE,  Grange  Mockler,  à  Carrick-on-Suir  (comté  de  'lipperury,  Irlande). 

1920.     BRlNSCnWICG,    membre    de    l'Institut,     professeur    à    la    Faculté    des    Lettres,    rue 
Schaîirer,  53,  à  Paris  (16'). 


Date 

de 

l'admission. 

1901.  BUHL,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  des  Coffres,  ii,  à  Toulouse. 

1894.  CAIIE\  (E.),  rue  Gortambert,  46,  à  Paris  (i6'). 

1920.  CAIIEM  (Armand),  professeur  au  lycée  RoUin  (ancien  collège),  à  Paris  (17'). 

1921.  C4IR\S    (W.-D.),   professeur  de    inalhçinatiques  Oberlin   Collège,   à  Oberlin,    Ohio 

(Étals-Unis). 
1920.     CAMBEFORT,  professeur  au  lycée,  rue  de  Liège,  42,  à  Pau  (Basses-Pyrénées). 
1917.     CAMDEZE,  lieutenant-colonel,  place  du  Square,  i3,  à  Aurillac  (Cantal). 
1885.     CAIlOiV,  chef  honoraire  des  travaux  graphiques  à  la  Sorbonne,  rue  Claude-Bernard,  71, 

à  Paris  (5"). 
1892.     CAKOiVNET,  docteur  es  sciences  mathématiques,  professeur  au  Collège  Chaptal,  avenue 

INiel,  i5,  à  Paris  (  17'). 
11)19.     CAIlItUS,  professeur  a.  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Michelel,  66,  à  Alger. 
1896.     CAItrA\,  prof(;sseur  à  la  Faculté  des  Sciences,  avenue   de  IMootespan,  4,  au  Chosuay 

(  Seiiie-et-Oise) . 
1887.      CAlJVALIiO,    directeur    honoraire    des   études  à   riiculc  Polytechnique,  rue  des   Hour- 

donnais,  27,  à  Versailles.  S.  P. 

1919.  CASABOMRiE,  professeur  au  lycée  Henry  IV,  rue  Censier,  ?.f>,  à  Paris  (5«). 

1920.  CAUSSE,  professeur  au   lycée,   rue  Saint-Antoine,  12,  à  Toulou.se   (Haute-Garonne). 
1890.     CEDERCREITZ  (baronne  Nanny),  Uniousgatan,  4,  à  Helsiugfors  (Finlande). 

1919.     CIÎRF,  chargé  de  cours  à  la  Faculté  des  Sciences,    rue  du  Nord,  à  Dijon  (Côte-d'Oi-). 

1911.     CHALORY,  professeur  au  lycée  Carnot,  38,  rue  de  Vaugirard,  à  Paris  (6*). 

1919.      CUANDON  (M""),  aide-astronome   à  l'Observatoire,    avenue  de  l'Observatoire,  à   Paris 

(.4"). 

1919.     CIUPELOIV,    maître    de   conférences   à  la    Faculté  des  Sciences  de  Lille,  répétiteur  à 
l'Iicole  Polytechnique,  boulevard  Morland,  a,  à  Paris  (4*)- 

1919.  CIIARBOWIER,    ingénieur-général    d'artillerie    navale,    avenue    Octave-Gréard,    3,    à 

Paris  (7°). 

1920.  CIIARPÏ,  membre  de  l'Institut,  place  de  la  Poteiie,  i3,  à  Montluçon  (Allier). 
1896.     CIIARVE,  doyen  honoraire  de  la   Faculté  des  Sciences,  villa   Gambie,  23,  rue  Va-à-la- 

Mor,  à  Marseille  (  Bouches-du-Rhône). 
1911.     CIIATEIiET,    doyen    el  pi'ofesseur  à   la    Faculté   des    Sciences,    rue   Caumartin,    7.*^,   à 

Lille  (Nord). 
1907.     CIIAZY,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Lille  (Nord). 

1920.  fillEROIVMEr,  ingénieur  aux  établissements  Gaumont,  rue  d'Uzès,   10,  h  Paris  (2*)'. 

1919.  tllILOWSKY,  rue  du  Luuain,   i5,  à  Paris  (i4'). 

1921.  (ILAI'IER,  docteur  es  sciences,  avenue  de  Lodève,  47,  «  Montpellier  (Hérault). 
1921  .  CLAI]!)0\,  ingénieur  des  l'onts  et  Chaussées,  rue  Pasteur,  8,  à  Brest  (  l-'inis'orc). 
1913.  COBliVlV,  capitaine  du  génie,  rue  des  Vignes,  34,  à  Paris  (16*). 

1920.  fiOISSART,  professeur  au  lycée  Voltaire,  avenue  Gambetta,  17,  à  Paris  (ii"). 

1919.  (10LI.1\,  professeur  au  lycée  Saint-Louis,  rue  Geoffroy-Saint  Hilaire,  5i,  à  Pari»  (i'). 

1920.  CO.MBET,  piofesseur  au  lycée  Louis-le-Grand,  rue  Lagarde,  5,  à  Paris  (5"). 

1920.  COMMISSAIRE,  professeur  au   lycée  Charlemagne,  quai  des   Célcstins,  2,  h  Paris  (4')- 

1915.  COXSPAIVTiiMUllS,  professeur  au  Gymnase  de  Phodos   (Grèce). 

1920.  COl'PEL,  licencié. es  sciences,  avenue  d'Orléans,  109,  à  Paris  (14°). 

1896.  COSSERAT  (R.  ),  directeur  de  l'Observatoire,  à  Toulouse  (Haute-Garonne). 

1900.  COnON  (Érnilc),  professeur  à  la   Faculté   des   Sciences,    rue   Hébert,  20,   à   Grenoble 

(Isère).  S.  P. 

1919.  COUSIN,  professeur  h  la  Faculté  des  Sciences  de  Bordeaux  (Gironde). 
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Date 

de 

l'admission. 

191'i.     CREllER,  professeiu'  à-ltjniversité  de  Berne,  à  Bienne  (Suisse  ). 

l'JOi.     OUnriSS,  professeur  «  l'Université  Northwestern,  Stermann  Avenue,  2028,  à  Evanston 
(Illinois,  États-Unis). 
DAI.\,  ingénieur,  rue  Alphonse-fle-Neuville,  17,  à  Paris  (17*). 
DANEMiE,  professeur  au  lycée  Louis-le-Orand,  à  Paris  (5"). 

DAIVJOY,  ingénieur  des  constructions  civiles,  rue  de  Villersexel,  9,  à  Paris  (7'). 
DARMOIS,  professeur  à  la  Faculié  des  Sciences  de  Nancy  (  IMeurthe-et-Moselle  ) . 
DAlJillEVIliLE,  doyen  honoraire  de  la   Faculté  des  Sciences,  cours  Gambetta,  y.-j  bis,  à 
Montpellier  (Hérault). 
191!).      DAl'TUV,  inijénieur  en  chef  à  la  Compagnie  du  chemin  de  fer  du  Nord,  rue  Jacob,  4, 

à  Paris  (6*). 
1920.     DEDUOIV,  piofesseur  au  Prytanée  militaire,  à  La  Flèche  (Sarihe). 
1920.      DEF01JR.\'EAUX,  professeur  au  lycée  Coiidorcet,  rue  Damrémont,  72,  à  Paris  (18*). 
1920.     DELARCE,  p  10 fesse  ir  au  lycée  Charleiiiagne,  quai  de  Héthune,  20.  à  Paris  (4*). 

1901  .      DELASSUS.    professeur    de    mécanique    rationnelle     à      la    Faculté    des    Sciences,   rue 

de  Brach,   92,   à    Bordeaux. 
189-5.     DEL4U\AY  (N.).  professeur  à  l'Institut  Empereur  Alexandre  II,  à  KIew  (Russie). 
1920.     DELERîS,  professeur  au  lycée,  rue  de  Sainte-Adresse,  35,  Le  Havre  (  3eine-lnféiieuro). 

1919.  DKLTIlElIi,  professeur   ii   la   Faculté  des   Sciences,    rue  Monlaudran,    4*^;    •''   Toulouse 

(  Haute-Garonne). 

191.3.     hELVIIiLE    (L.),    ingénieur,  rue  de  Tournon,   i4,  à  Paris  (6°). 

1892.  l)EflOl]LI>i  (Alph.),  professeur  à  l'Université,  rue  Joseph-Plalcau,  10,  à  Gand  (Bel- 
gique)., 

1905.  DEMJOY,  professeur  h  la  Faculté  des  .Sciences  de  Strashouri;,  en  mission  h  l'Univer- 
sité d'Utrecht,  Stationstraat,  12  bis,  à  Utrecht  (Hollande). 

1883.     DERLYTS,  professeur  ii  l'Université,  rue  Louvrex,  87,  à  Liège  (Belgique). 

1894.     DKS\!\i,  docteur  es  scic^nces,  boulevard  Gouvion-Sainl-Cyr,  47,  à  Paris  (17*). 

1900.     DICKSTEIN,  Marszatkowska,  117,  à  Varsovie. 

1914.  DOMDER  (J.  de),  rue  Forestière,  11,  a  Bruxelles  (  Bels;i(|ue). 

1920.  DOICKT,  Ker  Marguerite,  rue  Pornichet,  à  Saint-Nazaire  (Loire-Inférieure). 

1899.     DR\CII,  professeur  a  îa  Faculté  des  Sciences,  rue  Geoffroy-Saint-Hilaire,  5.3,  i»  Paris  (5°). 
1909.     DRIRY,    bihliotliéc.iire   de    l'Université,    Brown,    Providence,    Rhode     Island    (  États- 
Unis). 

1920.  DllFOlR,  professeur  au  lycée  Louis-le-Grand,  rue  Monge,   21,  à  Paris  (5'). 

1907.     DULAC,  professeur  ii  la  Faculté  des  Sciences,  quai  des  Brottcuux,  \,  à  Lyon  (Rhône). 
1890.     Bl'MAS  (G.),   docteur  de  l'Université  de   Paris,  professeur  ii   l'Université,  C.abriiM'es. 

avenue  Mont-Charmant,  à  Bélhusy-I.ausanne  (Suisse). 
1897.     l)iniO\T,  professeur  au  lycée,  avenue  Bouvard,  G,  à  Annecy  (Haute-Savoie). 

1921.  EC\EL!i  (Axel),  docteur  es  sciences,  rue  de  Coiircelles,  181,  à  Paris  (17*). 

1902  EGOUOFI'   (l)imitry),  professeur  à   l'Université,   Povarskaya    Borissoglehsky  per.,  11°  8, 

à  Moscou  (  Russie). 

1915.  ESf,L\\GO\,  directeur  de  l'Observatoire  de  Strasbourg  (Bas-Rhin). 

1912.      EISENIIARDT   (L.-P.),    professeur  a  l'Université   de   Princeton,    Alexander   Street,    22, 

à  Princeton  (New-Jersey,   États-Unis). 
191G.     ELCUS,  l)an<iuier,  rue  du  Colisue,  36,  à  Paris  (S-).  S.  P. 

1919.  E.WERY,  colonel   d'artillerie,    président   de    la   Commission  des  poudres  de  (;uerre  et 

de  la  Commission  d'expériences  de  N'ursailles.  rue  de  Kemusat,  23,  àParis(iC"). 

1920.  I:RRER\,  (haussée  de  Waterloo,  loSg,  Uccle  (Belgique). 
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1900.  ESTAÎVAVE,  docteur  es  sciences,  secrétaire  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Marseille 
(  Bouches-du-Rhône  ). 

1907.  ETZEli,  professeur  de  mathématiques  et  d'astronomie   au  collège  de  Saint-Thomas,  à 

Saint-Paul  (Minnesota,  États-Unis). 

1896.  EUVKIITIÎ,  ancien  élève  de  l'École    Polytechnique,  ancien    capitaine   d'artiiler-ie,    rue 

du  Pré-aux-Ciercs,  i8,  à  Paris  (7°). 

1888.  FAltKV,  processeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  traverse  Magnan  à  Mazargues,  à  Marseille 

(  Bouches-dn-Rhône  ). 
1906.     KAR4(JGI,  professeur  au  lycée,  avenue  Mirabeau,  7,  à  Nice  (  Alpes-Maritimes). 

1904.  FATOL,  docteur  es  sciences,  astronome  adjoint  à  l'Observatoire,  boulevard  du   Mont- 

parnasse, 172,  à  Paris  (i4*)- 
1892.     FEIIR   (  Henri),  professeur  à  l'Université,  route  de  Florissant,  110,  à  Genève  (  Suisse  ). 
1920.     FliTTER,  général  commandant  l'artillerie,  à  Strasbourg  (Bas-Rhin). 
1885.     FIEIiDS  (J.),  professeur  ii  l'Université,  Toronto  (Ontario,  Canada). 

1919.  FLAKA\T,  chargé  de  cours  à  la  Faculté   des   Sciences,  avenue   de   la  Forèt-Noire,  [U , 

à  Strasbourg  (Bas-Rhin). 

1920.  FLAVIER!,  professeur  au  lycée  Henri  IV,  rue  Clandr-Bernard,  58,  i»  Paris  (5'). 
1920.      FLECCIIOT,  professeur  au  lycée,  à  Dijon   (Côte-d'Or). 

1872.  FI.YE  SAINTE-MAlîlE,  chef  d'escadron  d'artillerie  en  retraite,  ancien  répétiteur  a  l'École 
Polytechnique,  place  Royer-Collani,  à  Vitry-le-François  (Marne). 

1897.  FO\TENE,  inspecteur  général  honoraire   de   l'instiuclion  publique,  rue  I.e  Goff,  7,  à 

Paris  (5"). 
1903.     FOKD  (Walïer  B.),  professeur  de  mathématiques  à  l'Université  de  Michigan,  ii  Ann 
Arbor  (Michigan,  Etats-Unis). 

1919.  FORCERON,  agrégé  de  mathématiques,  actuaire,  rue  de  la  Pompe,  i,  à  Paris  (iC'). 

1920.  FORT,  professeur  au  lycée  Louis-le-Grand,  rue  Rataud,  9,  à  Paris  (5'). 

1889.  FOl'CIIÉ,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  rue  Soulllot,  5,  à  Paris  (5'). 

1905.  FOUET,  professeur  à  l'Institut  catholique,  rue  Le  Verrier,  17,  à  Paris  (6*). 

1872.  FOIUET,  ancien  examinateur  d'admission  à  l'École  Poiytechtiique,  avenue  Cai  noi,  4, 
h  Paris  (17").  S.  P. 

1903.     FRAISSÉ,  inspecteur  des  études  au  Prytanée,  à  La  l'ièche  (Sarthe). 

1920.     FRAMCESCIII^I,  professeur  au  Prytatiée  mililaire,  La  Flèche  (Sarthe). 

1911.  FREtlIET,  professeur  ii  la  Faculté  des  Sciences,  2,  quai  Jacoutot,  Robertsan,  à  Stras- 
bourg (  Bas-Rhin). 

1911.     CALBRIX,  docteur  es  sciences,  avenue  Émilc-Deschanel,  i^,  à  Paris  (7°). 

1900.  GAI.UEAIVO  (Z.-G.  de),  correspondant  des  Académies  royales  des  Sciences  de  Madrid  et 
de  Lisbonne,  professeur  à  l'Université,  Galle  del  Coso,  99,  à  Saragosse  (Espagne). 

1919.  GAIIBIER,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Rennes,  10,  rue  Oudinot,  à 
Paris  (  7'  ). 

1906.  CARGAM   DE   ilIDNCErZ,     licencié   es   sciences,     rue   de   Villiers,    V,   à   Levallois-Perrel 

(Seine). 
1872.     (iARIEIi,  inspecteur  général  des  ponts  et  chaussées  en  retraite,  professeur  honoraire 
à  la  l''aciilté  du  Mi'.iecine,  rue  Édouard-Detaille,  6,  à  Paris  (i7''). 

1908.  GARMER,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Poitiers  (Vienne). 

1919.  GAUMIER,  ingénieur  en  chef  d'artillerie  navale,  rue  Valeulin-H  iiiy,   10,  à  Paris  (i5'). 
1911.     GAI),  doyen  el  professeur  à  la  F;iculié  des  Sciences,   cours  Saint-André,  116,  h  Gre- 
noble. 

1920.  GAV,  professeur  au  lycée,  à  Grenoble  (Isère). 
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1919  CEV1Y    (R.-G.  ).    mailn^    es    sciences    de    l'Université    nationale    d'Irlande,    rue    du 

Renard,  3j,  à  Paris  (4')- 
1891).      CEBBIA,  profi'sseiir  libre  a  l'Université,  à  Paierme  (Italie). 
1920.     GEliORCHIlVE,  rue  de  l'Abbé-de-l'Épée,  6,  à  Paris  (5'). 

1906.  GÉRARDIX,  quai  Claude-le-Lorrain,  32,  à  Nancy  (Meurtbe-et-Moselle  ). 

1920  GEVRKY,  chargé  do  cours  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Dijon  (Côte-d'Or). 

1913.     GIlUtD,  professeur  de  calcul    dilTérentiel   et   intégral  à   la  Faculté  des  Sciences   de 

Clermond-Feri'and,  La  Tcrrasse-Fontmaure,  à  Cliamalières  (Puy-de-Dôme). 
1917.     GLOB\-MIKII.\II.E\KO,  docteur  es  sciences,  avenue  des  Gobelins,  lo  bis,  à  Paris  (5'). 

1913.  GIDEADX,  proicsseurà  l'École  Militaire  de  Belgique,  avenue  de  l'Opale,  log,  à  Bruxelles 

(Belgique). 
1903.     G')nEV,    ancien    élève    de    l'École    Polytecliniqne,    ruç    du    Rois- de- Boulogne,  7,  a 
Paris  (16'). 

1914.  GOLOIBEFF  (W.),  agrégé  de  l'Université,  rue  Stanislas,   i',,  à  Paris  (6°). 

1907.  GDT  (Th.),   docteur   es   sciences,    professeur  au   lycée  Bufibn,  rue    du    Dragon,  3,  à 

Paris  (6'). 
1881.     GODKSAT,  membre  de  l'Institut,   professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,   répétiteur  à 

l'École  Poly(echniq\ie,  rue  de  Navarre,   11  bis,  à  Paris  (5').  S.  P. 
1920.     CUAMOM'  (de),  duc   de  Guiche,  docteur  es  sciences,  avenue  Henri-Martin,   !\2  bis,  à 

Paris  (lô'). 
1896.      GREVY,  pi-ofesseur  au  lycée  Saiut-Louis,  rue  Claii<io-Beruard,  71,3  Paris  (5'). 
1919.     GROS,  ingénieur,  rue  Cambon,  87,  i»  Paris   (i"). 

1899.  GLADET,  ancien  élève  de  l'École  Polylechniquf,  rue  de  l'Université,  69,  à  Paris   (7*) 
190C.     GlERBY,  professeur  au  collège   Stanislas,  rue  d'Assas,  5o,  à  Paris  (6').  S.  P. 

1919.  GUERIN,  administrateur  délégué  de  l'Éleclro-enlrcprise,  rue  de  la  Bienfaisance,  43, 
à  Paris  (8-). 

1900.  GUlCIlAltD    (C),    professeur    .i     la    Faculté    des    Sciences,    rue    de  la  Fontaine,  nj, 

à  Paris  (16"). 
1907.     GIICIIARD  (L.),  professeur  de  mathématiques  au  collège  de  Barbezieux  (Charente). 

1919.  GlULLAUMK,   ingéiiieui-  à  la  Conipagnie  des  chemins  de  fer  du  Nord,  à  Valenciennes 

(Nord). 

1920.  GCITTOX,  professeur  au  lycée  Henri  IV,  rue  de  Bagneux,  4',  à  Sceaux  (Seine). 

1919.  IIAAG,   professeur    à   la   Faculté    des   Sciences   rue    Mont-Ladreuil,    20,   à    Clermont- 

Ferrand  (  Puy-de-Drtme). 

1896.  IIADAMARI),  membre  de  l'Institut,  professeur  au  Collège  de  France  el  à  l'École 
Polytechnique,  rue  Humboldt,  a.5,  à  Paris  (i4*).  S.  P. 

189'i.  IIAI.STED  (G.-B.),  Colorado  State  Teachere  Collège,  à  Grreley  (Colorado,  États- 
Unis).  S.  P. 

1920.  lUMY,  membre  du  Bureau  des  Longitudes,  astronome  à  l'Observatoire,  rue  de  Rennes, 

108,  à  Paris  ((i"). 

1901.  HANCOCK,  professeur  à  l'Université  de  Cincinnati,  Anburn  Holel  (Ohio,  États-Unis) 
1909.      IIA\SE\,    privat-docent   à    l'Université,    Strandboulevardon,  60,   Copenhague   (Dane- 
mark). 

1872.  IUTO,\  DE  LA  GOUriLLlÈRK,  niombre  de  l'Institut,  inspecteur  général  des  mines,  direc- 
teur honoraire  de  l'École  des  Mines,  rue  de  Vaugiiard,  iCt,  à  Paris  (fi*)-  S.  P. 

190").  lIEDRICIi,  professeur  à  l'I  nivcrsité,  Hicks  Avenue,  3o'|,  à  Columbia  (Missouri, 
États-Unis). 

1919.     HELBROXNER,  docteur  es  sciences,  avenue  Kléber,' 4*^',  à  Paris  (i6'). 
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1892.     IIEItMANN,  librairc-éditeiir,  rue  de.  la  Soibonne,  8,  à  Paris  (5'). 
1911.     HIKUIIOLTZ,  professoui-,  avenue  de  Belmoiit,  28,  à  Montreux  (Suisse). 
1911.      lIOliMGUKX',  professeur  à  l'Université  d'Upsal,  à  l'Observatoire,  à  Upsal  (Suède). 
1921.     IIOSTlNSkV,  professeur  à  l'Université  Masaiyk,  Moravska,  :^o,  à  Prague  (Hep.  Tcliéco- 
slovaque  ) . 

1895.  IIOIT  (S.),   professeur  à   l'École  S'"-Croix   de   Neuilly,   boulevard   Pereire,   218  bis, 

à   Paris  (i7«).  S.  P. 
1918.     IIIJBIÎB  (M.),  sous-directeur  de  la  Statistique  générale  de  la  France  au  Ministère   du 
Travail  et  de  la  Prévoyance  sociale,  quai  d'Orsay.  97,  à  Paris  (7*). 

1918.  HDHBERT(P.),  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Montpellier  (Hérault). 
1907.     IIUSSOi\,  professeur  à  la  faculté  des  Sciences,  rue  Isabey,  107  bis,  à  Nancy  (Meurthe- 
et-Moselle). 

1919.  IliIOVICI,  professeur  au  lycée  Carnot,  rue  de  Vaugirard,  225,  à  Paris  (i5"). 

1920.  ISCH-WALL,  ingénieur,  rue  de  l'Arcade,  28,  à  Paris  (8»). 

1921.  JACQIES,  agrégé  des  sciences  mathématiques,  rue  d'Ulm,  45,  à  Paris  (■}'). 

1896.  JACQllEi  (E,),    professeur   au    lycée   Henri   IV,    rue    Notre-F3anie-des-Chainps,   76,  à 

Paris  (6«). 
1914.     JAGEH  (F.),  docteur  es  sciences  et  en  droit  à  Elvange,  près  Eaiilquemont  (Moselle). 

1919.  JAIVËT  (M.),  maître  de  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Kennes  (Ille-et-\  ilaine). 

1920.  JAi\SSO\,  docteur  de  lUniversité  d'Upsal,  Fack  8,  à  Orebro  (Suède). 

1903.  JE!\SEiV  (J.-L.-W.-V.),  ingénieur  en  chef  des  téléphones,  Amicisvej,  16,  à  Copen- 
hague V.  (Danemark). 

1872.  JOUDAN,  membre  de  l'Institut,  proiesseui-  honoraire  à  l'Kcole  Polytechnique  et  an 
Collège  de  France,  rue  de  Varetine,  /jG,  à  Paris  (";')■   S.  P. 

191 '1.  JOBDA\,  docteur  es  sciences,  chargé  de  coursa  l'Université  de  Budapest,  disznvailca. 
1,   i5,  à  Budapest  (Hongrie). 

1919.     JOUGUET,  ingénieur  en  chef  des  mines,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique. 

1919.  JILIA,  maître  de  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences,  boulevard  de  Courcelles,  22, 
à  Paris  (17'). 

1919.  JUVET,  licencié  es  sciences,  avenue  du  i"-Mars,  10,  à  Neuchâtel  (Suisse). 

191G.  KAMPÉ  HE  FÉUIKT,  maître  de  conférence:,  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Lille  (Nord). 

191,3.  KASXEK  (K.),  professeur  à  l'Université  Columhia,  à  New-York  (États-Unis). 

1920.  KII\iVOSI]l(EO«llRA,  professeur  ii  l'Université  d'Osaka,  place  du  Panthéon,  g,  à  Paris  (:»). 
1913.  KIVELIOVnCII,  licencié  es  sciences,  rue  Laromiguière,  6,  à  Pai'is  (5*). 

1880.  KŒNKîS,  membr(!  de  l'Institut,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  du  Faubourg- 
Saint-Jacques,    77,  à  Paris  (l'i'). 

1921.  KOdBELIAKTZ,  professeur  à  l'Université  d'Erivan,  rue  Bonaparte,  .'jg,  à  Paris  (6"). 
1913.      liOSTIT/liV  (V.),  avenue  Villemin,  32,  à  Paris. 

1907.  KBYliOKF,  ingénieur  des  mines,  professeur  d'analyse  à  l'Ecole  supérieure  des  Mines 
de  Peti'ograd,  à  Ouczd-Radomysl,  Gitoniirska  Chaussée,  Station  Nebylitza,  village 
Kolganowka,  gouvernement  de  Kiew  (Russie). 

1919.  I.ABBOllSSE,  professeur  au  lycée  Saint-Louis,  boulevard  Saint-Michel,  44,  à  Paris  (6'). 

1920.  I.ACAZE,  nouvelle  école  Sainte-GeDcviève,  rue  de  la  \  ieille-Église,  à  Versailles  (Seine- 

et-Oise). 
1920.     I.AGVKDE,  astronome  à  l'Observatoire,  à  Paris  (i4'). 

1920.  liAGORSSE,  professeur  an  Prylanée  militaire,  La  Flèche  (Sarthe). 

1921.  LAINi;,    licencié    es   sciences,  professeur  à   l'Institut  catholique    d'Angers  (Maine-et- 

Loire). 
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190G.     l<\fiKSf,0,   professeur  à  l'Université,  str.  Seaune,  19,  à  Bucarest  (Roumanie). 
191').      li.VHBliRT,   astronome   adjoint   à   l'Observatoire,   boulevard  Arago,  99,   à  Paris    (l'j')- 
1893.     HXCEI<I\,  asirouoiiie  adjoint  à  l'Observatoire,  rue  Boissonnade,   3,    à    Paris  (i^')- 
1919.     LAIVGBVI.N,   professeur  au   Gollè[;e    de    France,   boulevard   du    Port- Royal,    10    bis,  à 
Paris  (5*). 

1919.  [i\POI\TE,  professeur  au  lyc('^e  Saint-I.ouis,  rue  Sophie-Germain,  ."i,  Paris  (l'i*). 
189(5.     IiAROZE,  ingénieur  des  télégraphes,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,    rue  Froide- 
vaux,  8,  à  Paris  (i!\'). 

1920.  I.AUBEtr.  rue  l'rançois-Ponsard,  Paris  (i6'). 

189G.  LEiVIl,  professeur  à  U  Faculté  des  Sciences,  rue  Montesquieu,  8,  à  Nancy  (Meurthe- 
et-Moselle). 

189G.     IiEREli,  professeur  au  lycée,  rue  Pelletier-de-Chambrun,  12,  à  Dijon. 

1902       LEBBSGUi;,  professeur  au  Collège  île  France,    rue  Saint-Sabin,  35  bis,  à  Paris  (ii*). 

1903.  liEBElF,  directeur  de  l'Observatoire,  professeur  d'astronomie  à  l'Université,  à 
Besançon  (Doubs). 

1919.  LEBLWC  (M.),  membre  do  l'Institut,  ingénieur,  boulevard  de  Montmorency,  i,  à 
Paris  (16"). 

1919.  LECOXTi;,  inspecteur  de  l'Académie  de  Paris,  boulevard  Saint-Germain,  78,  à  Paris  (6*). 

1920.  LE  CORBKILLER,  ingénieur  des  télégraphes,  rue  de  Grenelle,  81,  à  Paris  (7=). 

1893.  LEfiOUXU,  membre  de  l'Institut,  inspecteur  général  des  mines,  professeur  à  l'Ecole 
Polytechnique,  rue  Gay-Lussac,  3.  à  Paris  (5*). 

1919.  liEFEBVRE  (Ch.  ),  ingénieur  des  constructions  civiles,    boulevard  Ilaussmann,   167,  à 

Paris  (8«). 

1920.  LEFEBVUE,  directeur   de   l'enseignement   primaire  de   la    Seine,  Hôtel  de  \  ille,  place 

Loban,  à  Paris  (  4")- 
1918.     LKKSCIIKTZ,  ingénieur  E.  C.  P.,  professeur  assistant  de  mathématiques  à   TUniversité 

de  Kansas,  Missouri  St.  987,  à  Lawrence  (  Kansas,  Etats-Uni»). 
1895.     I.ÉMr.RAY  (E.-M.),  professeur  libre  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Marseille,  villa  Véza, 

avenue  Meissonier,  à  Antibes  (Alpes-Maritimes). 

1920.  LEItVER,    professeur   au    lycée    de  Buzen    (Roumanie);   en   congé,    rue  Cujiis,   20,   à 

Paris  (  5*). 
1895.     I/E  ROUX,  professeur   a   la    Faculté    des  Sciences,    rue   de   Châteaudun,    i3,   .a   Rennes 

.  { llle-et-Vilaine). 
1898.     I/E  ROY,  membre   de  l'Institut,  i)rofessenr  au  Collège  de  France,  rue   (Cassette,  27,  à 

Paris  (f)'). 

1921.  liEROV,  professeur    de    mathématiques   spéciales   au   lycée   de    Bennes,   faubourg    de 

Fougères,  ir5,  il  Benn(!S  (llle-et-Vilaine). 

1920.      I.E  VAVASSEI  R,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Corneille,  i25,  h  L\on  (RhAne). 

1900.     I.EVI  CIVITA  (T.),   professeur  à  l'Université  de  Rome  (Italie). 

1907.     I.ESCOI'RCIJES,  professeur  au  lycée  Henri  IV,  nie  Jean-Bari,  4,  -i  Paris  (6*). 

1909.     liEVY  (  Albert  ),  professeur  au  lycée  Carnot,  rue  de  Rennes,  8G,  h  Paris  (6"). 

1907.  liEVY  (Paul),  ingénieur  des  mines,  professeur  d'analyse  à  l'I'JcoIe  Polytechnique, 
rue  Chernoviz,  9,  à  Paris  (iG*).  S.   P. 

1920.      I.IIERMUTE,    professeur  au    lycée    Jarisnn-de-SailK,  rue   de    I.nbeck,  Sn,  à  Paris  (iG'). 

1920.  LIK^STE,  capitaine  inspecteur  des  études  a  l'École  l'olyteclini(|u»-,  rue  (>iiy-I.ussac,  8, 
à  Pari»  (  .')•  ). 

1898.  l.ilVDEI.OF  (Ernst),  professeur  à  l'Université,  Sandvikskajen,  i5,  à  HeKingfors  (Fin- 
lande). 
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1886.     LlftUVILIiE,   ingénieur  en  chef  des   poudres,  exanoiiiateiir   des   élèves  à  l'École    Poly- 
technique, à  Maure  (  Ille-et-Vilaine  ). 
1919.     LOISEAl],    ingénieur  à  la  Compagnie  des  chemins  de  fer  du  Nord,  à  Cambrai  (Nord). 

1912.  r,OVETT  (E.-O.),  Rice  Instilute,  à  Houston  (Texas,  États-Unis). 
1902.     LlCAS-(!IIUItDVIM,E,  à  la  Manufacture  de  l'État,  à  Tonneins. 

1902.     LUC4S  DE  PESLOl]A,\,  ancien  élè>e  de  l'École  Polytechnique,  avenue  Rapp,  4i,  à  Paris  (7'). 

1913.  IjDSIX,  professeur  adjoint  à  l'Université   de  Moscou  (Russie). 

1895.     MAlliliET,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  examinateur  des  élèves  à  l'École 
Polytechnique,  tue  de  Fontenay,  11,  à  Hourg-la-Reine  (Seine).  S.  P. 

1905.  MALISKI,   proviseur  du  lycée  Lakanal,  rue  Houdan,  3,  à  Sceaux  (Seine). 
1919.     MAKCHAUD,  professeur  au  lycée,  rue  Henri-René,  3,  à  Montpellier  (Hérault). 

1906.  MARCIS,  agiégé  de  l'Université,  rue  Frédéric-Passy,  i5,  h  INeuilly  (Seine). 

1919.  iBARlJOX,   inspecteur   général    de    l'Instruction    publique,   avenue    Félix-Faure,   3^,  à 

Paris  (i5'). 

1920.  MABMIOiV,  chef  de  bataillon  du  génie,  avenue  de  SulFi-en,  lô'j,  à  Paris  (7'). 

1919.  MAROfiER,  professeur  au  lycée  de  Marseille  (  Rouches-du-Rhône  ). 

1904.     MAKOTTE,  professeur  au  lycée  Charlemagne,  rue  de  Reuilly,  35  bis,  à  Paris  (la*). 
1884.     MAItTI\  (  Arlemas),  Columbia  Street  i352,  N.  W.,  à  Washington  D.  C.  (États-Unis). 

1920.  MARTY,  professeur  au  lycée  Henri-Poincaré,  à  Nancy  (Meurthe-et-Moselle). 

1920.  MASCART,  directeur  de  lObservatoire  de  Lyon,  à  Saint-Genis-Laval  (Rhône). 

1919.  MATANOVITCH,  ingénieur  E.  C.  P.,  rue  Damrémont,  8,  à  Paris  (i8«). 

1921.  MAURKIE,  ingénieur  général,  directeur  de  l'École   d'application    du   Génie   Maritime 

rue  Octave-Gréard,  3,  à  Paris  (i5°). 

1920.  MAYER,  secrétaire  général  du  Bureau  d'Organisation   économique,  rue  de  Provence, 

à  Paris  (9"). 
1889.     MENDIZABAL  TAMBOREL  (de),   membre  de   la  Société    de  Géographie  de    Mexico,   calle 

de  Jésus,   i3,  à  Mexico  (Mexique).  S.  P. 
1884.     MERCEREAl),  licencié   es  sciences,  docteur  en    médecine,    rue    de    l'Université,  191, 

à  Paris  (7«).  S.  P. 
1919.     MÉRIEUX,  professeur  au  lycée  Condorcet,  rue  Cauniartin,  h  Paris  (8*). 
1902.     MERLIN    (Emile),    chargé    des  cours   d'astronomie    mathématique  et   de    géodésie   à 

l'Université,  rue  d'Ostende,  11,  à  Gand  (Belgique). 
1919.     MESNAGEU,  membre  de  l'Institut,  professeur  à  l'Ecole  des  Ponts  et  Cliaussées,  rue  de 

Rivoli,  182,  à  Paris  (4').  S.  P. 
1919.     IIETRAIj,  professeur  au  lycée  de  Brest  (Finistère). 
190'i.     itlETZIiER,  professeur  à  l'Université,  à  Syracuse  (État  de  New-York). 

1919.  MEYER  (F.),  professeur  au  lycée  Rollin,  avenue  Trudaine,   16,  à  Paris  (9*). 

1909.     MICHEL    (Charles),   professeur  au   lycée  Saint-Louis,  rue  Sarrelie,  i^|,  à  Paris  (i.'i*). 
1893.     MICIIEIi  (François),  ingénieur  en  chef  des  service»  électriques  de  la  Compagnie  du 
chemin  de  fer  du  Nord,  faubourg  Saint-Denis,  210,  à  Paris  (lO*). 

1920.  MIMIAUD,  professeur  au  collège  Chapial,   boulevard  des  Balignolles,  /(5,  à  Paris   (S-). 

1921.  MlliliOllX,  agrégé  de  mathématiques,  rue  Quatrefages,  4)  à  Paris  {^'). 
1920.     MliVEllR,  professeur  au  lycée  Rollin,  avenue  Trudaine,  16,  à  Paris  (g'). 
1873.     MITTAC-liEEEliER,  professeur  à  l'Université,  à  Djursholm-Stockholm  (Suède). 

1907.  MOM'Eli,   mailre   de   conférences    a    la    f^'acullé   des   Sciences,    ré[)ctiteur   d'analyse  il 

l'Ecole  Polytechnique,  boulevard  de  VaugirarJ,  57,  à  Paris  (i5"). 
1898.      M()\TESSl)S    llÊ    RAM.OUE   (vicomte   Robert    oe),    professeur    a    la    Faculté     libre   des 
Sciences,  boulevaid  Bigo-Danel,  i5,  à  Lille  (Nord). 
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1911.  MOORE  (Ch.-N.),  professeur  assistant  à  l'Université  de  Cincinnati  (États-Unis). 
1920.      MORIÎIi,  professeur  au  Prvtanée  militaire,  à  La  Flèche  (Sarthe). 

1920.     MOliTHO\,  professeur  au  lycée  Lakanal,  rue  Alphonse-Daudet,   i5,  à  Paris  (i4'). 

1920.  Ml'lR  (Thomas),  Elmosle  Sandown  Road,  Ron.lebasch  (  Sud-Africain  ). 

1921.  MURIIAY  (F.-H.),  rue  de  Tournoo,  21.  à  Paris  (6'). 

1919.  MUXART,  professeur  au  lycée  Montaigne,  rue  Gay-Lussac,  fi8,  h  l'ai  is  (5°). 

1921.  1HYI,LF,R  LEIîKDEFF  (M-),  professeur  à  l'Université  de  Jassy,  Sir  Pacurari,  48,  à  Jassy 
(Roumanie  j. 

1918.  XECUliCÈA.  professeur  à  l'Université  de  Jassy  (Roumanie). 

1909.  \EOVU)S,  ancien  professeur  à  l'Université  d'HeIsin{;fors,  Clir  ^'inthersvei  3',  à  Co- 
penhague (Danemark). 

1920.  \EPVE(I,  professeur  au   lycée,  boulevard   de   la  Cité,  8,  à  Limoges   (  Haute- V'ienne). 
1885.     XKliRERIi,  professeur  à  l'Uuiversité,  rue  Sclcssin,  6,  à  Liège  (Beljjique). 

1897.  i\ICOLIilE!t,  professeur,  La  Châtaigneraie,  à  Saint-Clarens  (Vaud,  Suisse). 

1920.  IViELSE\  (  Krederik  Lange),  Armauer  Hausensat,  5,  III,  Christiania  (Norvège). 

1921.  N0AILL0\',  rue  Monsieur-le-Prince,  63,  ii  Paris  (6«). 

1919.  IVORLliN»  (E.),  professeur  à  l'Université  de  Lund  (Suède). 

1920.  OBRIOT,  pi-ofesseur  au  lycée  Biiffon,  houlevard  de  Port-Royal,  82,  à  Paris  (5"). 
1882.  OCAG^E  (VI.   d'),    membre  de  l'Institut,    inspecteur  général   des  ponts  et  chaussées, 

professeur    à  l'Ecole    Polyt('cl)ni(]iie  et  à  l'Ecole   des  Ponts  et  Chaussées,  rue  f^a 
Boëlie,  3o,  à  Paris  (8«).  S-  P. 

1921.  ONICESCl,    docteur    es    sciences    mathématiques    de    l'Université  de    Rome,    rue;    de 

Lille,  57,  à  Paris  (6'). 
1905.      OUIVEi,  professeur  au  lycée  du  Parc,  à  Lyon  (Rhône). 
1873.     OVIUIO  (E.   t)'),    souMteur,    |)r()fesseur    à    l'Université,    via    Sebastiano    Valfi'é,    i'\,  k 

Turin    (Italie). 

1920.  PAKES,  professeur  au  lycée  Saint-Louis,  boulevard  Saint-Alidiel,  4-i'  -i  Paris  (6'). 
1893.     l'AI\LE\Ë,    membre  de  l'Institut,   professeur  à   la   Faculté  des  Sciences  et  à  l'Ecole 

Polytechnique,  rue  Séguier,  18,  à  Paris  (6*). 

1912.  PA\GE  (de),  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  François  I",  82,  à  Paris  (8°).  S.  P. 
1888.     PAPEIilEU,    professeur  au    lycée,    rue  '  Notre-Dame-de-Recouvranec,    29,   à  Orléans 

(Loiret). 
1919.      PARODI  (H.),  ingénieur   en  chef  à  la  Compagnie  des  chemins  de  fer  d'Orléans,  quai 

d'Orsay,  i4i,  à  Paris  (lô'). 
1917.     PAS(Jl]IER  (du),  professeur  à  l'Université,  rue  de  la  Côte,  à  Neuchàtel  (Suisse). 

1921.  PASQIIER,  licencié  es   scien'Ées,  professeur   à    l'Instiiut  catholique  d'Angers   (Maine- 

et-Loire). 

1881.  PELIiET,  professeur  honoraire  a  la  Faculté  des  Sciences,  boulevard  (icrgovia,  7-,  à 
Clermonl-Ferrand  (  Puy-de-Uôrae). 

1914.      PERES,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,   Marseille  (  Bouches-du -RhAne). 

1881.      PEROTT  (Joseph),  Université  Clark,  h  VVorcesler  (Massachusetts,  États-Unis).   S.  P. 

1892.  PEURI!V  (Élie),  professeur  de  mathématiques  à  l'École  J.-B.  Say,  vue  de  la  Conven- 
tion,  85,   à  Paris  (lô*). 

1896.      PEIROVirCIl,  professeur  a  l'Université,  Kasancié-Veuac,  2!).  à  Belgrade    (Serbie). 

1902.  PKTROVITCII  (S.),  getieral  major,  professeur  ordinaire  a  l'Acailéniie  d'artillerie 
Michel,  Sergevska'ia,  4'<>  'oR-  •">  à  Petrograde   (Russie). 

1887.  PEAZO  (i)Ki,),  professeur  à  l'Université,  piaz/.a  San  Doinenicu  Maggiorc,  9,  à  Naples 
(Italie). 
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1905.  fFEIFFEn,  professeur  à  l'Université,  S/.aoudl  Wladimirskaïa  45,  log.  II.  à  Kiew  (Russie). 
1879.     PICAUD    (Emile),    secrétaire    perpétuel    de    l'Académie    des    Sciences,     membre   du 

Bureau  des  Longitudes,  professeur  à  lu  Faculté  des  Sciences  et  à  l'École  Centrale 
des  Arts   et   Manufactures,  quai  Conti,  25,  à  Paris   (6"). 

1919.  PICAUT  (L.  ),  directeur  <le  l'Observatoire  de  Bordeaux,  à  Floirac  (Gironde). 

1872.     PICQUET,  clief  de  bataillon  du  jjénie  en   retraite,   examinateur  des  élèves  à   l'École 

l'olytechiiique,  rue  Monsieur-le-Prince,  4.  à  Paris  (6'). 
19"20.     PIEItItA,  directeur   de   la   Société   des   appareils  de   transmission   Haie   Slian,   rue  de 

Provence,  à  Paris  (9'). 

1913.  POOTIAGUli^K  (N.),  rue  Stanislas,  i4,  à  Paris  (6*). 

1920.  POMEï  (,I.-H.),  ingénieur  en  chef  des  postes  et  télégraphes,  boulevard   Raspail,  120, 

à  Paris  (6"). 

1920.     POMIiV  (Rlienne),  professeur  à   l'École  de  Physique  et   de  Chimie,  boulevard  Saint- 
Marcel,  70,  à  Paiis  (5°). 

1920.     POMEV  (Léon),  ingénieur  des  Manufactures  de  l'État,  rue  Rosa-Konheur,  10,  à  Paris 

1918.  POHPËllJ,  professeur  à  l'Université  de  Bucarest  (  Roumanie). 

1920.      PO\'S,  professeur  au  lycée,  avenue  Rouisson-Bertrand,  à  Monipcllier  (Hérault). 

1906.  POPOViCI,   professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Jassy   (Roumanie). 

1894.     POTRON  (M.),  docteur  es  sciences,  nouvelle  école  Sainte-Geneviève,  rue  de  la  Vieille- 
Eglise,  2,  à  Versailles  (  Seine-et-Oise  ). 
1920.     PORIALIER,  professeur  au  lycée  Henri  IV,  à  Paris  (5"). 

1914.  POWALO-SCIIWEIKOWSKI,  licencié  es  sciences,  rue  Gazan,  5  bis,  à  Paris  (i4'). 

1919.  PRADEIi,  professeur  au  lycée  Saint-Louis,  boulevard  Saint-Michel,  44»  ^  Paris  (6«). 
1919.     PREVOST,  ingénieur  civil  des  mines,  rue  Huysmans,  6,  à  Paris  (6*). 

1896.      OUIOUI'l'.   actuaire  de    la   Compagnie  la  Nationale,  boulevard    Saint-Germain,  92,  à 

Paris  (5'). 
1919.     RATEAl,  membre  de  l'Institut,  avenue  Elysée- Reclus,  10  bis,  à  Paris  (7'). 
1903.     RÉMOllNDOS,   professeur  d'analyse  supérieure  à  la  I'"aculté  des  Sciences,  rue  Spyridion- 

Tricoupis,  54,  à  Athènes  (Grèce). 
1919.     REiVAlJI),  professeur  au  Lycée,  rue  Dacier,  7,  Angers  (Maine-et-Loire). 
1919.      RÉVEILLE,  répétiteur  à  l'Ecole  Polytechnique,  à  Saint-Tropez  (Var). 
1903.      RICUARI),  docteur  es  sciences  mathématiques,  professeur  au  lycée,  rue  de  Strasbourg, 

100,  à  Ciiâteauroux. 

1919.  RICHARD  (E.),  professeur  au   lycée    Michelet,  boulevard   Lefebvre,  4'i)  à  Paris   (i5«). 
1908.      lUCilARI)  D'AIIOXCOURT  (dk),  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,   rue  Nationale,  74, 

à  Lille. 

1920.  RIQVIER,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Malfilâtre,  i4,  à  Caen  (Calvados). 
1908.     RISSER,  actuaire  au   Ministère  du  Travail,  rue  Sédillot,  5,  à  Paris  (7'). 

1919.     ROBERT,  professeur  au  lycée  de  Montpellier  (Hérault). 

1916.     ROni\'SO\  (L.-B.),  22"tl  Street  3o6E,  à  Baltimore  (Marylau.l,    États-Unis). 

1903.     ROCHE,  agrégé    de   l'Unii  ersité,    docteur  es  sciences,   professeur   à   l'Université  libre 

d'Angers  (  Maioe-el-Loire  ). 
1919.     ROQUES    (M"»),  docteur  es  sciences,   actuaire  à  la  O'  d'assurance   «  La  New  York  », 

avenue  des  Champs-Elysées,  63,  à  Paris  (8"). 
1914.     ROSENRIiATT,    professeur    a    l'Université    de    Craeovie,    rue   Bartowa,    18,   h   Cracovie 

(Pologne). 
1896.      ROIlilER,    professeur    au     Lycée    et    sx    l'École    des    ingénieurs,   rue    Sylvabelle,    84, 

à    Marseille. 
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190G.  BOUSIERS,    professeur    au    collège     Stanislas,    boulevard    du    Montparnasse,     61,    à 

Parîs(i4''). 

1920.  K(m^ER,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Jean-Rameau,  3,  à  Alger. 

1885.  ROY,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Frizac,  9,  à  Toulouse  (H'^-Garonne). 

1920.  ROWE  (G.-H.),  professeur  à  Trinity  Collège,  rue  Gay-Liissac,  38,  à  Paris  (5"). 

1911.  RUDMnid,  licencié  es  sciences,  avenue  Rcille,  28,  à  Paris  (l'i'). 

1920.  S\l\TE  LAGLE,  professeur  au  lycée  Carnot,  rue  Barje,  12,  à  Paris  (-'). 

1919.     SAKKLIjAItlOU,  professeur  à  l'Université,  rue  Asklépion,  96,  à  Atlicnes  (Grèce). 

1900.  SAIJVKOW,  professeur  h  l'Université,  à  Kharkow  (Russie).  S.  P. 

1921.  SAUA\TOPi')UIjOS,    docteur  es  sciences   de  l'Université   d'Athènes,   rue  Solonios,  2.'),  ii 

Athènes  (  Grèce). 

1919.  SARTRE,  agrégé  de  l'Université,  rue  d'Ulm,  45,  à  Paris  {')'). 

1897.      SCIIOU  (Erik),  ingénieur,  Thorvaldsiusi,   193,  à  Copenhague  (Danemark). 

1920.  SCIILII,    professeur  à   l'Académie   technique    de    Delft,  Frencketiolag,  La  Haye  (Hol- 

lande ). 

1901.  SIÎE  (Tiiomas-J.-J.),  Ohservatory  Mare  Island  (Californie). 

189(J.     SEGtilER  (J.-A.  nu),  docteur  es  sciences,  rue  du  Bac,  ii4,  à  Paris  (7*). 

1882.  SÉLIVANOFF  (l)émélrius),  professeur  à  l'Université,  Foutanka,  116,  log.  16,  à  Pétro- 
grade  (Russie).  S.  P. 

1920.  SERliESCO,  professeur  au  lycée  de  Fupuu  (Roumanie);  en  congé,  boulevard  Saint- 
Germain,  4^,  à  Paris  (5''). 

1920.     SERUIER,  professeur  au  lycée  Louis-le-C.rand,  rue  Boulard,  38,  à  Paris  (14"). 

1900.     SERVANT,  chargé  de  conférences  à  la  Sorbonne,  à  Bourg-la-Reine  (Seine). 

1908.  SIIAW  (J.-B.),  professeur  à  l'Université,  Box  i43,  University  Station,  Urbana  (Illi- 
nois, États-Unis). 

101!).      SIHO\IK.  astronome  à  l'Observatoire,  avenue  du  Parc-de-MonIsouris,  3o,  à  Paris  (  i^*). 

1912.     SIRK,  professeur  à  la   Faculté  des  Sciences  de  Lyon  (Rhône). 

1920.  S0\0,  docteur  es  sciences,  Collège  of  Science,  Université  de  Kyoto,  Japon,  rue  de  la 
Pompe,  102,  à  Paris  (i6*). 

1916.  SOULA,  maître  de  conférences  à  la  I''aculté  des  Sciences  de  Monlpellier,  rue  de  la 
Bienfaisance,  i,  Nimes  (Gard). 

1900.  SPARRE  (comte  DE),  doyen  de  la  Faculté  catholique  des  Sciences,  avenue  de  la 
Bibliothèque,  7,  à  Lyon.  S.  P. 

1912.  STECKEU  (H. -F.),  |)rofesseur  de  mathématiques,  à  Pousylvauia  State  Collège, 
Miles  St.  3o6  (Pensylvanie,  États-Unis). 

1912.  STEINIIAUS,  professcui-  à  l'Universiié  de  Lvvow,  rue  Kodecka,  i^,  I,  à  Lwow  (Pologne). 
1918.     SrOILOW  (S.),   docteur   es  sciences,   maître   de  conférences  à   l'Université   de  Jassy 

(  Roumanie  ). 
1898.     SrOltMER,  professeur  à  rUuiversilé,  Huk  Avenue,  33,  Bygdô,  Christiania  (  Norvège  ). 
1904.     SliDHIA,  directeur  de  l'École   préparatoire  à  l'Ecole  supérieure   d'Électricité,  rue    de 

Staël,  26,  à  Paris  (i5'). 
1904.      SlJ\D>Ui\,     professeur    à     l'Université,     Observatoire     astioiiomicpio.    à    Helsiiigfors 

(  Finlande  ). 
1920.     TEIJE  TAiaCI,  professeur  a  l'Université  de   Tokio.  (Japon). 

1913.  rA>lVlllil\E,  répétiteur  à  l'École  impériale  des  Ponts  et  Chaussées,  rue  l.itcinaia,  '(.î, 

App.  33,  à  Pétrograde  (Russie). 
1920.     TIIIRV,  maître   de   couleronces   à   la  l'acuité   des  Sciences,    rue  de  l'Université,   3'),   à 
Strasbourg  (Bas-Rhin). 
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1919.  TIIOISY  (de),  ingénieur,  rue  Vineuse,  20,  à  Paris  (i6'). 

1899.  TllYBAUT,  professeur  au  lycée  Henri  IV,  chef  des  travaux  graphiques  à  la  laculte  des 

Sciences,  boulevard    St-Germaiu,  5o,  h  Paris  (5«). 

1910.  TIJIOCIIE^kO,  professeur  à  l'Institut  Empereur  Alexandre  H,  à  Kiew  (Russie). 

1913.  nm  (0.),  via  Lagrange,  2,  à  Turin  (Italie). 

1919.  TISSIEK,  maître  de  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Alger. 

1912.  TOICIIARD,    ingénieur    des     Arts    et     Manufactures,    boulevard    Haussmann,    i,'>o,    à 

Paris   (8°). 

1910.  TIUVNAUD,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Besançon,  en  congé  à  la  Violette, 

Sommières  (Gard).  S.   P. 
1872.     TUESCll,    ingénieur   en    chef  des    ponts    et   chaussées  en  retraite,   rue  du  Géuéral- 

Henrion-Kerthier,  7,  à  Neuilly-sur-Seine  (Seine). 
189fi.     TRESSE,  professeur  au  lycée  Buffon,  rue  Mizon,  6,  à  Paris  (i5'). 

1919.  TUlilIBiVCII,  ingénieur,  avenue  du  Roule,  97,  à  Neuilly  (Seine). 

1907.     TIUl'IER  (H.),  sous-directeur  des  études  à  l'École  Centrale,  rue   Alphonse-de-ISeu- 
ville,  17,  à  Paris  (17'). 

1920.  TROUSSET,  aide  astronome  à  l'Observatoire  de  Floirac  (Gironde). 

1919.  TUIOIEL,  professeur  au  lycée  Saint-Louis,  boulevard  Saint-Michel,  .'i^,  à  Paris  (6"). 

1911.  TURRIERE,   docteur  es  sciences,  professeur  à  la  Faculté  des   Sciences  de   Montpellier 

(Hérault). 
1920-     V40QLANT,  professeur  au  lycée  Janson-de-Sailly,    rue  de  Siam,  28,  à  Paris  (16"). 

1913.  VALIRO\,    professeur  a    la  Faculté  des   Sciences,   allée  de  la  Hobcrlsau,  Sa,   à  Stras- 

bourg (Bas-Rhin). 
1893.     VAMiÉE  l'ODSSIiV  (Ch.-J.   ne   la),    membie   de   l'Académie   Royale    des    Sciences,    des 
Lettres    et   des  Beaux-Arts    de    Belgiiiue,    professeur    â   l'Université,   avenue   des 
Alliés,    i49,  à  Loiivain  (Belgique). 

1904.  VA^DEDREM,  professeur  à  l'École  militaire,  avenue  Macan,   16,  à  Bruxelles. 

1905.  VAiV   VIiECK,    professeur    de    mathématiques,   à    l'Université,    ^1 .    Pincknay    St,    Sig, 

à   Madison    (Wisconsin,  États-Unis). 

1920.  VAROI'OILOS,  docteur  es  sciences  de  l'Université  d'Athènes,  rue  d'Ulm,  45,  à  Paris  (5°). 

1897.  VASSlIiAS-VlTAlilS    (J.),    professeur    à    l'Ecole    militaire    supérieure,  rue    Epicure,    i3, 

à  Athènes    (Grèce  ). 

1898.  VASSIIilEK,   membre  du  Conseil  d'État,  Vassili  Oslrowligne  12,  m-    19,    à    Pétrograde 

(  Russie  ), 
1920.     VAllIiOT,  rue  Barbet-de-Jouy,  ^2,  à  Paris  (7"). 
1920.     VAZILESCU,  avenue  Carnot,  5,  à  Paris  (17-). 

1913.      VERLEN  (O.),  professeur  à  l'Université  de  Princeton  (  États-Unis). 
1920.     VERRIER,  professeur  au   lycée  Saint-Louis,    boulexard   Saint-Michel,  4'i,  à  Paris  (li'). 
1920.     VERG.VE,  rue  Auber,  8,  à  Paris  (9-). 
t920.     VÉRONNET,  astronome  à  l'Observatoire,  charjïe  de  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences, 

rue  Wimpfcling,  29,  à  Strasbourg  (Bas-Rhin). 
1901.      VESSlOr,    professeur  à   la   Faculté   des  Sciences,   sous-dirccfeur  de   l'École   Normale 

supérieure,  rue  dUlm,  l\b,  à  Paris  (■'>'). 
1920.     VIElliLEFOND,  professeur  au   lycée  Saint-Louis,  boulevard  Garibaldi,  f\5,  à  Paris  (lô"). 
1911.      VILliAT,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  du  Maréchal-Pélain,  n,  Strasbourg 

(Bas-Rhin). 

1919.  VDIEUX,  professeur  au  lycée,  à  Nice  (  Alpcs-Mariiimes  ). 

1920.  VINTEJOLX,  professeur  au  lycée  Carnot,  rue  Cernuschi,  12,  à  Paris  (17*). 
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1919.     VOGT,   professeur  à  la   Faculté    des    Sciences,    rue    du    Gnuid- Verger,   33,    à   Nancy 

(  iVleurthe-el-Moselle  ). 
1888.     VOliiEUIIA   (Vito),  sénateur,   pi'ofesseur   ii    rriiiversité,   via    in    Lucina,  17,  à    Rome 

(Italie). 
1900.     VIIIBEUT,  éditeur,  boulevard  Saiul-Germain,  63,  à  Paris  (5'). 

1919.  WAVRE,  docteur  es  sciences.  Université  de  Genève,  Genève  (Suisse). 

1880.     \VilliCKEi\AEU,   inspecteur    général  en  clief  des   mines,   boulevard   St-Gcrniain,   218, 
à  l'aiis  {"]'). 

1920.  WAIIII,  grade  de  l'Université  Harward,  rue  de  Tournon,  21,  à  Paris  (6'). 

1920.  WEBER,  piofesseur  au  lycée  Buffon,  avenue  de  Châlillon,  21,  à  Paris  (i4'). 

1879.      WEILIj,  directeur  lionorairc  du  collège  Chaptal,  boulevard  Dt'Iesserl,  33,  à  Paris  (i6'). 

1919.  WEHiL,  professeur  au  lycée  Saint-Louis,  boulevard  Saint-Michel,  à  Paris  (6'). 

1921.  WIENER    (N.),   professeur  au    Massachusetts  Institut  ot  technoiogy,  à   Boston  (États- 

Unis). 
1906.     WlIiSON   (F..-B.),  professeur    à   l'Institut  de  Technologie,  a   Boston    (Massachusetts, 
États-Unis). 

1911.  WliVTER,  avenue  d'Iéna,  66,  à  Paris  (i6«). 

1909.      WOODS  (  r.-S.  ),  professeur    à    l'Institut  do     Technologie,    a   Boston    (Massachusetts, 

États-Unis). 
1878.      WOUMS  DE  ItOMILLY,   inspecteur   général    des    mines,    en    retraite,    rue    du  Général- 

Langlois,  3,  à  Paris  (16"). 

1920.  VA\IEIl-IiÉO\,  directeur  de   la  Revue  de  Mélciphysir/ae  et  de  Morale,  rue  des  Mathu- 

rins,  39,  à  Paris  (8''). 

1921.  YAYOTAKO  ABE,  professeur  à  l'Fcole  Normale  supérieure  de  Tokio,  rue  Bausset,  -j  hls, 

à  Paris  (  1 1"  ) . 

1912.  Yf)l!\G  (  W.-H.),  membre  do  la  Société  Koyale  de  Londres,  professeur  à  l'Univcrsilé 

de  Liverpool,  villa  Collon{j(',  La  Conversion,  à  Vaud   (Suisse). 
1020.     ZVKEMBA,  professeur  à  l'Université  de  Cracovie,  W.irszavokaie,  rue  Zytnia,  6,  Cracovie 

(  Pologne). 
1903.      ZEUVOS,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Sozopoleos,  88,  à  Athènes  (Grèce). 
1898.     ZIWET,    professeur  de    mathématiques  à  l'Université    Tappanavi,   644,   ^    '^""     Arbor 

(Michigan,  Etats-Unis). 
1909.     ZORKTTI,  j)rofesseur  de  mécani(|ue  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Caen  (Calvados). 


Membres  décédés  en  1920  ou  1921  :  MM    BAIDET,  BOURfiET,  CARI'EIVTIEK, 
FAlQllEMBERGl'E,  GENAI  X,  IIDIBERT  (G.),  PAREiMY. 
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SOCIÉTAIRES    PERPÉTUELS    DÉCÉDÉS. 


BENOlSr.  —  ltlE\AY>IK.  —  BISCIIOFFSHEHI.  —  BOKCIIAKDT.  —  BOIRI.ET.  —  CANET. — 
CIIASLES.  -  C(,AUI)E-LAFOXTAli\E.  —  (iAUTIIIEU-VILURS.  —  IIALI'HEX.  —  HERBUE. 
HIRSr.  —  LAFOV  DE  LADÉBAT.  -  LÉAliTÉ.  —  MAMHEUl.  —  PEURIM  (R).  — 
l'OI\CARÉ.  —  BE  l'OLIG\AC.  —  RAFFV.  —  SYLOW.  —  TANXEUY  (l'AlL).  — 
TCIIEBICIIEF.  —  VIELI.ARD. 


LISTE 


PRÉSIDENTS  DE  LA   SOCIÉTÉ  MATIIÉMATIQIE  DE  FRAWfCE 


DEPUIS      SA      FONDATION. 


IH)I. 


1873 

CIIASLES. 

1898 

LECORiXII. 

1874 

LAFOiV  DE  LADÉBAT. 

1899 

GliYOU. 

1875 

BIENAYMÉ. 

1900 

POIXCARK. 

187G 

DE  LA  r.Ol]RiVEKIE. 

1901 

D'OCAGNE. 

1877 

KIAMVHEIM. 

1902 

RAFFY. 

1878 

DAUBOUX. 

1903 

PAINLEVÉ. 

187!) 

0.  BONXET. 

1904 

CARVALI.O. 

1880 

JORDAN. 

1905 

BOREL. 

1881 

LAGUERRE. 

190G 

IIAUAMARD. 

188 '2 

1IALPIIE\. 

1907 

BLUTEL. 

1883 

ROUCIIÉ. 

1908 

PERRI\'  (R.). 

1884 

PICARD. 

1909 

BIDCIIK. 

1885 

APPEL L. 

1910 

BKICARD. 

1886 

POIKCARÉ. 

1911 

Li:VY  (L.). 

1887 

FOURET. 

1912 

ANDOYER. 

1888 

LAISAÎVT. 

1913 

COSSKRAT  (F.) 

188!) 

AXDRÉ  (  D.  ). 

1914 

VESSIOT. 

18!)0 

RATON  DE  LA  GOUPILLIÈRE. 

1915 

CARTAiS. 

1891 

COLLIG\ON. 

191G 

FOIICIIÉ. 

1892 

VICAIRE. 

1917 

GIIICIIARD. 

1893 

UIMBERI. 

1918 

MAILLET. 

1894 

PICOIET. 

1919 

LEBESGUE. 

1895 

GOIJRSAT 

1!I20 

DRACII. 

189G 

KŒMGS 

1921 

DOULA\GER. 

18!)7 

PICARD. 

}\\]. 
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Liste  des  Sociétés  scientifiques  et  des  Recueils  périodiques  avec  lesquels 
la  Société  mathématique  de  France  échange  son  Bulletin. 


Amsterdam  . .  . , 
Amsterdam.  .  .  , 
Amsterdam  .  .  . . 


Râle 

Kailimori 
Berlin..  . 
Karliti. . . 


Kerlin. 


Pologne. . 
Bordeaux. 
Briixelleà. 


Bruxelles. . . 

Calcutta 

Cambridge  , 
Christiania. 
Coînihre.  . , 


Copenhague. 
Copenhague. 


Cracovie. . . . 

Deift 

Edimbourg. 
Edimbourg. 

Gand 

Gôllingeu .  . 

HaliTax 

Hain bourg. . 

tinrieni 

Uelsingrors. 

Kaiisas 

Kasan 

K.harkow  .  . . 
Kharkow . .  . 

Leipzig 

I^ipzig 

Leipzig 

Liège 

Livourtie . . . 
LoiidreB.  . .  . 
Loi)<lre». . . 


Académie  Koyale  des  Sciences  d'Amsterdam. 

Société  mathématique  d'Amsterdam. 

Revue  semestrielle  tles  puhlicntions  mathémn- 

lif/ues. 
Naturfoi-schende  Gesellschafl. 
American  Journal  oj  Mathematics. 
Académie  des  Sciences  de  Berlin. 
Jahrbuch  liber  die  Forcschricte  (1er  Mathe- 

matik. 
Journal  fur  die  reine  iinil  au^^ewandte  Ma- 

thematik . 
Académie  des  Sciences   de  Bologne. 
Société  des  Sciences  physi(jues  et  naturelles. 
Académie  Uoyale  des  Sciences,  des  Lettres  et 

des  Beaux-Arts  de  Bels;i()ue. 
Société  scienlilique  de  Bruxelles. 
Calcutta  mathematical  Society. 
Cambridge  philosophical  Society. 
Arckiv  for  Mathematik   o»  IWituri'ideiiskub. 
Ànnacs   ncieiitljicos  da   Academia    Polytech- 

nica  do  Porto. 
Nyt  Tidsskrift  for  Muthematik. 
Det   Kongelige  danske    l'idenikabernes   sels- 

kabs  Skrifter. 
Académie  des  Sciences  de  Cracovie. 
Académie  technique. 
Société  Royale  (rÉdimbonrg. 
Société  mathématique  d'Edimbourg. 
y/ttt/iesis. 

Société    Royale  des  Sciences  de  Gottitigen. 
Nova  Scotian  Institutc  of  Science. 
Société  nialhématique  de  Hambourg. 
Société  hollandaise  des  Sciences. 
Société  des  Sciences  île  Finlande. 
Université  de  Kansas. 
Société  physico-ma thématique. 
Annales  de  l'Université. 
Société  mathématique  de  Kharkow. 
Société  Royale  des  Sciences  de  Saxe. 
Mathematische  Annalen. 
Archiv  der  Mathematik  und  Physik. 
Société  Royale  des  Sciences. 
Periodico  di  Matematica . 
Société  ustr(>nomi(|ue  de  Londres. 
Société  mathématique  de  Londres. 


Pays-Bas. 
Pays-Bas. 

Pays-Bas. 

Suisse. 
États-Unis. 
Allemagne. 

Allemagne. 

Allemagne. 
Italie. 
France. 

Belgi(iue. 

Belgique. 

Inde  anglaise. 

Grande-Bretagne. 

iSorvège. 

Portugal . 
Danemark. 

Danemark. 

Autriche. 

Pays-lias. 

Granile-Bretagne. 

Grande-Bretagne. 

Belgique. 

Allemagne. 

N"*-Écosse  (Canada) 

Allemagne. 

Hollande . 

l-'inlande. 

États-Unis. 

Russie. 

Russie. 

Russie. 

Allemagne. 

Allemagne. 

Allemagne. 

Belgique. 

Italie. 

Grande-Bretagne 

Grande-Bretagne. 
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Londres 

Luxembourg. . . . 

Marseille 

Mexico  ......... 

Milan . 

Moscou 

Munich 

Naples 

New-Haven 

New-Yorl( 

Odessa 

Palernie 

Paris 

Paris 

Paris 

Paris 

Paris 

Paris 

Paris 

Pétrograde 

Pise 

Pise 

Pise ... 

Prague 

Prague  

Prague  

Princeton 

Kennes 

Rome 

'Rome 

Rome 

Sophia 

Slockholni 

Stockholm 

Stockholm 

Tokyo  

Toulouse 

Turin 

Upsal 

Varsovie 

Venise 

Vienne 

Vienne 

Washington 

Zagreb  (  Agram). . 
Zurich 


Société  Royale  de  Londres. 
Institut  grauddiical  de  Luxembourg. 
Annales  de  la  Faculté  des  Sciences. 
Sociedad  cientifica  Antonio  Alzate. 
Institut     lioyal     lombard    dos     Scien<r«'s    et 

Lettres. 
Société  mathématique  de  Moscou. 
/Vcadémie  des  Sciences  de  Munich. 
/Vcadémie  Royale  des  Sciences  pliysi(|ues  et 

mathématiques  de  Naples. 
Académ  ie  des  Sciences  et  Arts  du  Connecticu  t. 
American  mathematical  Society. 
Société  des  naturalistes  de  la  Nouvelle-Unssic. 
Rendiconti  del  Circolo  malematico. 
Académie  des  Sciences  de  Paris. 
Association  française  pour  l'avancement  des 

Sciences. 
Société  philomathiqne  de  Paris. 
Bulleliii    des  Sciences    mathématiques. 
Journal  de  l' École  Polytechnique. 
Institut  des  Actuaires  français. 
Inlermcdiaire  des  Mathématiciens. 
Académie  Impériale  des  Sciences. 
École  Royale  Normale  supérieure  de  Pise. 
Université  Royale  de  Pise. 
//  Nuovo  Cimento. 

Académie  des  Sciences  de  Bohème.- 

Jednola  ^ceskych  mathematicu  a  fysikij  . 
Société  niatliématiepie  de  Bohème. 

A /mais  oj  Mathemalics. 

Travaux  de  V Université. 

Académie  Royale  des  Lincei. 

Società  italiana  délie  Scienze. 

Societi»  per  il  progresso  délie  Scien/.e. 

Annuaire  de  l'Université  de  Sophia. 

Acta  niathematica. 

Archiv  for  Mathenialih. 

Bibliotheca  malhemulica . 

Mathematioo-physical  Society. 

Annales  de  la  l'acuité  des  Sciences. 

Académie  des  Sciences. 

Société  Royale  des  Sciences  d'Upsal. 

Prace  Matcmatyczno  Fizycziie. 

Institut  Royal  des  Sciences,  Lettres  et  Arts. 

Académie  Impériale  des  Sciences  de  Vienne. 

Monatshefte  fitr  Malheinatik  und  Physik, 

INational  Academy  of  Sciences. 

Académie  Sud-Slave  des  Sciences  et  Beaux- Arts 

Naturforschcnde  (lesellschaft. 


Grande-Bretagne 

Luxembourg. 

France. 

Mexique. 

Italie. 
Russie. 
Bavière. 

Italie. 
États-Unis. 
États-Unis. 

Russie. 

Italie. 

France. 

France . 
l'rance. 
France. 
France. 
France. 
France. 
Russie. 

Italie. 

Italie. 

Italie. 

Tchéco-Slovaquie. 

New-Jersey,  Ktals-Uiiis 

France . 

Italie 

Italie. 

Italie. 

Bulgarie. 

Suède. 

Suède. 

Suède. 

Japon. 

France. 

Italie. 

Suède. 

Pologne. 

Italie. 

Autriche. 

Autriche. 

Ftats-Unis. 

Yougo-Slavie. 

Suisse. 
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COMPTES  REINDUS  DES  SÉANCES. 


SEANCE    DU    12   JANVIER    19-21. 

PRÉSIDENCE    DE    M.    DRACH.  '     ' 

La  Société,  réunie  en  Assemblée  générale,  procède  au  renouvelle- 
ment de  son  Bureau  et  d'une  partie  du  Conseil. 

Elections  : 

Sont  élus  à  riinanimité  membres  de  la  Société  :  MM.  Clapier, 
présenté  par  MM.  Guichard  et  Tbybaul;  l'abbé  Laîné,  présenté  par 
MM.  Bouligand  et  Roche;  l'abbé  Pasquier,  présenté  par  MM.  Bouli- 
gand  et  Roche. 

Commun ica lions  : 

M.  Maurice  Fouché  :  S(ir  la  détermination  du  centre  de  cour- 
bure de  la  trajectoire  d'un  point  d'un  plan  mobile  sur  lui-même. 

Je  voudrais  montrer  comment  on  peut  traiter  cette  question  clas- 
sique d'une  manière  à  la  fois  plus  simple  et  plus  générale  qu'on  ne  le 
fait  d'ordinaire. 

Soient  I  le  centre  instantané  de  rotation,  (B)  la  base,  (R)  la  roulante, 
I,r  la  tangente  commune  à  ces  deux  courbes,  ly  la  normale,  et  M  un 
point  quelconque  du  plan.  Nous  prenons  pour  sens  positif  des  arcs 
sur  (  B)  et  (  R)  le  sens  l.v,  et  pour  sens  positif  de  rotation  celui  d'une 
rotation  d'un  quart  de  tour  amenant  Ij;  sur  \y. 

On  pourra  d'abord  démontrer  aisément  que  le  point  M  et  le  centre 
de  courbure  C  de  sa  trajectoire  forment  sur  la  normale  IM  deux  divi- 
sions liomographiques  dont  les  points  doubles  sont  confondus  en  I. 
Si  N  est  la  position  de  C  qui  correspond  au  point  M  rejeté  à  l'infini, 
on  aura  donc 

^'^  IG        IM        in' 

Si,  au  contraire,  c'est  le  point  C  (\u'\  s'éloigne  à  l'infini,  et  si  N'est  la 
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position  correspondante  de  M,  on  aura 

I  I  I     _    1 

Tg"~ïm'^~"TN^~'în' 

N',  symétrique  de  N,  est  le  point  de  la  droite  IM  dont  la  trajectoire  a 
un  rayon  infini  :  c'est  un  point  dHnflexion  de  cette  trajectoire.  Quant 
au  point  N,  il  est  facile  de  montrer  que  c'est  le  centre  de  courbure 
commun  des  enveloppes  de  toutes  les  droites  perpendiculaires 
àlM. 

Soient  V  le  point  de  la  base  qui  devient  le  centre  instantané  de  rota- 
tion quand  le  plan  a  tourné  de  t/Ô,  et  Ig  sa  projection  sur  \x  qui  n'en 
diffère  que  d'un  infiniment  petit  du  second  ordre.  Le  point  N  est  à 
l'intersection  de  IM  que  j'appellerai  aussi  \z  pour  fixer  le  sens  positif, 
avec  la  parallèle  à  IM  menée  par  1^  qu'on  aura  fait  tourner  de 
l'angle  dB^  autour  de  l'^.  En  projetant  le  contour  IIjNl  sur  un  axe 
perpendiculaire  à  \z,  on  obtiendra 

ds 
IN  =  ricos<p  =  —IN', 
ao 

©  désignant  l'angle  de  I-  avec  ly,  et  ds  l'arc  II'. 

ds 
Comme  —  ne  dépend  pas  de  9,  on  voit  déjà  que  les  lieux  de  N  et  N' 

sont  des  cercles  symétriques  tangentes  à  la  base.  Le  premier  sera 
appelé  le  cercle  des  enveloppes^  on  l'appelle  aussi  cercle  des  rebrous- 
sements.  Le  second  est  le  cercle  des  inflexions. 

Soient  B  le  centre  de  courbure  de  la  base,  H  celui  de  la  roulante, 
b  et  r  les  rayons  de  courbure  correspondants,  IB  et  IR,  pris  avec 
leurs  signes.  On  voit  presque  immédiatement  que 


d'où 


f/0         1        1  _ 

I 
G  ~ 

IM        coscD  \b 

;)■ 


C'est  \-&  formule  d''Euler. 

Les  extrémités  J  et  .J'  des  diamètres  des  deux  cercles  précédents 
sont  données  par  les  formules 


I    _         I    _   I 
TT  """  ÎT  ~  Â 


La  détermination  des  centres  de  courbure  ne  dépend  donc  que  des 
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points  J  et  J',  et  il  n'y  aura  rien  de  changé  si  Ton  change  la  base  et 
la  roulante  de  manière  que 

I        I 

-f =  const. 

b        r 

Cette  relation  homographique  est  identique  à  la  relation  (i);  mais 
elle  est  relative  à  la  droite  \y  au  lieu  de  la  droite  Is.  Il  s'ensuit  que 
le  centre  de  courbure  B  de  la  base  est  le  centre  de  courbure  de  la 
trajectoire  du  centre  de  courbure  R  de  la  roulante. 

Une  homographie  est  complètement  déterminée  par  trois  couples 
de  points.  Ici,  nous  connaissons  déjà  les  deux  couples  de  points 
doubles  confondus  en  I.  Si  l'on  connaît  de  plus  sur  la  droite  I^  un 
point  M  et  le  centre  de  courbure  C  de  sa  trajectoire,  ou  bien  l'un  des 
points  N  et  N',  on  sera  ramené,  pour  la  détermination  des  autres 
centres  de  courbure,  à  construire  le  point  qui  correspond  dans 
l'homographie  à  un  point  donné.  On  y  arrive  parfaitement  par  la 
méthode  des  deux  projections.  Supposons  d'abord  les  points  doubles 
séparés  1  et  K.  Par  l'un  d'eux  I,  je  mène  une  droite  1  «,  appelée  char- 
nière, et  d'un  point  quelconque  S  du  plan  je  projette  sur  \u  le 
deuxième  point  double  K,  en  K,  et  le  point  M  dont  on  connaît  l'homo- 
logue C,  en  M,.  MiC  rencontre  la  droite  SKjK  en  un  point  T  qui  est 
le  deuxième  centre  de  projection.  Pour  avoir  l'homologue  de  M',  pris 
sur  l5,  on  projette  de  S,  M'  sur  la  charnière  en  M',,  puis  de  T,  M',  en  C, 
sur  I  3. 

Dans  le  cas  actuel,  la  droite  SKK,  I  passe  au  point  I  et  la  construc- 
tion s'en  trouve  simplifiée. 

Si  l'on  part  du  point  à  l'infini  sur  \z  auquel  correspond  le  point  N, 
supposé  connu,  on  obtient  la  règle  des  deux  triangles  semblables  : 

Construire  deux  triangles  homolhéliques,  l'un  sur  MI,  l'autre  sur  IN 
(l  homologue  de  M).  La  droite  MT  (|ui  joint  les  troisièmes  sommets 
de  ces  deux  triangles  donne  sur  IM  le  centre  de  courbure  cherché. 

Rappelons  que  N  est  la  projection  de  J  sur  IM.  Il  suffit  donc  de 
connaître  le  point  J,  c'est-à-dire  l'un  des  deux  cercles  pour  pouvoir 
appliquer  cette  règle  fort  simple  à  tous  les  points  du  plan  mobile. 
Celte  méthode  est  plus  avantageuse  que  la  construction  classique  de 
Savary,  parce  que,  dans  bien  des  cas,  il  est  plus  facile  de  déterminer 
le  point  N  ou  le  point  J  que  les  centres  de  courbure  de  (  B  )  et  de  (R), 
sans  compter  que  la  constiuction  de  Savary  devient  illu>oire  si  le 
point  M  est  sur  Oy.  Par  exemple  on  trouve  immédiatement  le  cercle 
des  enveloppes  si  le  mouvement  est  défini  par  un  an^le  mobile  dont 
les  côtés  restent  tangents  à  deux  courbes  fixes,  ce  qui  comprend  le 
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cas  des  podaires.  Si  l'on  connaît  la  trajectoire  d'un  point  M,  la  règle 
des  deux  triangles  semblables  appliquée  en  sens  inverse  fera  connaître 
le  point  N  de  IM,  ce  qui  permet  d'appli(iuer  la  méthode  à  de  nom- 
breux cas  :  mouvement  défini  par  l'ensemble  d'une  droite  et  d'un  point 
connaissant  la  trajectoire  du  point  et  l'enveloppe  de  la  droite;  par  un 
vecteur  dont  on  connaît  les  trajectoires  des  extrémités,  courbes  en 
coordonnées  polaires,  courbes  transformées  de  celles-ci  en  multipliant 
l'angle  polaire  par  un  nombre  invariable,  ou  en  élevant  le  rajon  vecteur 
à  une  puissance  quelconque  positive  ou  négative,  entière  ou  fraction- 
naire, etc.  L'ellipse  est  l'antipodaire  de  son  cercle  princip;il  par 
rapport  à  l'un  de  ses  foyers.  En  lui  appliquant  la  construction  relative 
à  la  podaire  effectuée  en  sens  inverse,  on  retrouve  la  construction  du 
centre  de  courbure  enseignée  par  M.  d'Ocagne  dans  son  cours  de 
l'Ecole  Polytechnique,  et  qu'il  a  obtenue  par  des  moyens  tout  diffé- 
rents. 

On  peut  aller  plus  loin  :  Reprenons  les  méthodes  des  deux  projec- 
tions. Laissons  la  charnière  invariable  et  déplaçons  le  point  S  sur  la 
droite  IS.  La  construction  même  montre  que  T  est  relié  à  S  par  une 
relation  homographique  de  même  nature  que  celle  qui  relie  les 
points  M  et  C  : 

j^-   j^^const.^jij. 

Seulement,  la  constante  n'a  pas  la  valeur  qu'il  faut  pour  que  T  soit 
le  centre  de  courbure  de  la  trajectoire  de  S.  Cette  constante  dépend 
de  la  direction  de  la  charnière.  Si  l'on  veut  que  la  constante  ait  la 
valeur  convenable,  il  faut  que  le  point  U  qui  correspond  au  point  S 
rejeté  à  l'infini  soit  sur  le  cercle  des  enveloppes.  Alors,  les  propriétés 
les  plus  simples  des  angles  inscrits  montrent  que  la  charnière  doit 
faire  avec  Iz  le  même  angle  que  fait  IS  avec  l.r,  et  l'on  obtient  le 
tJiéorème  de  Bohillier. 

Si  la  droite  IS  se  confond  avec  1k,  et  si  l'on  se  rappelle  que  B  est 
le  cenlie  de  courbure  de  la  trajectoire  de  H,  on  pourra  prendre  pour 
centres  de  projections  B  à  la  place  de  S  et  H  à  la  place  de  T.  Alors  la 
charnière  devra  être  perpendiculaire  à  1-  et  l'on  retrouve  Ia  construc- 
tion de  Savary  qui  est  bien  un  cas  particulier  de  la  méthode  des 
deux  projections. 

La  règle  des  deux  projections  conduit  aussi  à  celte  généralisation 
du  théorème  de  Bobillier. 

Considérons  deux  plans  mobiles  P  et  P,  qui  se  déplacent  sur  un 
plan  fixe  de  manière  que  la  base  soit  la  même  pour  les  deux  mouve- 
ments.   Par  le   centre   instantané   de   rotation    1,  commun   aux  deux 
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mouvements,  menons  deux  droites  Iz  dans  le  plan  P,  et  Isj  dans  le 
plan  P,.  Les  droites  qui  joignent  deux  points  M  et  M,  de  ces  deux  droites 
et  les  centres  de  courbure  C  et  Ci  de  leurs  trajectoires  se  coupent  sur 
une  droite  passant  par  1  qui  reste  la  même  quand  M  se  déplace  sur  Is, 
et  M,  sur  Is,. 

M.  Bertrand  Gambier  :  Application  imaginaire  de  surfaces 
réelles. 

J'ai  montré  que  si  une  surface  réelle  S  n'admet  aucune  auto-appli- 
cation elle  recouvre  complètement  toute  surface  réelle  Si  de  même  ds"^^ 
ou,  si  Ton  préfère,  S,  recouvre  une  certaine  fraction,  non  nulle,  de  S 
ou  même  la  totalité  de  S  suivant  les  circonstances.  Au  contraire  pour 
que  deux  surfaces  réelles  applicables  S  et  Si  ne  se  correspondent, 
dans  toute  leur  étendue,  que  point  réel  pour  point  imaginaire,  il  est 
nécessaire  que  S  et  Si  aient  chacune  une  auto-application. 

Examinons  la  réciproque  :  une  surface  réelle,  donnée,  S  adniettanl 
une  auto-application,  existe-t-il  des  surfaces  S,  de  même  ds^  que  S, 
réelles,  ne  recouvrant  S  sur  aucune  étendue? 

La  réponse  est  aisée  à  faire  en  général  et  repose  sur  la  formation 
de  ce  que  j'apf)elle  ds^  réduit  et  régions  du  ds"^  réduit. 

Je  suppose  que  la  surface  n'a  pas  un  ds^  de  révolution  ou  à  cour- 
bure constante.  Lnaginons  par  exemple  une  quadrique  à  centre 

jr-         y-         -■- 

\-  ~  -\ I  =  o. 

a  o  c 

Si  nous  prenons  comme  variables  indépendantes ^  et  r,  le  ds-  s'exprime 
par  une  forme  quadratique  en  da:,  dy  dont  les  coefficients  sont  ration- 
nels en  .r  et  y  ;  les  auto-applicalions  de  la  surface,  groupant  les  points 
huit  par  huit  par  symétries,  tiennent  avec  cette  forme  du  ds^  à 
deux  causes  :  ^  est  une  fonction  à  deux  déleruiinations  dejc,y,  de 
sorte  que  la  surface  admet  une  auto-application,  symétrie  plane  orOj', 
qui  n'est  pas  mise  en  évidence  par  l'inspection  du  ds-;  d'autre  part, 
le  changement  de  ^  en  — x  ou  de  y  en  — y  ne  change  pas  le  ds'-; 
ceci  est  mis  en  évidence  par  l'inspection  du  ds*,  c'est  ce  que  j'appelle 
une  transformation  intrinsèque  du  ds^.  Je  peux  les  faire  disparaître 
en  prenant  pour  nouvelles  variables  X  =r  x-  et  ¥  =  >'•';  avec  ces 
nouvelles  variables  X,  Y,  il  n'y  a  plus  de  transformation  intrinsèque, 
les  auto-applications  résultent  toutes  de  ce  fait  (|ue  le  nouveau  ds-, 
dit  réduit,  étant  une  forme  quadrique  en  d\,  dY  à  coefficients 
uniformes,  les  coordonnées  x,  y,  z  sont  multiformes  en  X  et  Y;  le 
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système  (^,  /,  s)  admet  en  eiïel  huit  déterminations.  Le  ds^  est 


(i)  4^52=  dX^ 


I 


d\-^ 


I           c 

1 

I- 

X 

a 

Y 

"6 

ao 


X 


=  E(X,  Y)rfX2+2F(X,  \)d\d\  -^G{\,  \)dY'-. 

Or  imaginons  le  ds'^  (i)  donné  a  priori,  si  l'on  écrit  les  inégalités 

(2)  EG  — F2>o,     E>o,     G>o 

qui  reviennent  à  deux,  seulement  on  définit,  quels  que  soient  les 
signes  de  a,  b,  c,  donc  qu'il  s'agisse  d'ellipsoïdes  réels  ou  imaginaires, 
ou  d'Iiyperboloïdes,  trois  régions  et  trois  seulement  dans  le  plan  X,  Y 
sans  point  commun,  même  sur  leurs  frontières.  Or  on  démontre  aisé- 
ment que  dans  une  région  où  un  ds''^  est  une  forme  quadratique 
définie  positive  on  peut  obtenir  une  infinité  de  surfaces  réelles  ayant 
ce  ds^  et  cette  région  pour  image.  Bornons-nous  par  exemple  au 
cas  a>-6>c>>o,  ellipsoïde  réel  E;  alors  on  voit  que  la  région  i 
étant  celle  qui  correspond  à  E,  dans  la  région  2  on  obtient  un  point 
de  l'ellipsoïde  imaginaire  {x^  y  réels,  :;  imaginaire  pure).  Donc  les 
surfaces  E2  ou  E3,  réelles,  correspondant  aux  régions  2  et  3,  ont 
même  rf.9^  que  l'ellipsoïde  E  et  à  un  point  réel  arbitraire  de  E2  ou  E3 
correspond  un  point  imaginaire  de  E;  de  même  E2  et  E3  ne  peuvent 
se  recouvrir  sur  aucune  étendue. 

Cette  méthode  se  généralisera  pour  un  ds^  quelconque 

E  du^  -H  2  F  du  dv->r-G  dv^  ; 

s'il  existe  des  transformations  intrinsèques,  c'est-à-dire  une  substitu- 
tion 


(3) 
entraînant 


th=f{ii,  v), 


{u,  f) 


(4)  E{iti,  i>i)  du\-^  7.F{Ui,  i>i)duidvi-^  G{Ui,  Vi)  dv\ 

^  E(m,  f  )  du^  -h  iF{u,  v)  dudv  ->r  (j{u,  v)  dv^, 

on  peut,  sauf  dans  le  cas  des  ds^  de  révolution  ou  à  courbure  cons- 
tante, la  supprimer  par  un  changement  de  variables  convenables.  On 
arrive  donc  à  un  ds-  réduit^  avec  changement  de  notation, 


(5) 


ds'^=  E(X,  \)dX-^  +  i¥{\,  Y)<fXtfY  +  G(X,  \)d\*, 
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tel  qu'à  tout  point  réel  d'une  surface  réelle  ayant  ce  r/.s*  correspond 

un  seul  système  (X,  Y),  X  et  Y   étant  donc   réels,  et  qu'aux   points 

correspondants  dans   l'application  de  deux  surfaces  (ou   d'une  seule 

surface  auto-applicable)  les  valeurs  de  X  et  Y  soient  les  mêmes.  Alors 

les  inégalités 

EG  — F2>o,     E>o,     G>o 

définissent  soit  une,  soit  plusieurs  régions;  deux  surfaces  représen- 
tatives de  deux  régions  distinctes  ne  peuvent  se  recouvrir.  Les  fron- 
tières des  régions  correspondent  à  des  courbes  remarquables  sur  les 
surfaces  représentatives,  caractérisées  par  certaines  propriétés /?e/ma- 
nentes  (lignes  d'arrêt,  ou  courbes  invariantes  dans  une  auto-applica- 
tion, etc.). 

On  remarquera  que  si  F  n'est  pas  nul,  le  ds'^  nouveau 

Y6)  (;52=E(X,  Y;rfX2— 2F(X,  Y)  ^/XrfY -+- G(X,  Y)  rfY^ 

définit,  s'il  est  réduit,  les  mêmes  régions  que  (5);  s'il  n'est  pas  réduit, 
il  en  définit  au  moins  autant. 

Sur  une  surface  donnée  on  peut  réaliser  le  ds'^  réduit  d'une  infinité 
de  façons,  par  substitution  biuiiivoque  sur  X  et  Y;  mais  tous  les  ds- 
réduits  sont  équivalents  pour  l'étude  de  lu  surface. 

Four  ce  qui  concerne  deux  surfaces  réelles  représentatives  d'une 
même  région,  la  question  est  plus  délicate.  .l'ai  donné  des  exemples 
où  même  dans  une  seule  et  unique  région  on  peut  obtenir  des  surfaces, 
en  nombre  limité  ou  même  infini,  ne  pouvant  se  recouvrir. 


SÉANCE    DU    2G    JANVIER    1021. 

PRÉSIDENCK    DE    M.    BOULANGER. 

M.  le  Président  adresse  un  dernier  hommage  à  la  mémoire  de 
M.  Georges  Humbert,  ancien  président  de  la  Société,  décédé  le 
22  janvier. 

Conférence  de  iNI.  Bertrand  de  Foiitviolant,  sur  les  Méthodes 
modernes  de  la  Résistance  des  Matériaux. 


26  — 


SEANCE     DU    9    FÉVUIER    1921. 

PRÉSIDENCE    DE    M.    BOULANGER. 

Deu?^ième    Conférence   de    M.    Bertrand    de    Fonlviolanl   sur  les 
Méthodes  modernes  de  la  Résistance  des  Matériaux. 


SÉANCE    DU    23    FÉVRIER    1921. 

PRÉSIDENCE   DE   M.    BOULANGER. 

Élections  : 

Sont  élus  à  l'unanimité  membres  de  la  Société  :  MM.  Jacques  et 
Onicescu,  présentés  par  MM.  Sartre  et  Flamant;  M.  Cairns,  présenté 
par  MM.  Hadamard  et  Boulanger. 

Communications  : 

M.  Traynard  (présenté  par  M.  Maluski)  :  Sur  le  nombre  des 
droites  tracées  sur  une  surface  du  quatrième  degré. 

J'ai  étudié  dans  ma  Thèse  (')  une  surface  hyperelliptique  du  qua- 
trième degré  sur  laquelle  32  droites  sont  tracées.  Ces  droites  sont 
partagées  en  deux  ensembles  de  i6  droites,  chaque  droite  rencon- 
trant 10  droites  de  l'autre  ensemble,  et  j'en  ai  donné  la  représentation 
symbolique  par  les  caractères  à  deux  chifires  introduits  par  G.  llum- 
bert. 

Je  me  propose  de  démontrer  ici  que  cette  surface  ne  peut  contenir 
une  trente-troisième  droite  sans  se  décomposer.  Je  rappelle,  en  ren- 
voyant à  ma  Thèse  pour  les  détails,  qu'il  existe  des  groupes  de 
8  droites  et  des  groupes  de  6  droites  et  une  conique,  intersections 
complètes  de  la  surface  avec  une  quadrique. 

Je  considère  un  groupe  de  8  droites  :  une  droite  A  tracée  sur  la 
surface  le  rencontre  en  deux  points  situés  soit  sur  deux  génératrices 

(')  Thèses  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris,  1907,  et  Annales  de  l'h'cole 
Normale  supérieure,  1907. 
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d'ensemble  difTérenl^  soit  sur  deux  génératrices  du  même  ensemble. 
Elcartant  d'abord  la  première  hypothèse  je  suppose  que,  le  groupe  de 
8  droites  étant 

II'     22'    33'    44'    (m')    {il")    (33')    (44'), 

les  deux  droites  rencontrées  par  A  sont  33'  et  44'  par  exemple.  Dans 
le  groupe  suivant, 

II'    22'    34'    43'    (II')    (22')    (34'j    (43'), 

A  ne  peut  rencontrer  que  deux  des  droites  34',  43',  (34'),  (43')  «lui 
doivent  être  associées  en  couples  du  même  ensemble  par  suite  de 
Ihjpothèse  initiale.  Deux  cas  sont  alors  à  distinguer  : 

1°  A  rencontre  33',  44',  34',  43'.  Mais  il  existe  une  quadiique 

33'    44'    34'    43'    (n')    (22')    (12')    (21'), 

dont  A  est  alors  une  génératrice.  Cette  quadrique  coupant  la  surface 
du  quatrième  degré  suivant  9  droites,  celle-ci  se  décompose. 

2°  A  rencontre  33',  44',  (34'),  (43').  Elle  ne  peut,  par  suite  de 
l'hypothèse  initiale,  rencontrer  aucune  droite  qui  coupe  (34')  ou  (43'); 
or,  les  seules  droites  dans  ce  cas  sont  33'  et  44'j  de  même  elle  ne  peut 
rencontrer  d'autre  droite  du  second  ensemble  que  (34)  et  (43').  Or 
il  existe  par  exemple  la  quadrique 

12'    23'    34'    4>'    (12')    (23')    (34')    (4i'), 

qui  ne  serait  rencontrée  qu'en  un  point.  Celte  disposition  n'est  donc 
pas  admissible. 

Je  suppose  maintenant  que  A  rencontre  une  droite  de  chaque 
ensemble.  Autrement  dit,  l'intersection  de  la  surface  par  un  cer- 
tain plan  de  2  droites  se  décompose  en  4  droites.  Soit  par 
exemple  le  plan  44',  (4V)>  q"'  coupe  en  outre  la  surface  suivant  les 
droites  A  et  B.  [^'ensemble  de  ces  deux  droites  est  rencontré  par 
toutes  celles  des  3.<  droites  qui  ne  rencontrent  ni  44'  "'  (44);  ce 
sont 

14'    M'    34'     il'    42'    43'    (14')    (-^4')    (34')    (il')    {\>')    (Î3'). 

Or  il  existe  les  deux  quadri«|iies 

if    2^    34'    (il')    (42')    (43'), 
41'    l^-x     43'    (14')    (î4')    (34'), 
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qui  coupent  en  outre  la  surface  suivant  la  conique  du  plan  44'>  (44')- 
La   droite  A,  par  exemple,  rencontre  nécessairement  deux  des  trois 
droites  i/J',  2^',  34',  car  si  elle  n'en  rencontre  que  une  ou  zéro,  B  ren- 
contre les  autres  et  le  raisonnement  qui  va  suivre  s'applique  à  B. 
Soit  donc  A  rencontrant  i(\  et  34'.  11  existe  la  quadrique 

24'    34'    44'    («i')    (12')    (i3'), 

qui  est  rencontrée  par  A  en  trois  points;  d'ailleurs,  celte  quadrique 
coupe  en  oulre  la  surface  suivant  la  conique  du  plan  i4',  (i4')  i  ^l'e  la 
coupe  donc  suivant  7  droites  et  une  conique  et  la  surface  se  décom- 
pose. 

Le  résultat  annoncé  est  ainsi  démontré  :  La  surface  hypertUip- 
lique  du  quatrième  degré  à  32  droites  ne  peut  contenir  une  trente- 
troisième  droite  sans  se  décomposer. 

En  lui-même  ce  fait  n'aurait  qu'un  intérêt  accessoire,  mais  il  me 
paraît  faire  prévoir  la  proposition  suivante,  qui  a  plus  d'impor- 
tance : 

Le  nombre  maximum  des  droites  tracées  sur  une  surface  du 
quatrième  degré  est  32. 

Dire  qu'une  droite  est  tracée  sur  une  surface  du  quatrième  degré, 
c'est  imposer  à  celte  surface  une  condition;  d'autre  part,  la  surface 
du  quatrième  degré  dépend  de  34  paramètres;  déduction  faile 
des  i5  paramètres  de  la  transformation  liomographique,  il  resle 
19  paramètres  vrais;  mais  la  surface  hyperelliplique  à  32  droites  con- 
serve 3  paramètres,  ce  qui  montre  que  l'existence  des  32  droites 
correspond  à  16  conditions;  on  vient  de  voir  qu'il  est  impossible  de 
particulariser  les  3  paramètres  restants  de  façon  que  la  surface 
contienne  des  droites  supplémentaires.  Il  ne  paraît  pas  probable 
qu'une  autre  disposition  de  droites  puisse  conduire  à  une  économie 
de  paramètres  supérieure  à  celle  que  réalise  la  surface  que  j'ai  étudiée 
et  par  suite  à  un  nombre  de  droites  supérieur;  mais  je  n'ai  pu  par- 
venir à  une  démonstration  de  ce  maximum. 

M.  Iladamard  :  Sur  la  comparaison  des  problèmes  aux  limites 
pour  tes  deux  principaux  types  d'équations  aux  dérivées  par- 
tielles. 

On  sait  que  l'étude  des  conditions  aux  limites  propres  à  déterminer 
une   solution   u   d'une   équation    linéaire   aux   dérivées   paitielles    du 
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second  ordre  conduit  à  des  résultats  tout  différents,  suivant  que 
l'équation  est  elliptique  ou  hyperbolique. 

Y  a-t-il  cependant  des  problèmes  aux  limites  que  Ton  puisse  trans- 
poser tels  quels  d'un  cas  à  l'autre? 

La  question  se  pose,  par  exemple,  pour  le  cas  d'une  courbe  fermée  G 
(telle  qu'une  circonférence)  dans  le  plan.  S'il  s'agit  de  l'équation 
(elliptique) 

dx'^        dy-  ' 

M  peut  être  déterminé  par  ses  valeurs  le  long  de  G. 

Peut-on  de  même  déterminer  par  ses  valeurs  le  long  de  G  une  solu- 
tion de  l'équation  hyperbolique 

=  G  : 

ox  ôy 

La  réponse  est  négative  (').  On  l'obtient  immédiatement  si  G  est 
un  cercle,  chaque  rectangle  inscrit  a|3yô  parallèle  aux  axes  donnant 
une  condition  de  possibilité  ««-l-  «y=  u^-\-  «g. 

Lorsque  G  est  une  ellipse,  elle  se  présente  de  même  ou  sous  une 
forme  un  peu  dilférente,  suivant  qu'un  certain  argument  h  est  com- 
mensurabie  ou  incommensurable  avec  %.  Dans  le  second  cas,  on  a  des 
conditions  de  possibilité  de  nature  infinitaire,  consistant,  non  en  ce 
que  certaines  quantités  doivent  s'annuler,  mais  en  ce  qu'une  certaine 
suite  de  coefficients  du  développement  ti  igonométrique  de  u  sur  G 
doit  tendre  vers  zéro  avec  une  rapidité  minima  assignable  à  l'avatice. 

M.  A.  Buhl  :  Sur  les  volumes  engendrés  par  la  rotation  d'un 
contour  sphérùjue, 

1.  La  question  du  volume  engendré  par  un  contour  Sj)hérique  en 
rotation  autour  d'un  axe  quelconque  paraît  être  en  relation  avec 
d'autres  questions  géométriques  et  pouvoir  donner  ainsi  d'assez  abon- 
dants développements. 

Tout  d'abord  il  faut  rappeler  une  fois  de  plus  {[n'elle  rentre,  comme 
cas  très  particulier,  dans  les  résultats  généraux  de  M.  G.  Kœnigs, 
relatifs  au    mouvement  quelconque  d'un  conlour  ïtvmè.  {^Journal  de 

(';  l.cs  vraies  données  propres  à  déleniiiner  u  s'obtiennent  (C  éljint,  par 
exemple,  supposée  convexe  )  en  considérant  les  quatre  arcs  en  lesquels  C  est 
divisée  par  les  points  de  contacl  de  ses  tangentes  parallèles  aux  axes  et  se  don- 
nant M  sur  le  premier  et  le  troisième  arc,  les  données  de  Cauchy  sur  le  deuxième 
et  rien  sur  le  (juatrièmc.  C'est  celte  remarque,  indiquée  par  M.  Picard  en  1907 
dans  ses  Leçons  à  la  Surbonne,  ijui  m'a  sujjgéré  la  présente  liomriiunication. 
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Mathématiques,  iSSg).  Elle  est  aussi  en  relation  avec  les  aires  sphéro- 
coniques  de  M.  G.  Humbert,  aires  déterminées  sur  une  sphère  par  un 
cône  qui  la  transperce  (cf.  Géométrie  et  Analyse  des  intégrales 
doubles,  Gauthier- Villars  et  G'*,  1920). 

Bien  que  ces  analogies  constituent,  à  mon  avis,  le  plus  grand  intérêt 
de  la  question,  je  nie  propose  ici  de  réduire  celle-ci  à  elle-inème. 
Gomment  pourrait-on,  de  manière  directe  et  aussi  simple  que  pos- 
sible, évaluer  le  volume  en  litige?  Le  théorème  suivant,  s'il  n'est  pas 
le  plus  simple,  est,  à  coup  sûr,  peu  compliqué. 

Quand  un  contour  fermé,  G,  tracé  sur  une  sphère  S  de  centre  0 
tourne  autour  d'un  axe  quelconque  AB  situé  à  une  distance  p  de  O, 
ce  contour  engendre  un  volume  produit  de  deux  facteurs  qui  sont  : 
1°  le  chemin  circulaire  9.r.p  décrit  par  G;  2°  i airs  plane  contenue 
dans  la  projection  du  contour  G  sur  le  plan  OAB. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  je  puis  supposer  que  O  est  l'origine 
de  trois  axes  rectangulaires  par  rapport  auxquels  la  droite  AB  a  pour 

équations 

ar  =  —  p,         z  —■  o. 

Soit  un  point  M  de  la  sphère  S  en  lequel  nous  considérerons  l'élé- 
ment d'aire  da  \  soient  aussi  \,  [i,  v  les  cosinus  directeurs  de  OM. 
Soit  encore  ô  la  plus  courte  dislance  de  OM  et  de  AB. 

Les  cosinus  directeurs  de  ô  sont 


La  normale  au  plan   contenant  ô  et  AB  a,  de  même,  pour  cosinus 

directeurs 

X  V 

1        o,         -^:z=z=i 

y/X^-HV-'  v/>.''-t-v2 

Dès  lors,  l'élément  da  pouvant  être  considéré  comme  plan,  le 
volume  coronnal  élémentaire  d\'  qu'il  engendre  en  tournant  autour 
de  AB  peut  être  évalué  par  le  théorème  de  M.  G.  Kœnigs  relatif  aux 
aires  planes  tournant  autour  d'axes  quelconques,  théorème  que  l'on 
trouvera  dans  les  publications  précitées  et  d'api  es  lequel  c^V  doit  être 
égal  au  produit  de  2Trô  par  la  projection  de  da  sur  le  plan  ôAB.  Donc 

dW  ^  a;î8/X2  4-vWa. 

D'autre  part,  pour  la  plus  courte  distance  ô,  on  a  immédiatement 

v/X»-+-vî 
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Donc 

rfV  =  2  t:  pv  d-s. 

Ceci,  pour  l'élément  dç^  démontre  le  théorème  énoncé  d'abord, 
puisque  vda  est  la  projection  de  du  sur  le  plan  OAB.  Et  si  le  théo- 
rème est  vrai  pour  da,  il  est  vrai  pour  une  aire  sphérique  finie. 

Tout  compte  fait,  ce  théorème  est  bien  élémentaire  et,  quoique  mes 
recherches  bibliographiques  ne  me  l'aient  point  fait  rencontrer  ail- 
leurs, je  ne  sais  si  je  puis  le  considérer  comme  vraiment  original. 
Mais  ce  qui  doit,  malgré  tout,  avoir  quelque  intérêt,  c'est  précisément 
la  facilité  avec  laquelle  on  passe  du  théorème  de  M.  Koenigs  relatif  à 
l'aire  plane  au  théorètne  relatif  à  Taire  sphérique.  Il  me  semble  bien 
que  cette  analogie  n'a  pas  été  signalée  jusqu'ici. 

2.  De  telles  cotisidérations  fourmillent  d'ailleurs  d'analogies  de 
formes  diverses.  Bornons-nous  à  rappeler  la  suivante. 

Soit  une  sphère  S'  ayant  pour  diamètre  le  rayon  O:;  de  S  si  ;;  est  le 
point  où  0-3  coupe  S. 

On  démontre  facilement  que  la  nappe  conique  ayant  O  pour 
sommet  et  le  contour  G  (tracé  sur  S)  pour  directrice  détermine 
sur  S' une  aire  sphérique  égale  à  l'aire  plane  enfermée  dans  la  projec- 
tion de  G  sur  le  plan  OAB. 

On  peut  donc,  à  volonté,  dans  l'évaluation  du  volume  tournant  di'i 
à  un  contour  sphérique,  faire  intervenir  le  produit  de  •>,  tio  soit  par 
une  aire  plane,  soit  par  une  aire  sphérique. 

Enfin  comme  conséquence  du  théorème  de  M.  Kœnigs  et  des 
résultats  précédents  on  peut  encore  parvenir  à  cet  élégant  énoncé: 

Soit  un  contour  fermé  plan  F  enfermant  une  aire  de  centre 
de  g  rai' i  té  G.  Soit  un  axe  AB  du  même  plan  ne  coupant  pas  F. 
Soit  r  le  cylindre  droit  admettant  F"  comme  section  droite.  Toutes 
les  sections  droites  de  F  et  toutes  ses  sections  sphériques  de  centre  G 
sont  des  contours  qui.,  par  rotation  autour  de  AB,  donnent  des 
volumes  tournants  équivalents. 

M.  Lebesgue  :  Sur  les  constructions  possibles  avec  le  compas  seul 
en  géométrie  spJiériiiue. 

.SÉANCE   DU  y   MARS    1921. 

l'KÉSIDENCE    I)K    M.    BOILANGKR. 

Election  : 

Est  élu  à  ruiiaiiiriiité  membre  de  la  Société  :  M.  A\ell  Egnell, 
présenté  par  MM.  Guichard  et  Lebesgue. 
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Communication  : 

M.  S.  Bays  :  Sur  le  problème  des  triples  de  Sleiner  et  sa  généra- 
lisation. 

1.   Le  problème  des  triples  ou  triades  de  Sleiner  est  connu  : 

Pour  quel  nombre  d'éléments  N  peut-on  trouver  un  système  de 
triples  {combinaisons  3  à  3)  contenant  une  fois  et  une  seule  fois 
chaque  couple  de  ces  éléments?  Pour  un  N  donnée  combien  y  a-t-il 
de  systèmes  diffékents,  c'est-à-dire  de  systèmes  qui  ne  proviennent 
pas  l'un  de  l'autre  par  une  permutation  des  N  éléments? 

Les  derniers  résultats  dans  le  problème  sous  sa  forme  générale  ont 
été  obtenus  par  H.  White,  F.  Cole  et  L.Cunimings  (').  Ils  ont  obtenu 
entre  autres  les  systèmes  de  triples  de  Steiner  diflerents  pour  N=ri5; 
leur  nombre  est  8o. 

Je  ne  me  suis  occupé  moi-même  que  d'une  classe  particulière  de 
solutions  du  problème  {^)  :  les  systèmes  de  triples  cycliques  pour 
N  =  6«  +  1  éléments.  Un  système  de  triples  de  Sleiner  des  6/t-+-i  élé- 

r  /•  .  N(N  —  l)  ,„ 

ments  o,  j ,  2,  .  .  . ,  b/i,  est  cyclique  lorsque  ses  — —r =zn{pn-\-\) 

triples  sont  répartis  en  n  séries  cycliques  de  la  forme  (*) 

a  -+-  ar,     b  -^  X,     c  +  X        (a?  =  o,  i,  •>,...,  Gn). 

J'ai  actuellement  un  résultat  général  :   pour  N  =r  6/i -4- i ,  premier, 

(2"-n 
un  système  de  caractéristiques  (^)  «fe7erm<«a/î^  sans  autre    (*) 

systèmes  cycliques  de  Sleiner  différents^  et  un  procédé  permettant 
d'obtenir  pour  les  premières  valeurs  de  N  =  6«  -4-  i .  premier  ou  puis- 
sance  de   nombre  premier,   tous  les  systèmes  cycliques  de  Steiner 


(')  F.-N.  CoLK,  Transactions  of  tlie  Amer.  Matheni.  Society,  vol.  XIV,  >9i3, 
n"  1,  p.  I.  —  H. -S.  White,  Jbid.,  inêiiic  numéro,  p.  6.  —  S.-D.  Cumminus,  Ibid., 
vol.  XV,  1914,  n-  3,  p.  3ii.  —  H. 'White,  vol.  XVI,  i()i5,  n»  1,  p.  14.  —  F-  Cole, 
L.  CuMMiNGS  et  H.  White,  Proceedings  of  the  National  Academy  of  Sciences, 
vol.  II,  1916,  p.  197. 

(-)  Kof>  deux  Notes  des  Comptes  rendus,  t.  1G5,  1917,  p.  543;  l.  171,  1920, 
p.  i363. 

(')  a,  b,  c  sont  trois  des  noniibres  o,  i,  2,  ...,  6m.  Par  chaque  nombre  a-hx, 
b  -h  X,  c  -h  X,  j'entends  son  plus  petit  reste  positif  (  mod  N  ). 

C)  En  entendant   par  ces  crochets  le  premier  entier  qui  dépasse  ou  est  égal 
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différents.  J'ai  effectué  jusqu'ici  celte  recherche  pour  N^r^,  i3,  19, 
(a5),  3i,  87,  43)  'es  nombres  correspondants  des  systèmes  cycliques 
de  triples  différents  sont  i,  i,  /j.  (12),  80,  820,  9880.  L'intérêt  d'ail- 
leurs est  moins  maintenant  dans  ces  nombres  que  dans  la  manière 
dont  se  répartissent  ces  systèmes  cycliques  différents,  pour  chaque  N, 
et  les  groupes  qu'ils  possèdent;  répartition  et  groupes  qui  dépendent 
entièrement  de  la  constitution  de  certains  systèmes  de  caractéris- 
tiques fondamentaux  désignés  par  S".  Chaque  système  S"  détermine 
une  famille  de  systèmes  cycliques  de  triples  différents  à  symétrie 
propre.  C'est  maintenant  une  loi  de  formation  de  ces  systèmes  S"qu'il 
s'agit  d'obtenir. 

2.  Il  y  a  intérêt  à  généraliser  le  problème  des  triples  de  Sleiner,  ne 
serait-ce  que  pour  aider  à  sa  résolution.  La  question  de  la  constitu- 
tion de  certains  systèmes  S'  pour  N  =;:  43,  par  evemple,  dépend  de 
systèmes  de  quadruples  cycliques,  et  même  pour  l'un  d'eux  d'un  sys- 
tème de  septuples  cyclique. 

Le  problème  des  quadruples  est  naturellement  celui-ci  : 

Pour  quel  nombre  d'éléments  N  peut- on  trouver  un  système  de 
quadruples  {combinaisons  4  à  4),  i^l  «7"^  chaque  triple  de  ces 
éléments  entre  une  fois  kt  une  seule  fois  dans  un  quadruple  ? 

Pour  qu'un  système  de  triples  existe  pour  N  éléments,  la  condition 
nécessaire  est  l'intégrité  de 

N  -I        N(N-i) 
(i)  »     5 —  ' 

■1  2.3 

ce  qui  exige  N  de  la  forme  6 // -t-  i  ou  6ai -i- 3.  D'autre  part,  pour 
chatjue  N  de  la  forme  6« -f-  i  et  6n-\-3,  il  existe  des  systèmes  de 
triples  de  Steiner. 

Pour  qu'un  système  de  quadruples  existe  pour  N  éléments,  la 
condition  nécessaire  est  l'intégrité  de 

N_>,       (i\-i)(N-2)        \(N  — i)rN  — 2.) 
(2)  >       :; »      :r~' 

Les  deux  premières  conditions  (  2  )  reviennent  aux  conditions  (1), 
en  substituant  dans  celles-ci  N  — 1  à  N.  Klles  exigent  donc  N  =  6«-f-i 
ou  Ç>n-\-t[.  La  iroisième  condition  (•>. )  n'introduit  pas  ici  une  nou- 
velle restriction. 

Kxisle-t-il    maintenant  des   systèmes  de   quadruples    pour  chaque 

S.  .M.  —  Comptes  rendus.  3 
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N  zn  6n  +  2  et  6/i  +  4?  Je  réponds  par  un  système  pour  les  deux  pre- 
mières valeurs  de  N. 

N  ^  8,  forme  6n  -h  2.  —  Soient  les   éléments  o,  i,  2,  .  . . ,  7.   Un 
système  de  quadruples  est 
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Ce  système  n'est  pas  cyclique;  il  ne  possède  que  le  sous-groupe 
[(.2V,  \  -\-  x)'^]  du  groupe  cyclique  [{x,  1  -\-  x)].  Pour  ce  cas  IN  =:  8,  il 
n'existe  aucun  système  de  quadruples  cyclique. 

^^10, forme  6/14-4-  —  Soient  les  éléments  o,  1,2,  ...,9.  11 
existe  pour  N  =  10  un  seul  système  de  quadruples  cyclique,  celui  qui 
est  déterminé  par  les  trois  quadruples  suivants  (')  : 

oi34        0126        0247 

3.  Le  problème  des  quintuples  est  : 

Pour  quel  nombre  d'éléments  N  peut-on  trouver  un  système  de 
quintuples,  tel  que  chaque  quadruple  de  ces  éléments  entre  une 
FOIS  ET  UNE  SEULE  FOIS  dans  Un  quintuple? 

Pour  qu'un  système  de  quintuples  existe  pour  N  éléments,  la  con- 
dition nécessaire  est  l'intégrité  de 


(3) 


N  — 3       (N  — 2)(N  — 3-)       (N  — i)(N-2)(N-3) 

>      5 '      Ty — ; 1 

2  2.3  2.3.4 

N(N  — i)(N  — 2)(N  — 3) 

2.3.4.5 


Les  trois  premières  conditions  (3)  reviennent  aux  conditions  (2  ), 
en  substituant  dans  celles-ci  IN  —  1  à  ]\.  Elles  exigent  donc  N=:6«-l-  3 
ou  Ç>n  4-5.  Ici  la  quatrième  condition  apporte  aux  deux  formes  une 
restriction;  n  ne  doit  pas  être  de  la  forme  5a:  4- 1  dans  6/J4-3, 
et  ^x  4-  4  dans  6/i  4-  5. 

Existe-t-il  maintenant  des  systèmes  de  quintuples  pour  chacune 
des  formes  permises?  Pour  la  première  valeur  N  =:  1  i ,  voici  un  sys- 
tème de  quintuples  cyclique,  contenant  donc  les   33o  quadruples  de 

(')  Formé  donc  des  3o  quadruples  découlant  de  ces  trois  pren)iers  par  la  sub- 
stitution cyclique  (o,  i,  2,  ...,  9). 


—  3.S  - 
1 1  éléments  (*  )  : 

oiv>.  35       012  ()  9       01278       01347       oi3t)8       01579 

Il  en  existe  un  second  : 

01239   01247   OI256   01348   01357   «'469 

nnais  il  est  équivalent  au  premier  et  s'en  déduit  par  la  permuta- 
tion \x,  N — ^|,  de  sorte  que  probablement  existe  pour  les  quin- 
tuples le  même  théorème  que  pour  les  triples  : 

Les  systèmes  cycUfjues  de  quintuples  vont  par  couples  de  sys- 
tèmes équivalents,  sans  quintuples  communs,  déductibles  l'un  de 
l'autre  par  la  substitution  \x,  N  —  x\  (^). 

En  terminant,  la  question  suivante  a  peut-être  déjà  quelque  inlérêl. 
Pour  l'existence  d'un  système  de  n -uples  de  N  éléments,  la  condition 
nécessaire  est  l'intégrité  de 

[N-(/i-2)]          (N-(n-3)]fN-(/i-2)] 
,      _ ,      .  •  •, 

2  2.3 

IN(N  — 0...[N-(n-3)][N  -(n-2)] 

2  .  3  ...  Al 

Existera-t-il  indéfiniment  des  nombres  N  satisfaisant  à  cet 
ensemble  de  conditions,  ou  viendra-t-il  un  n  à  partir  duquel  le 
problème  n'est  plus  possible  pour  aucun  N  ? 

M.  Pomey:  Sur  un  problème  de  probabilités  posé  par  la  conduite 
d'appareils  téléphoniques  automatiques. 

Le  calcul  de  ces  probabilités  trouve  un  nouveau  champ  d'applica- 
tion dans  le  calcul  du  nombre  des  organes  de  mise  en  communication 
qui  sont  nécessaires  à  un  commutateur  téléphonique  destiné  à  un 
réseau  dans  lequel  des  éludes  de  statistique  ont  fait  ressortir  l'activité 
à  prévoir  pour  le  trafic.  La  question  est  d'importance  pour  les  com- 
mutateurs automatiques. 

Hécemment,  pour  le  bureau  de  Fleurus  à  Paris,  l'Administration  a 
demandé  des  propositions  à  des  constructeurs  pour  des  organes  répar- 


(')  Ko  n'écrivant  de  nouveau  que  les  quintuples  de  lélc  des  sories  cycliques 
fournies  par  la  substitution  (0,  i,  3,  . . .,  9,  o'). 

(')  Ce  théorème  pour  les  tripirs  a  été  reiiian|uc  par  11.  \N  liitr  (travail  citf 
plus  haut,  igiB)  jxiur  le  cas  parlifulicr  du  système  cyclitiue  de  triples  de  i3  élé- 
ments. Je  l'ai  établi  d'une  manière  générale. 
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titeurs  automatiques  d'appels.  Le  problème  avait  été  ainsi  posé.  Le 
bureau  doit  desservir  6000  abonnés;  chacun  appelle  un  nombre  de 
fois  égal  en  moyenne  à  f ,  80  par  heure,  la  durée  moyenne  de  la  con- 
versation est  de  2,25  minutes.  L'un  des  constructeurs  a  proposé  des 
organes  conçus  à  peu  près  comme  suit  :  d'un  côté,  se  trouvent  les 
abonnés  appelants  ;  chacun  se  trouve  représenté  par  un  plot  où  sa 
ligne  aboutit  et,  dès  qu'il  décroche  son  téléphone,  un  chercheur  se 
met,  au  bureau  central,  immédiatement  en  mouvement  pour  prendre 
contact  successivement  avec  les  divers  plots,  et  la  construction  est 
telle  qu'il  s'arrête  sur  la  ligne  appelante. 

Le  chercheur  est  lui-même  relié  en  permanence  à  un  autre  cher- 
cheur qui  s'inquiète  de  trouver  à  son  associé  un  cordon  avec  une  fiche 
disponible.  Un  cordon  avec  fiche  s'appelle  un  monocorde.  Le  second 
chercheur  dont  je  viens  de  parler  est  aussi  un  organe  automatique 
qui  tâte  les  divers  plots  où  sont  raccordés  les  monocordes  et  qui  s'ar- 
rête dès  qu'il  a  trouvé  un  monocorde  disponible.  Alors  un  télépho- 
niste intervient  et  achève  la  communication.  Le  bureau  téléphonique 
de  Fleurus  ne  sera  donc  pas  un  automatique.  Mais  il  y  aura  une  répar- 
tition automatique  des  appels  entre  les  diverses  opératrices  du 
bureau. 

Voici  alors  la  combinaison  adoptée  : 

Un  chercheur  double  comprend  un  chercheur  0,C  qui  tourne 
autour  de  0,  et  qui  tàte  les  plots  1,  2,  3,  ...  el  50.  L'abonné  n"  3  est 
par  exemple  rattaché  au  plot  3;  mais  comme  le  chercheur  O,  C  peut 
déjà  avoir  été  mis  en  mouvement  par  une  autre  demande,  la  ligne  de 
l'abonné  n°  3  aboutit  non  seulement  au  plot  3  du  chercheur 
double  OiO'j,  mais  encore  aux  plots  n°  3  de  11  chercheurs  sem- 
blables. C'est  ce  qu'on  appelle  un  niultiplage.  Par  le  fait,  à  un 
groupe  de  5o  abonnés  correspondront  5o  x  1 1  =  55o  plots.  Passons  à 
l'autre  bout  du  chercheur  double. 

Le  chercheur  double  0)0',  comprend  un  chercheur  de  moiio- 
fcordes  O',  C.  Si  le  plot  1'  est  libre,  l'abonné  ti"  3  sera  relié  par  0,0', 
et  1'  à  un  premier  monocorde  qui  servira  à  l'établissement  de  la  com- 
munication. Mais  il  se  peut  que  ce  monocorde  soit  occupé.  Le  cher- 
cheur continuera  donc  sa  marche  jusqu'à  ce  qu'il  en  rencontre  un 
disponible. 

Or  l'expérience  (ou  le  calcul  des  probabilités)  a  montré  que,  pour 
desservir  5o  abonnés  de  façon  à  ne  perdre  qu'un  appel  sur  1000,  il 
fallait  II  chercheurs  doubles  et  l'expérience  (un  le  calcul  des  proba- 
bilités) a  montré  de  même  que,  si  l'on  a  5o  monocordes  à  sa  disposi- 
tion, on  peut  desservir  46o  abonnés  avec  la  même  chance  de  ne  perdre 
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qu'un  appel  sur  looo.  Ces  nombres  se  rapportent  à  l'activité  du  trafic 
qui  a  été  donnée  (i,8o  appel  à  l'heure;  .i,?.5  minutes  de  durée  de 
conversation).  Ofi  est  ainsi  amené  à  répéter  9  fois  le  groupe  des  onze 
chercheurs  doubles,  de  façon  à  avoir  5oX9=z45o  (nombre  voisin 
de  460)  abonnés  pour  les  5o  monocordes  auxquels  aboutissent  les 
appels. 


5o  monocordes. 


0', 
O', 


-0, 

-O, 


)()  aijonnes. 


5i)  autres  abonnés. 
II. 


45o  abonnés. 


..     III,  etc. 


5()  autres  abonnés. 
I.\. 


I,  II,  III,  etc.  et  IX  forment  neuf  groupes  identiques,  composés 
chacun  de  11  chercheurs  doubles. 

Chaque  chercheur  double  cherche  à  droite  enire  5o  abonnés  et 
à  gauche  entre  5o  monocordes.  Chaque  chercheur  double  se  met  en 
marche  à  tour  de  rôle. 

Du  côté  des  abonnés,  nous  avons  ce  qu'on  appelle  un  miiltiplage 
sur  II  chercheurs  doubles  pour  chaque  abonné,  et,  du  côté  des 
monocordes,  nous  avons  un  multiplage  de  5o  monocordes  sur  les  neuf 
groupes  de  i  i  chercheurs. 

Comme  il  y  a  6000  abonnés,  tout  l'ensemble  décrit  est  répété 
i3  fois.  Car  6000  :  i3  est  voisin  de  45o. 

Avec  les  données  indiquées  par  l'Administialion,  chaque  abonné 
occupe  une  durée  de 


2.'/')  X  I  ,Xo 

6^i 


=  0,067         (fraction  d'heure); 


le  calcul  des  probabilités  donne  i  1  pour  le  nombre  d'organes  néces- 
saires à  ces  5o  abonnés. 

De  même,  le  calcul  des  probabilités  indique  que,  pour  la  probabi- 
lité d'un  appel  perdu  par  1000,  5o  monocordes  peuvent  écouler  un 
trafic    de    3o''96"'    (l'unité    de    durée    d'occupation     étant     l'heure). 
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Or  80,96  :  0,067  donne  46o  ;  c'est  le  nombre  des  abonnés  qu'on  peut 
grouper  sur  5o  monocordes,  en  admettant  que  chaque  abonné  occupe 
sa  ligne  pendant  o*',o67. 

La  formule  d'Erlang  (qui  paraît  la  plus  employée)  est 


P  = 


a^ 

^ 


a' 


Ici,  P  =  la  probabilité  de et  si  a  est  pris  égal  à  0,067,  on  trouve 

r  1000  r  o  >        / 

X  ^^  M. 

De  même  encore,  si  l'on  prend  toujours  P  = et  aue  x  soit  égal 

'  -•  1000        ^  ^ 

à  5o,  le  nombre  a  représentera  80,96. 

La  formule  d'Erlang  est  déduite  de  la  théorie,  moyennant  certaines 
hypothèses  simplificatrices. 

Des  formules  analogues  à  celle  d'Erlang  ont  été  aussi  proposées.  Il 
serait  intéressant  de  préciser  les  hypothèses  impliquées  dans  les  sim- 
plifications adoptées  par  les  divers  auteurs. 

Le  journal  Automatic  Téléphone  (')  de  Chicago  (New-York 
Office  21  East  4o  th.  st.)  a  publié  des  études  détaillées  sur  ce  sujet. 

Les  travaux  d'Erlang  et  d'Englet  ont  été  donnés  dans  VÉlectro- 
technische  Zeitsclirift. 

Le  Journal  des  Ingénieurs  du  Post  Office  de  Londres  a  aussi  donné 
d'importants  résumés. 

M.  Cornet,  ingénieur  des  Télégraphes,  7.5,  boulevard  Brune,  pourra 
donner  les  renseignements  de  détail  ou  de  bibliographie  nécessaires 
à  ceux  que  ces  questions  intéresseraient. 


SEANCE    DU    13   AVRIL    1921. 


PRESIDENCE   DE   M.    BOULANGER. 


Conférence  de  M.  Parenly  sur  fonde  stationnaire  dans  les  jets 
de  vapeur  et  de  gaz  à  travers  les  orifices. 

Conférence  de  M.  Esclangon  sur  les  ondes  produites  par  les  projec- 
tiles. 

(')  H.-E.  Clapham,  Editor  Chicago  U.S. A. 
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SÉANCE    DU   27   AVRIL    1921.    • 

PRÉSIDENCE   DE   M.    PAUL    I.ÉVY. 

Élection  : 

Est  élu  à  l'unanimité  mennbre  de  la  Société  :  M,  Forrest  II.  Murrav, 
présenté  par  MM.  Boutroux  et  Cliazy. 

Communication  : 

M.  Paul  Lévy  :  Sur  la  notion  de  moyenne  dans  l'espace  fonc- 
tionnel. 

Soit  dans  l'espace  fonctionnel  un  volume  V  limité  par  une  sur- 
face S.  Les  parties  intérieures  du  volume  ont  une  mesure  négligeable 
à  côté  de  celles  voisines  de  la  surface,  et  par  suite  la  moyenne  dans 
l'ensemble  du  volume  d'une  fonctionnelle  uniformément  continue  ne 
dépend  que  de  ses  valeurs  sur  la  surface  S  (pour  la  définition  de  la 
moyenne  dans  l'espace  fonctionnel,  t^oir  le  Mémoire  de  Gâteaux  dans 
le  Bull.  Soc.  math.,  1919).  On  pourrait  être  tenté  en  conséquence  de 
penser  que  la  moyenne  dans  le  volume  et  la  moyenne  sur  la  surface 
sont  égales.  Il  n'en  est  pas  toujours  ainsi.  La  moyenne  dans  le  volume 
se  ramène  à  une  moyenne  sur  la  surface,  à  condition  d^accorder  à 
des  éléments  d'aire  égaux  des  poids  inversement  proportionnels 
aux  valeurs  correspondantes  de  la  courbure  moyenne  K. 

Ou  s'en  rend  compte  aisément  en  remarquant  que  le  volume  V  peut 
se  réduire,  en  négligeant  des  parties  négligeables,  à  la  portion  com- 
prise entre  la  surface  S  et  la  surface  voisine  S',  obtenue  en  portant 
sur  la  normale  en  chaque  point  où  la  courbure  moyenne  K  est  positive 
(en  prenant  le  sens  positif  de  la  normale  vers  l'intérieur),  une  lon- 
gueur —  (e  étant  une  constante  très  petite).  Si  l'on  divise  la  surface  S 

en  éléments  égaux,  les  éléments  correspondants  de  S'  seront  aussi 
égaux  et  le  volume  considéré  est  divisé  en  troncs  de  cônes  dont  les 
mesures  sont  proportionnelles  à  leurs  hauteurs,  c'est-à-dire  inverse- 
ment proportionnelles  aux  valeurs  de  K. 

Il  est  d'ailleurs  fréquent  dans  l'espace  fonctionnel  qu'une  variété 
soit  telle  que  n'importe  quelle  fonctionnelle  uniformément  continue  U 
y  soit  presque  partout  égale  à  sa  moyenne  //i,  c'est-à-dire  que, 
quelque  petit  que  soit  e,  les  parties  de  la  variété  considérée  pour 
lesquelles  U  n'est  pas  compris  entre  ni  —  e  et  m  -t-  £  sont  négligeables 
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devant  les  autres.  Nous  dirons  qu'une  telle  variété  est  de  la  première 
catégorie.  Si  la  surface  S  considérée  ci-dessus  est  de  la  première  caté- 
gorie, sa  courbure  moyenne  en  particulier  a  presque  partout  une 
même  valeur  et  il  est  inutile  de  la  faire  intervenir  dans  le  calcul  de  la 
moyenne. 

On  peut  aisément  définir  des  surfaces  qui  ne  sont  pas  de  la  pre- 
mière catégorie.  Soit  une  surface  S  décrite  par  des  variétés  V  dépen- 
dant de  p  paramètres,  ayant  des  mesures  comparables  (c'est-à-dire 
qu'aucune  n'est  négligeable  devant  les  autres),  et  dont  chacune  est  de 
la  première  catégorie.  La  surface  S  est  ce  que  nous  appellerons  une 
surface  de  la  deuxième  catégorie  et  d'ordre  p.  Un  système  de  q  fonc- 
tionnelles peut  évidemment  y  prendre  des  systèmes  de  valeurs  dépen- 
dant d'un  nombre  de  paramètres  égal  au  plus  petit  des  nombres  p  et  q, 
chacun  de  ces  systèmes  étant  réalisé  dans  une  fraction  non  négligeable 
de  l'aire  totale.  11  peut  arriver  en  particulier  que  les  valeurs  moyennes 
de  K  dans  les  différentes  variétés  V  ne  soient  pas  toutes  égales,  et  alors 
il  est  effectivement  nécessaire  d'introduire  la  courbure  moyenne  dans 
le  théorème  énoncé  au  début. 


SEANCE    DU    12    MAI    1921. 

PRÉSIDENCE   DE   M.    BOULANGER. 

Élection  : 

Est  élu  à  l'unanimité  membre  de  la  Société  :  M.  Noaillon,  présenté 
par  MM.  Iladamard  et  Boulanger. 

Communication  : 

M.  Hadamard  :  Sur  les  transformations  ponctuelles. 

Étant  donnée  une  transformation  ponctuelle  qui  à  chaque  point  P 
d'un  certain  domaine  G  fait  correspondre  un  point-image  P',  lequel 
décrit  un  second  domaine  G',  la  première  question  qui  se  pose  est  de 
savoir  à  quelles  conditions  celte  transformation  est  biunivoque,  c'est- 
à-dire,  telle  (jue  chaque  point  P'  est  l'image  d'un  seul  et  unique  point  P. 
On  est  d'ailleurs  forcément  conduit  à  la  traiter  en  deux  étapes,  en  se 
plaçant  d'abord  au  point  de  vue  local,  autrement  dit  en  se  demandant 
si,  autour  d'un  point  déterminé  quelconque  P  de  G.  existe  un  domaine 
partiel  g  ayant  avec  son  image  g'  une  correspondance  biunivoque. 
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Celte  condition  locale  étant  supposée  vérifiée  autour  de  cha(|ue 
point  P,  il  s'agit  de  savoir  quelles  conditions  supplémentaires  il  y  a 
lieu  de  lui  adjoindre  pour  assurer  la  même  conclusion  en  ce  qui  con- 
cerne l'ensemble  du  domaine  G. 

C'est  la  (juestion  dont  je  me  suis  occupé  en  1906  (')  pour  le  cas 
où  G  est  le  plan  ou  l'espace  à  n  dimensions  tout  entier. 

Un  problème  tout  semblable  se  pose  pour  des  domaines  limités. 
C'est  lui,  en  particulier,  qu'introduit  la  théorie  de  la  représentation 
conforme  et  que  M.  Picard  a  été  ainsi  conduit  à  résoudre  dans  son 
Traité  d'Analyse  (-),  G  étant  une  aire  plane.  La  conclusion  supplé- 
mentaire est  alors  la  suivante  : 

La  correspondance  doit  être  biunivo(|ue  entre  le  contour  C  de 
l'aire  G  et  son  image  C  ;  autrement  dit,  celle-ci  doit  être  une  courbe 
de  Jordan,  dépourvue  de  points  doubles. 

Dans  le  Tome  26  (1917)  des  Arclin'  der  Math,  und  Physik^ 
MM.  Carathéodorj  et  Kademacher  reviennent  sur  cette  question  et, 
en  particulier,  sur  la  démonstration  de  M.  Picard,  lis  lui  reprochent 
de  faire  intervenir  la  formule  de  Çauchy  relative  aux  fpnctions  analy- 
tiques et  la  remplacent  par  une  autre  fondée  sur  des  considérations 
assez  délicates  de  théorie  des  ensembles. 

Il  y  a  lieu  d'observer,  si  tant  est  que  ce  ne  soit  pas  là  enfoncer  une 
porte  ouverte,  que  la  démonstration  de  M.  Picard  ne  fait  appel  (|u'en 
apparence  aux  propriétés  dès  fonctions  analytiques.  En  réalité,  elle  ne 
repose  que  sur  les  propriétés  de  l'indice  de  Kronecker,  qui  s'intro- 
duisent d'elies-mênjes  dans  toute  question  de  cette  nature  et  ne  sup- 
posent que  la  continuité  des  fonctions  employées. 

Il  suffit  pour  le  voir,  comme  j'ai  eu  l'occasion  de  le  montrer  dans 
les  conférences  que  j'ai  professées  à  Madrid  en  1919,  de  reprendre  les 
considérations  mêmes  par  lesquelles,  dans  une  Note  additionnelle 
insérée  à  la  suite  de  V Introduction  à  la  théorie  des  fonctions  d'une 
variable  de  J.Tannery(2*  édition),  j'avais  déduit  le  théorème  de 
M.  Schcinflies  de  celui  de  M.  Jordan. 

Non  seulement  le  théorème  est  ainsi  établi  pour  le  cas  du  plan, 
mais  la  démonstration  s'étend  d'elle-même  au  cas  d'espaces  à  un 
nombre  quelconque  n  de  dimensions,  étant  donné  (jue  les  travaux  de 
M.  Lebesgiie  ont  étefulu  le  théorc me  de  M.  Jordan  à  de  tels  espaces. 
En  d'autres  termes,  si  le  domaine  à  n  dimensions  G  a  une  image  G' 
telle  que,  localement,  la  correspondance  soit  toujours  hiunivoque  et 


(')   Voir  le  Tome  \\\1V  di-  ce  Bulletin,  p.  71. 
(')  Tuim;  II,  p.  ■')**[). 
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si,  en  outre,  la  frontière  G  de  G  a  pour  image  une  surface  ou  hyper- 
surface  de  Jordan  (donc  sans  points  doubles),  la  correspondance  est 
biunivoque  relativement  à  l'ensemble  des  domaines  G,  G'. 

La  forme  de  condition  supplémentaire  donnée  par  MM.  Carathéo- 
dory  et  Rademacher  est  cependant  assurément  digne  d'intérêt,  quoi 
(ju'elle  soit  notablement  moins  simple  (*)  que  celle  qui  avait  été 
donnée  par  nous-même  pour  le  cas  des  espaces  illimités,  et  par 
M.  Picard  pour  le  cas  d'aires  limitées,  par  le  fait  qu'elle  s'applique 
aux  deux  cas  et  qu'on  peut,  en  efTet,  en  déduire  les  deux  résultats  en 
question  (-). 


SÉANCE    DU    26    MAI    1921. 


PRESIDENCE    DE    M.    BOULANGER. 


ÉlecLion 


Est  élu  à  l'unanimité  membre  de  la  Société  :  M.  Hostinsky,  présenté 
par  MM.  Ricard  et  Kœnigs. 

Communications  : 

M.  Rarré  :  Note  sur  les  lignes  isoclines. 

Soit  donnée  l'équation  différentielle  du  premier  ordre 

on  sait  que  l'on  appelle  isoclines  les  lieux  des  points  du  plan  pour 
lesquels  l'intégrale  a  la  même  pente,  autrement  dit  les  lignes  définies 
par 

(2)  F(^,y,  K)  =  o. 

M.  Massau  a  tiré  de  la  considération  de  ces  lignes  un  excellent  parti 
pour  la  construction  graphique  des  intégrales  de  l'équalion  (i).  Les 
particularités  présentées  par  les  isoclines  renseignent  également  sur 


(')  Cette  condition  est  qu'à  une  suite  de  points  V  de  G  n'ayant  aucun  point 
d'accumulalion  dans  le  domaine  (ouvert  )  G  corresponde  néccssaireinml  une  suite 
de  points  images  P'  sans  points  d'atcunuHalion  dans  G'. 

(^)  Cette  déduction  n'est  faite;  |)ar  les  auteurs  qu'en  ce  (jui  concerne  le  cas  des 
aires  limitées.  Elle  est  toutefois  aisée  pour  le  cas  (laissé  de  rftté  par  eux  )  des 
espaces  complets. 
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celles  des  intégrales.  Le  savant  Ingénieur  belge  a  montré,  notamment, 
qu'en  un  point  où  l'isocline  touche  l'intégrale,  celle-ci  est  inflexion- 
nelle.  Le  lieu  de  ces  points  est  une  courbe  -1.  M.  Massau  ajoute  qu'aux 
points  ou  ^  touche  l'isocline  correspondante,  et  par  suite  l'intégrale, 
l'isocline  est  inflexionnelle.  Nous  avons  bien  aisément  retrouvé  ce 
résultat,  mais  la  proposition  de  M.  Massau  doit  être  complétée  ainsi 
qu'il  suit  : 

En  un  point  du  lieu  -)  des  inf levions  des  intégrales  où  ce  lieu 
touche  à  la  fois  l'intégrale  et  l'isocline  qui  y  passent  : 

1°  L'isocline  présente,  en  général,  une  inflexion  ordinaire  ; 
2°  V intégrale  présente,  en  général,  un  méplat  ordinaire. 

Ces  résultats  s'obtiennent  très  simplement  par  dérivation  des  équa- 
tions (i)  et  (2)  en  considérant  suivant  le  cas  dans  cette  dernière  K 
comme  constant  (isocline)  ou  K  comme  une  fonction  implicite  de  x 
et  de/  satisfaisant  à  la  fois  à  l'équation  (2)  et  à  la  suivante  : 

,  o .  d¥(x,y,  K)  d¥(T,  y,  K) 

^^^  d^ ^^ 1} ="• 

M.  Boulanger  :  Sur  l'intégration  des  équations  hjpei géomé- 
triques du  troisième  ordre.  —  Knumération  des  divers  types  d'équa- 
tions hypergéométriques  du  troisième  ordre,  intégrables  algébrique- 
ment (application  d'une  méthode  indiquée  en  i885  par  M.  Goursat 
et  consistant  en  l'identification  des  substitutions  fondamentales  du 
groupe  de  l'équation  et  de  substitutions  canoniques  spéciales  de 
chaotun  des  groupes  linéaires  ternaires  finis). 


SÉANCE    DU   8   JUIN    1921. 


PRESIDENCE    DE    M.    PAUL   LEVY. 


Élection  : 

Est  élu  à  l'unanirnilé   membre  de  la   Société  :  M.    Yayotaro  Abe, 
présenté  par  INLVL  lladamard  el  Flamant. 

Communication  : 

M.  le  commandant  Marmion   :  Sur  les  courbes  dont  les  normales 
principales  rencontrent  deu.r  droites  fij-es. 


—  u  — 

SÉANCE    DU    22   JUIN    1921. 

PRÉSIDENCE   DE   M.    BOULANGER. 

Communication  : 

M.  Jean  Chazy  :  Sur  la  théorie  de  la  relativité. 

La  formule  célèbre  de  la  théorie  de  la  relativité 


contient  une  fonction  arbitraire  d'une  variable.  Si  l'on  substitue  dans 
cette  formule  à  la  distance  /•  du  point  gravitant  au  centre  fixe,  une 
fonction  arbitraire  de  cette  distance,  les  nouveaux  coefficients  satis- 
font encore  aux  dix  équations  différentielles  formées  par  Einstein. 

Dans  les  Mémoires  et  Ouvrages  que  j'ai  lus,  je  n'ai  pas  trouvé  de 
raison  pour  particulariser  cette  fonction  arbitraire  et  la  remplacer 
par  la  distance  elle-même,  sauf  dans  une  certaine  mesure  les  vérifi- 
cations expérimentales  de  la  théorie  :  avance  du  périhélie  de  Mercure 
el  déviation  des  rayons  lumineux  au  voisinage  du  Soleil. 


SÉANCE   DU    13   JUILLET   1921. 

PRÉSIDENCE   DE   M.    BOULANGER. 

Élection  : 

Est  élu  à  l'unanimité  membre  de  la  Société  :  M.  Houny,  présenté 
par  MM.    Flamant  et  Galbrun. 

Communication  : 

M.  Auric  :  Sur  la  courbe  de  raccordement  entre  deux  droites 
données  ('). 


(')  Voir  l'arlicle  de  M.  Ari'Ei.i,,  liutletin  de  la  Société,  1921,  el  Note  sur 
diverses  courbes  de  raccordement  par  M.  Auiuc  {Annales  des  Ponts  et  C/iaussées, 
t.  IV,  i(jo8.  p.  84). 


—  45  — 

Soient  deux  droites  données  OAA',  OHIV  qu'on  désire  raccorder 
en  A  et  en  B  avec 

OA  =  a,         0B  =  />. 

La  courbe  doit  évidemment,  autant  que  possible,  posséder  en  ces 
deux  points  une  courbure  nulle  comme  les  droites  avec  lesquelles 
elle  se  raccorde;  en  prenant  OA  et  OB  comme  axes  de  coordonnées 
on  pourra  choisir  comme  solution  simple 

y  —  b  -\- px^-Jf  qx*         {y  ^  b  pour  x  =  o), 
y  ='         ^px'^-^\qx^, 
y"  =  <)/> X  ^  \-iqx^. 

On  voit  immédiatement  que  y"^^o  pour  x=io\  en  écrivant  en 
outre  que  y  et  y"  s'annulent  pour  ^  =  a,  il  vient 

(9,  X^ 

et  l'on  vérifie  aisément  que  celle  courbe  remplit  bien  les  conditions 
voulues. 

Le  maximum  de  courbure  a  lieu  pour  jc  z=  —  ei  l'on   trouve  pour 

les  valeurs  correspondantes 

i3  ,  ,  b  „  3  6 

•^=76^'      ^=-â'      y'=-^' 

La  tangente  en  ce  point  est  donc  parallèle  à  AB. 

On  aurait  pu  évidemment  en  permutant  les  axes  de  coordonnées 
prendre  comme  courbe  de  raccordement 

Le  maximum  de  courbure  aurait  eu  lieu  alors  pour 


avec 

i3  ,  a  3  a 

X  =:  — -a,         X  =■  —  7-)  :r= 7—  • 

iG  b  6» 

On    pourrait    également    prendre     une  combinaison     linéaire    des 
deux  courbes  ainsi  obtenues. 
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Ces  remarques  pourront  être  utilisées  pour  la  solution  du  problème 
des  raccordements  des  routes  et  des  voies  ferrées. 


SEANCE  DU  26  OCTOBKE   1921. 

PRÉSIDENCE    DE   M.    BOULANGKH. 

Élection  : 

Est  élu  à  l'unanimité  membre  de  la  Société  :  M.  Lerov  (Florentin), 
présenté  par  MM.  Bouligand  et  Leroux. 

Communications  : 

M.  Fatou  :  Sur  la  résolution  approchée  en  nombres  entiers  des 
équations  linéaires  et  ses  rapports  avec  Iq  théorie  des  fonctions. 

M.  Gambier  :  Représentation  conforme  de  deux  surfaces  avec 
conservation  des  lignes  de  courbure  et  de  la  valeur  absolue  du 
rapport  des  rayons  de  courbure  principaux. 

Si  une  correspondance  ponctuelle  entre  deux  surfaces  S  et  Sj 
conserve  les  lignes  de  longueur  nulle  et  les  asymptotiques,  on  cons- 
tate que  les  images  sphériques  de  S  et  Sj  sont  aussi  en  représentation 
conforme. 

Réciproquement,  si  deux  surfaces  S  et  Si  sont  en  représentation 
conforme  et  si  leurs  images  sphériques  le  sont  aussi,  on  constate 
deux  cas  distincts  : 

1°  Ou  bien  les  deux  surfaces  sont  dans  la  correspondance  précé- 
demment définie,  que  j'appellerai  P,.  11  est  équivalent  de  dire  que 
les  lignes  de  longueur  nulle  et  les  lignes  de  courbure  sont  conservées 

et  que  le  rapport  ^  des  rayons  de  courbure  principaux  homologues 

est  conservé. 

2°  Ou  bien  les  lignes  de  longueur  nulle  et  les  lignes  de  courbure 

sont  conservées,  et  le   rapport—  change  de  signe,  en   conservant  la 

même  valeur  absolue.  J'appelle  V^  cette  correspondance. 

Une  surface  S  quelconque  ne  peut  pas,  en  général.,  être  associée  à 
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une  autre  surface  S,  de  façon  à  réaliser  la  correspondance  P,  ou  Pj. 
On  néglige  pour  Pj  le  cas  banal  où  S,  esl  semblable  à  S,  Quand  le 
problème  esl  possible,  il  fait  correspondre  à  la  surface  S  une  surface  S, 
dépendant  suivant  le  cas  de  o,  i  ou  2  paramètres  arbitraires  de  forme, 
si  S  n'est  ni  une  sphère,  ni  une  surface  minima. 

Deux  surfaces  minima  quelconques  admettent  oc^  correspon- 
dances P,  entre  elles.  Toute  représentation  conforme  de  la  sphère 
sur  elle-même  est  une  correspondance  Pj. 

Une  surface  minima  quelconque  et  une  sphère  sont  mises  en  corres- 
pondance P2  en  associant  les  points  où  les  plans  tangents  sont  paral- 
lèles. En  composant  celle  correspondance  avec  la  représentation 
conforme  la  plus  générale  de  la  sphère  sur  elle-même  on  a  la  corres- 
pondance P2  la  plus  générale  entre  la  surface  minima  donnée  et  la 
sphère. 

Deux  surfaces  isothermiques  associées  se  correspondent  par  plans 
tangents  parallèles  et  avec  conservation  des  angles,  c'est  le  cas  parti- 
culier de  correspondance  P,  où  les  images  sphériques  coïncident. 

A  toute  surface  de  révolution  S  correspondent  par  P,  oc-  surfaces 
de  révolution  S,  ;  2i  et  i,  étant  les  surfaces  de  révolution  respective- 
ment isothermiques  associées  de  S  et  Si,  les  surfaces  ^i  correspondent 
par  P,  à  i  et  par  Pj  à  S.  Les  méridiens  se  correspondent;  les  paral- 
lèles aussi. 

Si,  de  plus,  S  est  la  surface  de  révolution  définie,  à  une  homolhélie 

près  négligeable  ici,  par  la  relation  —,  tzz  ni,  où  ni  est  une  constante 

numérique,  toutes  les  surfaces  S,  coïncident  avec  S,  mais  non  point 

pour  point,  de  sorte  que  S  admet  oo"^  auto-correspondances  du  lypeP,, 

les  surfaces  2i  coïncident  toutes  avec  la  surface  de  révolution  définie 

R 
par  rp  r=  —  ni. 

Dans  ce  cas  particulier  où  —,  =  m  et  où  S  esl  de  révolution,  il  y  a 

une  autre  solution,  spéciale  à  ce  cas,  de  I*,  ou  I^.,.  Si  l'élément  de  la 
représentation  sphérique  a  été  mis  sous  la  forme  classique  conduisant 
à  la  projection  de  Mercalor 


di'-  = 


cl»*  M 


rélémenl  linéaire  de  S  est  d'après  '  Hiiulc  lindrigues 


R' 

ds-  =  -T^—  (  "i*  du-  -f-  dV-  ) , 
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d'où   résulte  immédiatement  que   Féquation   des  asymptoiiques  est, 
quel  que  soit  le  signe  de  m, 

m  du^-h  di>^=^  o, 

tandis  que  celle  des  lignes  de  longueur  nulle  est 

ni^ du-  -f-  di>^  =  o. 

Il  résulte  de  là  que  la  transformation  en  elle-même  de  S  définie  par 

u  =  y.u  ~h  p, 

conserve  à  la  fois  les  asymptoliques,  les  lignes  de  longueur  nulle. 

Si,  d'autre  part,   on  considère   la   surface  de  révolution  Si   définie 

R  I 

par  —  nz  —  (R  désignant  toujours  le  rayon  de  courbure  du  méridien) 

on  trouve  pour  équation  soit  des  asymplotiques,  soit  des  lignes  de 
longueur  nulle 

-+-  dv]  =  o, 


duj_ 
m'i 


di>\  =  o 


et  il  est  clair  que  la  correspondance 

M,  =  ap  -(-  p, 


conserve  encore  les  asymptotiques  et  les   lignes  de  longueur  nulle. 
Cette  fois  les  méridiens  deviennent  les  parallèles  et  inversement. 

R 
La  surface  isothermique  de  S  définie  par  07  =  —  ni  et  la  surface 

analogue  pour  S,   définie  par  ^  = admettent  par   les   mêmes 

formules  00*  correspondances  Pj  avec  S. 

Knfin  on  constate  aisément  que  l'on  peut  réaliser  une  infinité  de 
couples  de  deux  surfaces  solutions  de  P,  ou  Pj,  en  associant  soit 
deux  surfaces  spirales  convenablement  choisies,  soit  deux  hélicoïdes 
convenablement  choisis,  soit  une  surface  spirale  et  un  hélicoïde  conve- 
nablement choisis. 

L'auteur  allemand  Stiickel  avait  signalé  diverses  propriétés  de  la 
correspondance  P,  {Malliemalische  Annalen,  189^,  et  Leipziger 
Berichle,  1896  et  1898)  sans  indiquer  explicitement  de  solution  pré- 
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cise,   tout  au   plus   une   vague   indication   sur   la  surface  de  révolu- 
tion  -^  :=  m. 

L'auteur  avait  de  plus  donné  une  généralisation  inexacte  de  la 
proposition  de  M.  Kœnigs  relative  au  système  conjugué  commun  à 
deux  surfaces  applicables.  Je  développe  autre  part  l'ensemble  des 
deux  problèmes  I^j  et  P^. 


SÉANCE  DU  9  NOVEMBRE  1921. 

PRÉSIDENCE    DE    M.    BOLLVNGER. 

Communications  : 

M.  E.  Cahen  :  Sur  les  formes  quadratiques  binaires  qui  repré- 
sentent les  mêmes  entiers. 

Deux  formes  arithméti(|ues  qui  se  déduisent  l'une  de  l'autre  par 
une  substitution  unité  représentent  les  mêmes  entiers.  La  réciproque 
n'est  pas  vraie  en  général,  pour  des  formes  quelconques,  mais  elle 
l'est  pour  les  formes  linéaires  et  pour  les  formes  quadratiques  binaires. 
Pour  les  formes  linéaires  et  pour  les  formes  quadratiques  binaires 
définies  la  démonstration  est  relativement  facile.  Elle  est  plus  difficile 
pour  les  formes  quadratiques  binaires  indéfinies.  Il  y  a  une  démons- 
tration de  Schering  [Journal  de  Crelle)  mais  très  compliquée.  En 
voici  une  plus  simple. 

On  commence  par  démontrer  que  si  deux  formes  représentent  les 
mêmes  entiers  elles  représentent  aussi  les  mêmes  entiers  d'une  façon 
primitive  (les  valeurs  des  variables  étant  premières  dans  leur 
ensemble);  on  se  bornera  donc  à  considérer  les  représentations  pri- 
mitives. On  peut  aussi  se  borner  aux  formes  primitives. 

Soit  /;  un  nombre  premier  impair.  Si  l'on  considère  les  entiers 
représentés  primitivement  par  une  forme  et  (jue  l'on  cherche  à  quelles 
puissances  le  facteur  p  peut  entrer  dans  ces  entiers,  on  trouve  un 
résultat  qui  dépend  de  l'exposant  è  au({uel  p  entre  dans  le  déterminant 
de  la  forme,  et  de  façon  ([ue  si  deux  formes  /  représentent  primitive- 
ment les  mêmes  entiers  ô  est  le  même  pour  les  deux  formes. 

Pour  le  facteur  ?,,  la  démonstration  est  un  peu  plus  longue.  Il  faut 
alors  considérer  non  seulement  les  entiers  pairs  représentés  par  les 
deux  formes  mais  aussi  les  entiers  impairs  et  s'aider  de  la  théorie  des 
genres. 

S.   M.  —  Comptes  rendus.  4 
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On  en  conclut  que  les  deux  formes  en  question  ont  des  déterminants 
qui  contiennent  les  mêmes  facteurs  premiers  aux  mêmes  exposants. 
Gomme  de  plus  ces  deux  déterminants  ont  le  même  signe  on  en  con- 
clut qu'ils  sont  égaux. 

Maintenant  il  faut  s'appuyer  sur  le  tliéorème  de  Dirichlel  (|ui  dit 
que  parmi  les  entiers  représentés  primitivement  par  une  forme  pri- 
mitive il  y  a  des  nombres  premiers.  Or  si  l'on  considère  toutes  les 
classes  primitives  d'un  déterminant  donné  on  sait  qu'un  nombre  pre- 
mier ne  peut  être  représenté  que  dans  deux  classes  inverses  l'une  de 
l'autre  (pouvant  d'ailleurs  n'en  faire  qu'une).  Donc  les  deux  formes 
considérées  appartiennent  à  la  même  classe  ou  à  des  classes  inverses 
l'une  de  l'autre,  ce  qui  démontre  le  théorème. 

M.  Fatou  :  Remarques  sur  la  mélliode  d'approximation  de 
ISewton. 


SÉANCE    DU   23    NOVEMBRE    1921. 


PRESIDENCE   DE    M.    BOULANGER. 

Elections  : 

Sont  élus  à  l'unanimité  membres  de  la  Société  :  M.  Maurice,  ingé- 
nieur général  du  Génie  Maritime,  directeur  de  l'Ecole  d'Application, 
présenté  par  MM.  Boulanger  et  Got;  M.  Glaudon,  ingénieur  des  Ponts 
et  Chaussées,  présenté  par  MM.  Gambier  et  Leroux;  M.  Sarantopoulos, 
docteur  de  l'Université  d'Athènes,  présenté  par  MM.  Remoundos  et 
Galbrun;  M.  Milloux,  agrégé  de  mathématiques,  présenté  par 
MM.  Ghâtelet  et  Ghazy. 

Communications  :      '  ■ 

M.  le  commandant  Barré  :  Sur  la  propagation  des  mouvements 
vibratoires  dans  les  milieux  cristallins  anisotropes. 

De  premières  recherches  ont  été  faites  sur  ce  sujet  par  Greenn  et 
Blanchet  dans  la  première  moitié  du  xix*  siècle.  Elles  ne  paraissent  pas 
avoir  été  poursuivies.  Quel  que  puisse  être  l'avenir  physique  de  cette 
étude,  il  m'a  paru  intéressant  de  la  reprendre  et  d'examiner  comment 
se  généralisent,  pour  les  milieux  cristallins  anisotropes,  les  résultats 
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bien  connus  relatifs  aux  milieux  isotropes  et  à  la  propagation  des 
ondes  planes  lumineuses,  à  l'intérieur  des  cristaux,  suivant  les  idées 
de  Fresnel  et  de  ses  continuateurs. 

Une   Noie   ultérieure   résumera   les   résultats  obtenus  signalés    au 
cours  de  la  présente  Communication. 

M.  Gambier  :  Sur  un  théorème  de  M.  Kœni^s. 


SÉANCE  DU   14  DÉCEMBRE  l'J^I 


PRESIDENCE    DE    M.    BOt'LANGEK. 


Élections 


Sont  élus  à  l'unanimité  membres  de  la  Société  :  M.  Kogbeliantz, 
professeur  à  l'Université  d'Erivan,  présenté  par  MM.  Appell  et  Bore); 
M""®  Myller-Lebedeff,  professeur  à  l'Université  de  Jassv,  présentée  par 
MM.  Appell  et  Galbrun;  M.  Binschleder,  présenté  par  MM.  liadamard 
et  Galbrun;  M.  Wiener  (N.),  professeur  au  Massachusetts  Institut  of 
Teclinology,  présenté  par  MM.  Fréchet  et  \  aliron. 

Communication  : 

M.  Denjoy  :  Sur  une  classe  de  fondions  non  analytiques  de 
variables  réelles  qui  sont  déterminées  par  leurs  valeurs  et  celles  de 
toutes  leurs  dérivées  en  un  point. 

M.  A.  Lévy  :  Sur  la  série  récurrente  résultant  du  produit  de 
deux  polynômes. 

M.  Defourneaux  :  /Vo/e  sur  les  polynômes  cos(/i  arccosj). 

Dans  une  Note,  publiée  au  Bulletin  de  la  Société  mathématique 
de  France  ('),  M.  Michel,  prenant  comme  point  de  départ  l'équation 

difTérentielle 

(j-2  —  i)y-+-  <3.Ty' —  n{n  -f-  a  —  \)y  =  o, 

a  pu  obtenir  certains   lliéorèmes  f^éiiér.iux  concernant  le  nombre  des 
(')  Séance  du  ^4  novemltic  ly^). 


—  32  — 
racines  réelles  de  tout  poljnome/(^)  développé  sous  la  forme 
AV„+BV^  +  ...-4-LVt, 

V„(a)  désignant  un  polynôme  solution  de  Téquation  difïérenlielle  pré- 
cédente, et  V/  un  polynôme  solution  de  l'équation  diflTérentielle  obte- 
nue en  remplaçant  n  par  t. 

M.  Michel  considère,  en  particulier,  les  polynômes  V„(cr)  qui  cor- 
respondent au  cas  a  =  I,  et  qui  sont  susceptibles  de  deux  formes  : 

La  première,  pour  |  r  |  •<  i ,  qui  est  cos(  /i  arc  cos^r)  ; 

T      j         ••                      11^               •       .  (a:  -1-  \/x'^ — 1)"-<-  (^ — \/x-—\)" 
La  deuxième,  pour  |jr|  >  I ,  qui  est  -^ ^^ —' 

Antérieurement  à  cette  Communication,  j'ai  eu  l'occasion  de  signa- 
ler l'intérêt  qui  s'attache  à  ces  derniers  polynômes  puisqu'ils  se 
présentent  spontanément  comme  combinaisons  linéaires  des  poly- 
nômes électrosphériques  U  (')  dans  certains  calculs  d'ordre  pure- 
ment physique,  tels  ({ue  ceux  qui  sont  relatifs  à  la  répartition  de 
l'électricité  dans  un  système  électrisé  composé  d'un  plan  et  d'une 
sphère  en  présence  (-),  ou  de  deux  sphères  en  présence. 

La  recherche  des  formules  d'un  emploi  pratique  m'a  précisément 
conduit  aux  expressions  précédentes  dans  lesquelles  x  est  remplacé 

par  - ,  la  deuxième,  celle  qui  correspond  à  |  .r  |  >>  i  ou  à  |  v  |  >  2,  ayant 

seule  un  intérêt  physique. 

J'ai  montré,  en  outre,  comment  ces  polynômes 

"--(^i/R'■-(^^/R" 

se  rattachent  à  plusieurs  questions  d'analyse,  notamment  h  la  résolu- 
tion en  nombres  entiers  de  certaines  équations  du  deuxième  degré  de 

la  forme 

ax"^ -^  b xy  +  c y^  =^  m     {^). 

Il  convient  de  présenter  ici  d'autres  polynômes,  susceptibles  de 
certaines  analogies  avec  les  polynômes  II  et  U,  qui  apparaissent  éga- 
lement dans  les  calculs  d'électricité,  lorsqu'on  cherche  à  simplifier 
ces  calculs. 

Ce  sont 

F„(p)  =  U„(P)  +  IJ„-,(P),  G„(P)  =  Mni^)  -  U„-,(.0 


(')  A.  Gun.i.KT  et  M.  Aiibert,  Annales  de  Pkysù/ue.  y  série,  p.  58  à  <)'). 

(')  Voir  Journal  de  Physique,  livraison  de  mai  iqkj. 

(^)  Voir  Comptes  rendus  Acad.  des  Se.,  l.  168,  5  mai  ignj,  p.  88o. 
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qui  satisfont  aux  équations  di(Térentielles  suivantes  : 

(p2-4)Gr,(p)  +  2(P-i)G;,((.)  — n(n  +  i)G„(«^)  =  o, 

dont  on  peut  trouver  des  généralisations  analogues  à  la  précédente. 

D'ailleurs  le  cliangement  de  variables  v  =:  fiw  —  2  montre  que  les 
quatre  fonctions  U(n^),  U{(v),  V{w),  G((p)  satisfont  à  des  équations 
dilTérentielles  qui  sont  chacune  un  cas  particulier  de  l'équation  diffé- 
rentielle de  Gauss  : 

"'C'  —  ^^)^r—,  -<-  [y  —  (==<-*-?  +  I)  (r    -; a'iz  =  o. 


SÉANCE  DU  28  DÉCEMBRE    1921 


PRESIDENCE    DE    M.    BOULANGER. 


Communications  : 

M,  A.  Auric  :  Sur  la  généralisation  des  fractions  continues. 

On  connaît  le  rôle  capital  que  devraient  jouer  les  développements 
en  fractions  continues  dans  la  théorie  des  nombres  arithmétiques  ou 
algébriques  et  l'on  sait  combien  llermite  attachait  de  l'importance  à 
rétablissement  d'un  algorithme  qui  aurait  été  une  généralisation 
rationnelle  de  celui  des'  fractions  continues. 

Soit  dans  ses  oeuvres,  soit  dans  sa  correspondance  avec  Stieltjes 
{x'oir  notamment  la  lettre  n°  V08,  t.  Il,  p.  889),  llermite  revient  à 
plusieurs  reprises  sur  les  recherches  qu'il  avait  entreprises  à  ce  sujet 
et  qui,  dit-il,  a  n'ont  cessé  pendant  plus  de  5o  ans  de  le  préoccuper  et 
aussi  de  le  désespérer  ». 

Les  difficultés  rencontrées  par  llermite  et  par  ses  continuateurs 
semblent  tenir  surtout  à  ce  (ju'ils  ont  abordé  de  front  le  calcul  et 
l'élude  des  tableaux  (déterminants  ou  matrices)  qui  sont  la  représen- 
tation explicite  d'un  système  de  formes  linéaires,  tandis  qu'il  eftt  été 
évidemment  préférable  et  plus  simple  de  commencer  par  l'étude  du 
point  représentatif  d'une  forme  linéaire;  de  même  ([u'en  géométrie 
analytique  l'élude  des  coordonnées  précède  toujours  celle  des  systèmes 
de  droites. 
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La  théorie. des  fractions  continues  ordinaires  peut  s'exposer  comme 
il  suit  : 

On  considère  deux  nombres  quelconques  Oq,  a,  appartenant  soit  au 
domaine  réel,  soit  au  domaine  complexe. 

On  envisage  alors  l'équation 

aj —  a^iCi  =  G 
et  l'on  choisit  l'entier  X,  le  plus  rapproché  de  .r^ 

^  11.'  V  ^ 

a^i— Ai-f-Ei         avec         |  Si  |  <  -  ou  — 

suivant  le  domaine  dans  lequel  on  se  trouve. 

On  posera  alors  pour  définir  l'élément  suivant  a,, 

^0 —  Xiaj-t-  a2  =  G, 
on  résoudra  de  même  l'équation 

«I  — 0^2  «2  =  o, 

et  en  prenant  l'entier  l^  le  plus  rapproché  de  a^^i  f>n  pourra  définir 
l'élément  suivant  a^ 

«1  —  l-za-i-^  as  =  o 
et  ainsi  de  suite. 

On  peut  dire  que  la  suite  limitée  ou  illimitée 

«0,        «1,        ÛJ,        «3,         •  .  • 

réprésente  la  fraction  continue  issue  du  quotient  — - 

Il   est   facile  de  généraliser  cette  théorie  en  partant  d'un  nombre 
quelconque  d'éléments  initiaux,  quatre  par  exemple. 
Considérons  quatre  éléments  consécutifs 

<^h      ^i+li      (^i+2>      «/-t-3- 

On  déterminera  les  entiers  A/^.,,  ix/^^,  v,-^,,  de  manière  à  rendre 
minima  les  modules  des  expressions  suivantes  : 

<^(l —  Xj  +  l  Oti  +  l  -t-    [^(-»-2«;+2) 

^J  —  X/'+l  (^i+l  -+■  i^i+2  <ti+2  —  "^1+3  «/+3  ) 

et  l'élément  suivant  a,■^^  sera  défini  par  la  relation 

a, —  X,'4_i«3t/_Hi -+-  u,>2a,-H2 — v,_,.3aj.4.3-4- flr,.n  =  o. 
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On  prend  les  termes  de  celte  relation  alternativement  positifs  et 
négatifs  afin  que  les  déterminants  des  substitutions  aient  constamment 
pour  valeur  ■+■  i. 

Dans  le  cas  où  tous  les  coefficients  >,,fjL,  sont  pris  égaux  à  zéro,  on 
retombe  sur  un  développement  que  nous  avons  indiqué  antérieure- 
ment ('). 

Jus([u'ici  on  n'a  considéré  qu'une  suite  d'éléments  initiaux,  niais  les 
principes  exposés  permettent  de  traiter  également  le  cas  de  deux  ou 
de  plusieurs  suites. 

Considérons,  par  exemple,  le  cas  de  deux  séries  de  trois  éléments 
initiaux  : 

«0       «1        «2, 

bo     b\     62. 

On  résoudra  les  équations 

ao  --  xx  aj  +  y 2  a^  =  o, 
6û  —  a^i  6,  -1-  jkj  62  =  o, 

et  l'on  prendra  les  entiers  X,,  p.2  les  plus  rapprochés  respectivement 
de  >r,,  y-i. 

On  définira  alors  a^  et  b-^  par  les  relations  récurrentes 

^0  —  A]  aj  -f-  [JI5  aj —  a-j  =  o, 
bo  —  X,  61  +  u.,  bi  —  6;j  =  o. 

De  même  les  éléments  a^,  «j,  o^,  b^,  h^,  bj  seront  utilisés  pour  la 
détermination  de  <?;  et  de  64  au  moyen  des  deux  équations  de  récur- 
rence 

a,  —  X2a.2  -f-  HiO-i  —  o;=o, 
b\  —  X,  bi  -f-  1^3  bi  —  b^  =  o, 

et  ainsi  de  suite. 

Il  sera  facile  de  passer  au  cas  général  de  h  suites  formées  par  /j  -1-  K 
éléments  initiaux;  on  sera  ainsi  en  possession  d'une  inélliode  svsté- 
matique  pour  la  résolution  exacte  ou  approchée  d'é((uations  quel- 
con({ues,  ce  qui  permettra  de  retrouver  et  de  généraliser  les  résultats 
déjà  obtenus  dans  cette  voie  par  Ilermite  et  par  Stieltjes. 


{ '  )  Comptes  rendus  des  Séances  de  l'Académie  des  Sciences,  1  "  décembre  1902 
et  II  septembre  igoô. 
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M.  Janet  :  Sur  les  capacités  d'un  système  de  conducteurs  élec- 
trisés. 

M.  Worms  de  Romilly  :  Calcul  de  la  racine  carrée  d'un  nombre. 

Soit  un  nombre  entier  A,  donl  on  développe  la  racine  carrée  sous 
forme  d'une  fraction  continue.  Les  termes  du  développement  se  repro- 
duisent périodiquement.  En  désignant  par  a  le  plus  grand  nombre 
entier  dont  le  carré  est  inférieur  à  A,  on  aura 

yX  —  a  =  


«1 


^       2  a  +  y/A  —  a 

Si  nous    représentons  par   II   la  quantité  \/A  +  a,   nous   pourrons 
poser 

où  M,  P,  R  sont  des  nombres  entiers. 

Donnons  à  H  la   valeur  approchée  2a,  il  vient 

-  ^^M  -4-  P  _  E^ 
'  ~  2aR-i-M  ~~  GT* 

Nous  obtiendrons  pour  y/A  —  a  une  valeur  plus  approchée  que  N, 
en  remplaçant,  dans  la  relation  (  i),  M  par  2<7  4-  ]\,,  ce  qui  donne 

_  M('m.  +  Ni)^P  _  E, 
'~  R^aa+INO-r-M   ~  G/ 

En  continuant  à  opérer  de  même,  nous  trouverons 

TSf     _        ^  G„,_,  /  h,„ 


rUu 


G,„_  1 


Un  calcul  très  simple  montre  alors  (|ue  les  E,  et  les  G,  se  déduisent 
les  uns  des  autres  par  les  relations 

E,„  =  ( 2a  R  -h  2  M  )  E,„- ,  +  (  PR  -  Mî  )  E,„_„ 
G,„=  (2aR-i-2M)G„,_i-+-(PR  -M»)G,„-2, 


—  «7  — 

avec  les  conditions 

Eo=o,         E,=  iaM^-P,         Go=i,         G,=  9.aR-4-M. 

On   pourra   donc   calculer   les    E,   et   les  G,  au   moyen  de  fonctions 
génératrices  de  la  forme 

a  -H  ^x 
I  -I-  Y  a:  -h  6a;* 

Appelons  A,  B,  G,  D  les  quatre  premièies  valeurs  des  lî,  ou  des  G,; 
les  a,  j3,  y,  à  devront  satisfaire  aux  équations 

A  =  a,         B=  — yAh-P,         C  =  -yB  — oA,         D=  — yC  — SB, 

d'où  l'on  tire 

CB  -^  AD  Clî  —  AD  .       BD  -  Cfi 


^~rr — TTT-       '(=-rr — itt'       ^  = 


AC  —  B-^  '         AG  —  \\i  AG  —  W- 

On  aura  donc,  pour  le  cas  des  E,, 
a  =  o,         ^  =  1a^\.-^r\\        ■(  = -{■iaV\  ^ '^M),       o=-l'R  +  M2  =  ±i 
et,  pour  le  cas  des  G,, 
a  =  i,         j3=_M,         ^  =  —{>.aK^%m),         5  =  —  PR -+- M^  =  dr  i. 
Prenons  par  exemple  A  =  lo  (fui  correspond  à 
a=i,         lM=o,         P  =  R^i 

et  aux  fonctions  génératrices 

X  I 


I  —  bx  — ■  X-  I  —  Ç>x  —  x^ 

on  voit  que  dans  ce  cas 

lio  =  O,  Go  =  I ,  ''--/«-(-i  =  G,n, 
=  n-  6a:  -4-  l'jx''--^-  ■}:i%x'^-i-  i  4o5a:*-+-  8658ar5-4-  53  3j3a?«-f-..., 

par  consé(]uent 

7^  =  g ■.  ■> - -.  =  o,  i6?.-27  7661 1  68379  3o, 

la  dernière  décimale  est  inexacte,  il  faudrait  3  au  lieu  de  o. 
Soit  encore 

A  =  101,         a  =  10,         M  =  o,         P  =  R  =  I 


— IS8  — 
qui  donne  les  fonctions  génératrices 

cr  I 


I  —  ÏOX  —  X^  I  —  9,037  —  07* 

et  par  suite 

I 


I  —  J.O  X  —  x^ 


I  -+-   2037  -t-  401372+  8  040373-f-  161201  37*. 


On  en  déduit  que 


Eg     I  9.99  280  080 

7^  =   -7 — : — ; — ; =  0,04987  5621 1  20800  26 

Gg     26000  404  001      I  ^^  /         J 

et  que 

E9     26  o5o  404  001 

G;^  522  307  368  100  =0,04987562.1208902702... 

ou  que 

Ejo    522  307  390  100 

TT—  =  ; 2— ^ =  0,04987  5621 1  20890  27017 

Gin    10  472  197  606  001     '  -i»  /  .;   /   / 

avec  au  moins  20  décimales  exactes. 
Le  nombre  A  ^  [\\  correspond  à 

a  =  6,         M  =  2,         P  =  t,        R  =  5. 
Avec  les  équations  génératrices 

9.5  37  I 2  37 


i  —  64^7  —  37"  I  —  64^7  —  372 

qui  donnent 

G5    4  iQ  837  625 

ir  =  -H^ — —^z-  =  o,4o3i2  42374  32848  6868. 

Es         1  04 1  211  082  1     /t        1 

Les  dix-neuf  premières  décimales  sont  exactes. 
Soit  encore 

A  =  19,         a  =  4,         M  =  14,         P  =  5,         R  =  39 

et  les  fractions  génératrices 

nyx  I  — 1437 

I  —  34037 -i-.rî'  1  —  34037  -f-  .r* * 

77 7,   =  I  -+•  3403?  -h  II)  )99372+  iq  3o3  39.0372 -f-  i3  363  01  3  201  x^ 

i  —  34o.r-+-3'^  jj  j 

En  s'arrêtant  aux  termes  en  x-  on  a 

-^^^  =0,3588989435 
110839         '  ^    ^^ 

avec  plus  de  huit  décimales  exactes. 
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Supposons  que  l'on  s'arrête  à  la  valeur  jr^i  quelle  est  Terreur? 

E 
Posons  ~-  =  £,  on  aura 

M(2a  +  £„,)  -4-1'  _  ^ 

R(2a -+-£,„)+ M  ~" '"'  ~  '^' 

où  «5  représente  la  difTérence  z^+x  —  £/«•  Les  décimales  communes 
à  e„,-n  et  £,„  sont  évidemenent  exactes,  de  sorte  que  la  première 
décimale  différente  de  zéro  de  tm^\ — ^m  indique  la  première  déci- 
male inexacte  de£,„,  el  par  suite  fait  connaître  le  degré  d'approxima- 
tion de  la  valeur  £,„.  Prenons  A  =r  lo,  m  ^  5. 
Pour  A  ^  lo,  on  trouve 


»-^i=  TTT^  FT7T3  =  „o;. .....,„  (ou  ôt  est  faible) 


8  = 

8  658  ^ 
53  353; 

\  8  658 
/  53  353  ~ 

328  776 

8658 

284 

654  '^60  8 

53  353 

53  253 

284 

654  260  9 

I 

et 

I  4o5 

284  654  '60  9 

^*  ~  8  658 

""*=   ..^,i,r.,^c.^^  et  £i=   -—5   =0,1620776622 


(soit  neuf  décimales  exactes,  à  très  peu  près)  el 

£s  =  o,  162  277  661  16 

£4=  o,  162  277  662  2 

o ,  000  000  00 1  I 

Il  y  a  donc  une  erreur  d'une  unité  sur  la  neuvième  décimale. 
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